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1 Diferencialne enacbe

1.1 Navadne diferencialne enacbe

1. Linearna diferencialna enacba n-tega reda s konstantnimi koeficienti je enacba oblike
Y™ +ay™ ) & a1y () + any(x) = b(z), (1)

kjer so ay, .. .,a, dane konstante in b(x) dana zvezna funkcija na nekem intervalu. Resitev enacbe
je oblike y(x) = yu(x) + yp(z), kjer je yg resitev prirejene homogene enacbe

y™ + a1y Y 4 a1y (2) + any(x) =0 (2)

in yp partikularna resitev enacbe .

Splosna resitev yg(z) prirejene homogene enacbe :

A

Enacbo (2) reSujemo z nastavkom y = e** in dobimo karakteristi¢ni polinom

pA) =N+ o A" A+ an.

(a) Ce je A r-kratna realna nicla karakteristicnega polinoma p(\), so linearno neodvisne partiku-

larne resitve enacbe oblike

AN e e,

(b) Ce je a+if r-kratna konjugirano kompleksna ni¢la karakteristiénega polinoma p(\), so linearno
neodvisne partikularne resitve enacbe oblike

e cos Bz, re™ cos fx, ..., 2" 1 e™ cos Bz, € sin B, xe®sin B, ..., " e sinfx.

Nastavek za partikularno resitev yp(z) enacbe (I)):

(a) Ce je
b(z) = e* Py (x),

kjer je P, (x) polinom stopnje m, potem is¢emo partikularno resitev z nastavkom
yp(z) = 2" Qum(z),

kjer je @, (x) polinom stopnje m in r red nicle o karakteristicnega polinoma p(\) enacbe .
(b) Ce je
b(x) = e*[Pp(x) cos Bz + Ry, (x) sin fx],
kjer je P,,(z) polinom stopnje m in R,(z) polinom stopnje n, potem is¢emo partikularno
resitev z nastavkom

yp(z) = 2"e**[Qn(x) cos fx + Sy (x) sin Sz,

kjer sta Qn(x) in Sy(x) polinoma stopnje N = max{m,n} in r red ni¢le « + 8 karakteri-
sticnega polinoma p(\) enacbe (|2)).



2. ReSevanje linearne diferencialne enacbe 2. reda z metodo variacije konstant:
Resujemo enacbo oblike
v+ @)y + c(z)y = d(=),
kjer so b(x), c(z) in d(x) zvezne funkcije. Najprej resimo pripadajo¢o homogeno enac¢bo
y" +b(@)y + c(z)y =0

in dobimo resitev oblike yy(x) = Ayi(z) + Bya(z), A, B € R. Partikularno resitev yp pois¢emo z
metodo variacije konstant, kjer uporabimo nastavek y(x) = A(z)y1(z) + B(x)y2(x) in upostevamo
pogoja:

za funkciji A(z) in B(x).
3. Numeri¢ne metode za reSevanje navadne diferencialne enacbe 1. reda:

Resujemo zacetni problem
y = f(z,y), y(@o) = yo. (3)

(a) Picardova iteracija:

xT
yk-i,-l(l‘) =Yo + / f(tayk(t))dta k= 0,1,2,...,
xo
kjer je yo(t) = vo.
(b) Metoda s Taylorjevo vrsto:

Resitev y(x) zacetnega problema iS¢emo s priblizkom Taylorjevega polinoma
2 3

h h"
v o m o (n) n+1

Iz (3) sledi y(x0) = yo in y'(z0) = f(w0,Y0)-
7 uporabo veriznega pravila dobimo naslednje odvode

" of of ,_of 9of

y(z) = y(zo + h) = y(xo) + hy'(zo) +

o:f  O2f o2 f o2 f of of of of
n o - J ‘/ . 7_/ I /
g 8x2+83:8y y+8y8x f+6y2 Y f+8y 6w+8y dy Y
PP 02f , 0f of _(0f
= o oy el Ty 8x+<3y> g

Izra¢unamo toliko odvodov, kolikor je zelena stopnja priblizka. Priblizek dobimo, ko vstavimo
r = Xg-

(c¢) Eulerjeva metoda:

Iscemo resitev zacetnega problema na intervalu [xg, b].

Interval razdelimo na N enakih delov dolzine h = b;\fo: To< T <292 < ...<xy =0bin
pos¢emo priblizke vy, ~ y(z,), n =0,1,..., N — 1, z rekurzivno formulo:

Yn+l = Yn+ hf(xm yn)v

Tpy1 = Tp+h.



1. Dan je zacetni problem ' = 1432, y(0) = 0. Z uporabo Picardove iteracije z za¢etno aproksimacijo
yo = 0 izracunaj prve §tiri priblizke. Izracunaj Se eksaktno resitev zacetnega problema.

Resitev: Ce upostevamo, da je yo = 0, dobimo rekurzivno formulo

T

Ynt+1l = /(1 + yi)dt.
0

Potem je y1 = x, yo = x + %3 inys =+ %3 + % + %. Ce resimo zacetni problem, dobimo
eksaktno resitev y = tanzx.

2. Dan je zacetni problem ¢y = 2 —y, y(0) = 1. Z uporabo Picardove iteracije z zacetno aproksimacijo
yo = 1 izracunaj prve tri priblizke. Izracunaj Se eksaktno resitev zacetnega problema.

Resitev: Ce upostevamo, da je yo = 1, dobimo rekurzivno formulo

T

0

Potem jey; =1 —x + %2 iny =1—a+a2— %3. Eksaktna resitev zacetnega problema je enaka
y=(2—e"+xe*)e " .

3. Dan je zacetni problem ¢y = 14zy, y(0) = 1. Z uporabo Picardove iteracije z zacetno aproksimacijo
yo = 1 izracunaj prve §tiri priblizke.

Resitev: Ce upostevamo, da je yo = 1, dobimo rekurzivno formulo

x T

Yni1 =1+ /(1 Fty)dt =1+ + /tyndt.
0 0
Potemjeyi =1+ 2o+ 5, yp=1+a+% + 2 4 L inyg=14a+2 42 20 oo
4. 7 uporabo metode s Taylorjevo vrsto reda 4 izracunaj y(0.1) za ' = 1 + zy, y(0) = 1.
Resitev: Taylorjeva formula reda 4 je enaka y(h) ~ 1+ h + %2 + %3 + %1, y(0.1) =~ 1.1053.
5. Z uporabo metode s Taylorjevo vrsto reda 4 izracunaj y(0.2) za y' = —2zy?, y(0) = 1.
Resitev: Taylorjeva formula reda 4 je enaka y(h) ~ 1 — h? + h*, 4(0.2) ~ 0.9616.

6. Z uporabo metode s Taylorjevo vrsto reda 4 izracunaj y(0.1) za y' = x — 32, y(0) = 1.

Resitev: Taylorjeva formula reda 4 je enaka y(h) ~ 1 —h+ % — % + 1?2’4 - 3;85, y(0.1) ~ 0.9138.

7. Dan je zacetni problem y' = 2y, y(0) = 1. Na intervalu [0, 1] ga resi z uporabo Eulerjeve metode.
Pri tem uporabi zacetno aproksimacijo yg = 1 in korak h = 0.1. Izrac¢unaj Se eksaktno resitev
zacetnega problema.

Resitev: Rekurzivna formula je enaka y,+1 = (1 + 2h)y,. Za h = 0.1 velja y, = 1.2". Eksaktna
resitev zacetnega problema je y = e?*.

8. Dan je zacetni problem y' = y + 22, y(0) = 2. Na intervalu [0,1] ga resi z uporabo Eulerjeve
metode. Pri tem uporabi zatetno aproksimacijo yp = 2 in korak h = 0.1. Izra¢unaj Se eksaktno
reSitev zacetnega problema.

Resitev: Rekurzivna formula je enaka yni1 = Yn + h(yn + 22) = (1 + h)y, + ha?, kjer je zp11 =

x, + h. Eksaktna resitev zaGetnega problema je y = 4e* — 2 — 2z — 2.



9. Resi

(@) ¥ +y' —2y=0
(b) ¥ =6y +9y =0
(c) y’” +3y" +3y +y=0
(d) y® +9y" =0
(e) y”’ +6y” + 13y =0
(f) y™® —8y" + 16y =0
(8) y"—4y"+y +6y=0
(h) ¥y —2y” =3y =0
1) y® +2y" +y=0
() 49 +y®) =y —y" =0
Resitev:
(a) y = Cre® + CQB_QI, Ci,0, R
(b) y = C13® 4 Coze®®, C1,Cy € R
(c) y = Cre™® 4 Coze™™ + C3x%e™%, C1,Co,C3 € R
(d) y=C1+ Coz + C3cos3x 4+ Cysin 3z, C1,Co,C3,C4 € R
(e) y=C1+ e 3%(Cycos2z + C3sin2x), C1,Cq,C3 €R
(f) y = C1e*® + Coxe® + C3e72% + Cyre=2%, C1,0,C3,C04 €R
(g) y=Cre ® + C2e®® + 033, C1,02,C3 €R
(h) y = Cle‘/?:x + 026_\/5;1: + C3cosx + Cysinz, C1,C,C3,C4 € R
(i) y=Cicosz + Coxcosx + Cysinx + Cyzsinz, Cp,Cq,C3,Cy € R
(j) y = C1 + Comw + C32% + Cye® + Cse™* + Coze ™, C1,C5,C3,04,C5,C6 € R
10. Resi
a) v —4y" +4y' =0, y(0) =5, y'(0) = 3, y"(0) =4
-1,4"(0) =4

)y
) y’”+2y”—0 y(0) =5, y(O)
)y -3y =0,y(0) =5,y'(0) =-12,y"(0) =0
d) y”+2y +5y =0,y(0)=1,4(0) =3

(e) ¥ +4y" +5y =0, y(0) =0, y'(0) =3, y"(0) = -2

“T(cos 2z + 2sinx)

e
=2+ e 2%(2cosx + sin )

(a) ' —y' = 2ze”
(b) y" 4+ 9y = cos 2z



(c) y¥'+y=sinz —2e 7
(d) ¥y —3y" + 3y —y =12¢" + bx
Resitev:
(a) yg = C1 + Cae”; nastavek za partikularno resitev: yp = z(Az + B)e”;
splogna resitev: y = O + Cae® + (22 — 21)e®, C1,Cy € R

(b) yg = Ci cos 3z + Cq sin 3x; nastavek za partikularno resitev: yp = A cos 2z + B sin 2z;
splosna resitev: y = C} cos 3x + Co sin 3x + % cos2x, C1,Cs € R

(¢) yug = Cjcosz + Cysin x; nastavek za partikularno resitev: yp = x(Acosx + Bsinz) + Ce™*;
splosna resitev: y = Cycosz + Cosinz + %:U cosx —e % (1,05 R

(d) yg = C1e® + Coze® + C3x%e”; nastavek za partikularno resitev: yp = Az3e® + Bx + C;
splogna resitev: y = Cre® + Coze® + Cyze® + 223e® — 5z — 15, C1,C5,C3 € R

)y Y =2,y(0)=2,4(0) =1
Yy =2y +y=(3+x)e*, y(0)=2,9'(0) =4
() y'+y=a>—2+1,y(0)=-1¢(0) =2
) Y =4y + 4y = 2e**, y(0) =1, y'(0) = 4
) ¥ —y=2sinz —4cosz, y(0) =3, y(0) =2
) ¥'+y=2sinz, y(0) =3, y'(0) =1
Resitev:
(a) yg =C1+Coe ™ yp = Az y =1+ e + 22
(b) yg = C1e® + Coze®; yp = (Az + B)e?®; y = e + (z + 1)e*®
(c) yg = Crcosx + Coysinz; yp = Ax? + Bx + C; y = 3sinz + 22 —z — 1
(d) yrr = C1e™ + Coze™; yp = (Az® + Ba?)e?; y = (1 + 2z + % )e™”
(e) yg = Cre® + Coe™*; yp = Acosx + Bsinzx; y = 2e* —e * +2cosz —sinx
(f) yg = Cicosz + Cysinz; yp = x(Acosx + Bsinz); y = 3cosz + 2sinz — xcosw
13. PoiSéi nastavek za partikularno resitev
(a) y'" — 5y + 6y = (22 + 1)e® + ze>®
(b) y" — 2y + by = we® cos 2z — x2e” sin 2
(¢) ¥" —3y =z +cosx
Resitev:
) yp = (Az? + Bx + C)e® + (Da? + Ex)e*®
) yp = ze®[(Az? + Bz + C) cos 2z + (Dz? + Ex + F)sin 27
(c) yp = Ax® + Bx + Ccosx + Dsinx
14. (a) Sestavi diferencialno enacbo oblike " + by’ + cy = 0, katere splosna resitev je
y(z) = Crcosx + Cysinz, C1,Cy € R.

(b) Dolo¢i zacetni vrednosti y(0) in 3/(0) tako, da bo yo(x) = sin z—cos z edina resitev konstruirane
enacbe.



(¢) Enacbi, dobljeni v (a), na desni strani dodaj nehomogenost d(x) = sinx in poisci partikularno
resitev dobljene nehomogene enache.

Resitev:

(a) Iz splosne resitve diferencialne enacbe sledi, da sta nicli karakteristicnega polinoma enaki
A2 = +i. Potem je karakteristi¢ni polinom enak (A — A1)(A — A2) = A% + 1. Torej je
diferencialna enacba enaka 3" + y = 0.

(b) Ce v yo(x) vstavimo x = 0, dobimo pogoj y(0) = —1. Ce v odvod yj(z) vstavimo z = 0, pa
dobimo $e pogoj y'(0) = 1.

(¢) Ker je i enojna nicla karakteristicnega polinoma, je nastavek za partikularno resitev enak
yp = x(Acosz 4+ Bsinz). Ce nastavek odvajamo in vstavimo v nehomogeno diferencialno
enacbo, dobimo yp = —%l’ COoS .

15. (a) Sestavi diferencialno enacbo oblike " + by’ + cy = 0, katere splosna resitev je
y(x) = e “(Cycos2zx + Cysin2x), C1,Co € R.

(b) Dolo¢i zacetni vrednosti y(0) in 3/(0) tako, da bo yo(x) = e~ sin 2z edina resitev konstruirane
enacbe.

(c) Enacbi, dobljeni v (a), na desni strani dodaj nehomogenost d(x) = sin 2z in poisé¢i partikularno
reSitev dobljene nehomogene enacbe.

Resitev:

(a) Iz splosne resitve diferencialne enacbe sledi, da sta nicli karakteristicnega polinoma enaki
A2 = —1+ 2i. Potem je karakteristiéni polinom enak (A — A1)(A — A2) = A% + 2\ + 5. Torej
je diferencialna enacba enaka y” + 2y + 5y =0

(b) Ce v yo(z) vstavimo x = 0, dobimo pogoj y(0) = 0. Ce v odvod yj(z) vstavimo = = 0, pa
dobimo $e pogoj y'(0) = 2.

(¢) Ker 2i ni nicla karakteristicnega polinoma, je nastavek za partikularno resitev enak yp =
Acos2x 4+ Bsin2z. Ce nastavek odvajamo in vstavimo v nehomogeno diferencialno enacbo,
dobimo yp = —1% cos 2x + %7 sin 2.

16. Sestavi homogeno linearno diferencialno ena¢bo 2. reda s konstantnimi koeficienti, katere splosna
resitev je
y(x) = Cre” + Coe™*, C1,C2 €R,
Dobljeni enacbi na desni strani dodaj nehomogenost b(z) = —3e” in poiséi resitev dobljene neho-
mogene enacbe pri zacetnih pogojih y(0) = 1, ¥/(0) = 3.

Resitev: Iz splosne resitve diferencialne enacbe sledi, da sta nicli karakteristicnega polinoma A\; = 1
in Ay = —2. Potem je karakteristi¢ni polinom enak (A — A1)(A — X2) = A2 + X\ — 2. Torej je
diferencialna enacba enaka y” + 3’ — 2y = 0. Ker je 1 enojna nicla karakteristicnega polinoma, je
nastavek za partikularno resitev enak yp = Aze®. Ce nastavek odvajamo in vstavimo v nehomogeno
diferencialno enacbo, dobimo yp(z) = —ze®. Splosna resitev je potem y(z) = C1e® + Coe ™2 — ze?,

C1,Cy € R. Ce upostevamo e zacetna pogoja, dobimo y(z) = (2 — z)e® — 727,
17. Sestavi homogeno linearno diferencialno enac¢bo 3. reda s konstantnimi koeficienti, katere splosna
resitev je
y(a:) = +CQCC+03€721, C1,Cy,C3 € R.

Dobljeni enacbi na desni strani dodaj nehomogenost b(z) = 12z — 2 in poisci resitev dobljene
nehomogene enacbe pri zacetnih pogojih y(0) =5, 3/'(0) = —1, y”(0) = 0.



18.

Resitev: Iz splosne resitve diferencialne enacbe sledi, da so nicle karakteristi¢nega polinoma ;2 =
0 in A3 = —2. Potem je karakteristi¢ni polinom enak (A — A1)2(A — A3) = A2(A + 2) = A3 + 2)\2.
Torej je diferencialna enacba enaka y”’ +2y” = 0. Ker je 0 dvojna nicla karakteristicnega polinoma,
je nastavek za partikularno resitev enak yp = x?(Azx + B). Ce nastavek odvajamo in vstavimo
v nehomogeno diferencialno ena¢bo, dobimo yp(x) = 2% — 222. Splosna resitev je potem y(x) =
Ch + Cox + Cse 223 — 222, 1,0y, C3 € R. Ce upostevamo Se zacetne pogoje, dobimo y(x) =
44 a(x—1)2 + 272,

S pomocjo metode variacije konstant resi nehomogeno linearno diferencialno enacbo 2. reda.

)

b) ¥ +4y =
/ _ e’

<C> Yy =2y +y—\/m

(d) v +y =

cos3 x

sin? x

(a) ¥ =2y +y = ze
(
/"

Resitev:

(a) Najprej resimo pripadajoco homogeno enacbo y” — 2y’ +y = 0 in dobimo resitev oblike
yg = Ae® + Bzxe®, A, B € R. Partikularno resitev yp pois¢emo z metodo variacije konstant,
kjer uporabimo nastavek yp = A(x)e” + B(z)ze® in upostevamo pogoja:

Al(z)e” + B'(x)xe” =0

A'(z)e” + B'(x)(e® + ze”) = iex

za funkciji A(z) in B(z). Iz prvega pogoja izrazimo A'(x) = —B'(x)z. Ce to upostevamo
v drugem pogoju, dobimo B'(z) = 1 in B(z) = In|z|. Ker je A'(z) = —B'(z)z = —1, je
A(x) = —z. Splosna resitev je torej

y = Ae” + Bze® +ze®(In|z| —1), A,BeR.

(b) Najprej resimo pripadajoco homogeno enacbo y” + 4y = 0 in dobimo resitev oblike yy =
Acos2x + Bsin2z, A, B € R. Partikularno regitev yp poiséemo z metodo variacije konstant,
kjer uporabimo nastavek yp = A(x) cos 2z + B(z)sin 2z in upostevamo pogoja:

A'(x) cos2z + B'(x)sin2z =0

1
—2A' () sin 22 + 2B'(x) cos 22 = —
sin® x
za funkciji A(x) in B(z). Iz prvega pogoja izrazimo A’(z) = —B’(z) tan 2z. Ce to upostevamo
v drugem pogoju, dobimo B'(xz) = 251112% —1in B(z) = —cotz — 2. Ker je A'(z) =
—B'(z)tan2xr = —$52 je A(x) = —In|sinz|. Splosna resitev je torej

1
y = Acos2x + Bsin2x — In|sin x| cos 2z — 5(2x+cotx) sin2x, A,BeR.

(¢) Najprej resimo pripadajoco homogeno enacbo y” — 2y’ + y = 0 in dobimo resitev oblike
yg = Ae® + Bzxe®, A, B € R. Partikularno resitev yp pois¢emo z metodo variacije konstant,
kjer uporabimo nastavek yp = A(x)e” + B(z)ze® in upostevamo pogoja:

A'(z)e” + B'(z)ze® =0

Al(z)e” + B'(z)(e* + xe®) = L
4 — z?

10



za funkciji A(z) in B(z). Iz prvega pogoja izrazimo A’'(xz) = —B'(z)z. Ce to upostevamo
v drugem pogoju, dobimo B'(x) = \/ﬁ in B(z) = arcsin. Ker je A'(z) = —B'(z)x =

—ﬁ, je A(x) = V4 — x2. Splosna resitev je torej

y:Aea’—kaew—kem( 4—x2+xarcsing), A, B eR.

Najprej resimo pripadajoto homogeno enacbo y” + y = 0 in dobimo resitev oblike yg =
Acosz + Bsinx, A, B € R. Partikularno resitev yp pois¢emo z metodo variacije konstant,
kjer uporabimo nastavek yp = A(x) cosx + B(x) sinz in upostevamo pogoja:

A'(z)cosz + B'(z)sinz =0

1
—Al(x)si B'(z)cosz =
(x)sinx 4+ B'(x) cosx -
za funkciji A(z) in B(x). Iz prvega pogoja izrazimo A’(z) = —B'(z) tanz. Ce to upostevamo v
drugem pogoju, dobimo B'(z) = —%— in B(z) = tanz. Ker je A'(z) = —B'(z) tanz = — Z1Z
je A(z) = —m. Splosna resitev je torej
1 in?
y=Acosx + Bsinx — > x, A, B eR.

2coszx CcCoS T

11



1.2 Linearni sistemi diferencialnih enac¢b

1. Homogen sistem dveh linearnih diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti je sis-
tem oblike

2/ (t) = ax(t) + by(t),
y'(t) = cx(t) + dy(t),
kjer so a, b, ¢,d € R koeficienti sistema ter x(¢) in y(¢) neznani funkciji. Zacetni problem sestavljata
enacbi skupaj z za¢etnima pogojema z(tg) = o in y(to) = yo.
Sistem lahko bolj enostavno zapisemo v matri¢ni obliki:

(4)

X'(t) = AX(1), Kjer je A = [ “ Z} in X(t) = [ Zgg } .

Resitve sistema dobimo s pomocjo lastnih vrednosti matrike A.

(a) Ceima A dve razliéni realni lastni vrednosti A; in Ao, ki jima pripadata lastna vektorja Vy in
V3, potem sta linearno neodvisni resitvi

X1 (t) = V1€/\1t, Xz(t) = V2€/\2t.

(b) Ce ima A dvojno lastne vrednosti A, ki ji pripadata dva linearno neodvisna lastna vektorja
V1 in V3, potem sta linearno neodvisni resitvi

Xl (t) = V1€>\t, X2 (t) = V2€/\t.

(¢) Ceima A dvojno lastne vrednosti A, ki ji pripada samo en linearno neodvisen lastni vektor V,
poiscemo posploseni lastni vektor W kot resitev sistema (A — A\[)W = V. Potem sta linearno
neodvisni resitvi

X1(t) = Ve, Xo(t) = (tV + W)et,

(d) Ce ima A konjugirano kompleksni lastni vrednosti A1 o = a & i3, ki jima pripadata lastna
vektorja V12 = W £ iZ. Potem sta realni linearno neodvisni resitvi

X1 (t) = e (W cos ft — Zsin ft), Xa(t) = e (W sin Bt + Z cos Bt).

Resitev sistema lahko ponazorimo na dva nacina.

e Ce v isti koordinatni sistem narisemo grafa funkcij x = 2(t) in y = y(t), dobimo Easovni
diagram, ki nam pokaze, kako se komponenti resitve spreminjata s casom t.

e Cev (z,y)-koordinatnem sistemu narisemo krivuljo 7"(t) = (z(t), y(t)) dobimo fazni diagram.
To krivuljo imenujemo orbita ali trajektorija.

2. Homogen sistem n linearnih diferencialnih enacéb s konstantnimi koeficienti je sistem oblike

:Cll (t) = anz1(t) + arpza(t) + ... + arnxn(t),
: (5)
2 (1) = an1z1(t) + anoza(t) + ... + apnan(t),

kjer so a;; € R koeficienti sistema ter x;(t), i = 1,...,n, neznane funkcije. Sistem lahko
zapiSemo v matri¢ni obliki

xl(t)
ai;] a2 ... Qin o (t)

X'(t) = AX(t), kjer je A = : Dooc., in X(t) = _
anl Aan2 ... Gnpp .’En(t)
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Resitve sistema dobimo s pomocjo lastnih vrednosti matrike A. Tu so lahko veckratne realne
lastne vrednosti tudi stopnje ve¢ kot 2. Prav tako so lahko veckratne tudi konjugirano kompleksne
lastne vrednosti.

. Resi sistem
=y
y = —4x

z zaCetnimi pogoji x(0) = 1, y(0) = 0. Narisi ¢asovni diagram in dolo¢i orbito ter jo skiciraj.

Resitev: Sistem bi lahko zapisali v matri¢ni obliki in reSitve zapisali s pomocjo lastnih vredno-
sti in lastnih vektorjev. Lahko pa ga preoblikujemo v diferencialno enacbo 2. reda. Enacbo
2’ = y odvajamo in dobimo z” = y’. Ce zdaj upostevamo enacbo y = —4z, dobimo dife-
rencialno enacbo z” + 4z = 0, ki ima splosno resitev x(t) = C7cos2t + Cosin2t. Potem je pa
y(t) = 2'(t) = —20 sin 2t +2C5 cos 2t. Ce upostevamo zatetna pogoja, dobimo resitvi z(t) = cos 2t
in y(t) = —2sin2t. Ker je x(t) = cos?2t in y(t) = —2sin 2t parametrizacija elipse 22 + % =1, je
orbita elipsa. Narisimo 8e ¢asovni diagram in orbito.

Y

2y 2

! 1

\ 3 / N\ o x
—2r pu - 5 5 L I(t%ﬂ' -1 1
—14
. Resi sistem
¥ =4dr+2y
y'=-3x—y
z zacetnimi pogoji z(0) = 2, y(0) = —3. Narisi ¢asovni diagram in doloé¢i orbito ter jo skiciraj.

Resitev:

Sistem bi lahko zapisali v matri¢ni obliki in resitve zapisali s pomocjo lastnih vrednosti in lastnih
vektorjev. Lahko pa ga preoblikujemo v diferencialno enacbo 2. reda. Enacbo ' = 4x + 2y od-
vajamo in dobimo 2” = 42’ 4+ 2y’. Ce zdaj upostevamo ena¢bo ' = —3z — y in da iz prve enacbe
sistema sledi 2y = 2’ — 4z, dobimo diferencialno enac¢bo x” — 32’ + 2z = 0, ki ima splosno reSitev
z(t) = Cre' + Cae®’. Potem je pa y(t) = 3(2/ — 4z) = —3C1e' — Coe?. Ce upostevamo zacetna

3

pogoja, dobimo resitvi x(t) = 2e! in y(t) = —3e*. Ker je % = —%, je orbita poltrak y = —3,

x > 0. Naris§imo 8e ¢asovni diagram in orbito.

13



y(t)

3. Resi sistem
/

Tr=—-r+y
y =dr — 4y

z zacetnimi pogoji x(0) = 10, y(0) = 0. Narisi ¢asovni diagram in dolo¢i orbito ter jo skiciraj. Kaj
lahko poveste o z(t) in y(t), ko pretece veliko ¢asa?

Resitev: Sistem bi lahko zapisali v matri¢ni obliki in reSitve zapisali s pomocjo lastnih vredno-
sti in lastnih vektorjev. Lahko pa ga preoblikujemo v diferencialno enacbo 2. reda. FEnacbo
2’ = —x 4+ y odvajamo in dobimo 2’ = &’ +1/. Ce zdaj upostevamo enacbo 3/ = 4z — 4y in da
iz prve enacbe sistema sledi y = 2’ + x, dobimo diferencialno enacbo z” + 52’ = 0, ki ima splosno
resitev x(t) = C; + Coe~ . Potem je pa y(t) =2’ + 2 = —%Cl — 4Che~"t. Ce upostevamo zacetna
pogoja, dobimo resitvi z(t) = 8 4+ 275 in y(t) = 8 — 8¢, Torej je Jim z(t) = Jim y(t) = 8. Ker

je y(t) = —4x(t) + 40, je orbita poltrak y = 40 — 4z, = > 8. Narisimo Se ¢asovni diagram in orbito.
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4. Sisteme prevedi na linearne diferencialne enacbe drugega reda in jih resi

¥ =x+3y
@ 4T

¥ =-Tr+ 3y

¥=x+y
© g
Resitev:

(a) 2(t) = Cre® + Coe™2, y(t) = Gre? — Coe™, C1,Cy € R.
(b) x(t) = Cre™4 + Cote™, y(t) = %6*4’5 + Cote ™, C1,Cy € R.
(c) z(t) = Crel cost + Caelsint, y(t) = Cael cost — Chetsint, Cq,Co € R.

5. Populaciji lisic in zajcev se spreminjata v skladu s sistemom diferencialnih enacbh

' = 1+z,

7 = —2l+4z.
Ce je 1(0) = 200 in z(0) = 300, izracunaj koliksni sta populaciji za ¢t > 0. Koliksno je razmerje %
med populacijama zajcev in lisic, ko pretece precej ¢asa? Ali je model realen?

Resitev: Najprej pois¢emo lastni vrednosti in lastna vektorja matrike A = [ _12 le }: A1 = 3,
1| . 1 5 .. .
V1= 5| in Ay =2, Vg = 1 Splosna resitev je enaka
U | Aot note | Cre? 4 Coe*
x(t) = |: 2(#) :| = Cre™M'vy + Coe™?'vg = 20 €3 + Che?t | C1,Cs € R.

Ce upostevamo $e zacetna pogoja, dobimo I(t) = 100e3 4 100e? in z(t) = 2003 + 100e?. Torej je
tlim % = 2. Iz naSega modela sledi, da bi populaciji lisic in zajcev eksponentno rastli. Model ni
— 00

realen, ker nismo upostevali Se drugih dejavnikov: lisice in zajci ne zivijo izolirano, bolezni,...

6. Resi zacetni problem

2(t) = [ ' ] 2(), 2(0) = [ ° } . Kjer je z(t) — [ z(?) } .

y(t)
. e . . . . 2 1
Resitev: Najprej poiStemo lastni vrednosti in lastna vektorja matrike A = [ 1 9 }: AL =1,
1. 1 5 . .
vi=| 1 in Ay =3, vg = 1l Splosna resitev je enaka
z(t) = @(t) = C1eMivy + Coe??lvy = Cre’ + Coe™ C1,Cr eR
y(t) 1 1 2 2 —Clet + 02€3t , U1, L2 .

Ce upostevamo e zacetna pogoja, dobimo z(t) = 2et + €% in y(t) = —2e! + €.
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7. Resi zacetni problem

| 4 =T | 14 . | z(t)
2= 4 1y a0 a0)=| 10 ] werieato = | 20
PRSI . x(t)
Poisci tlggo OE
. T . . . . 4 =7
Resitev: Najprej poistemo lastni vrednosti in lastna vektorja matrike A = | 1 10 | AL =3,
7. 1 5 .. .
\ = 1 in A =11, v = 1l Splosna resitev je enaka
:E(t) >\1t AQt 70163t + CQellt
Z(t) = y(t) = (Cre™M'vy + Che?Pvg = Clegt B 0261” , C1,C € R.

Ce upostevamo e zacetna pogoja, dobimo z(t) = 21e3 — 7elt in y(t) = 3e3 + 7ellt.
Torej je lim =) = 1.
o0 Y(t)

8. Resi zacetni problem

1 1 -5 1 x(t)
wi(t)=10 2 =1 |, w0)= |4 |, kjerje w(t) = | y(t)
00 3 2 2(t)
1 1 -5
Resitev: Najprej pois¢emo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A= | 0 2 —1 [: A\ =1,
00 3
1 1 -3
vi=|0| ,A=2,va=|1]|,in A3 =3, vg = [—1]|. SploSna resitev je enaka
0 0 1
x(t) Cret + Cye?t — 3C3e3t
z(t) = | y(t) | = CreMivy + Che*?lvy + CseMstvg = Coe?t — C3e®t |, C1,Cy,C3 € R.
z(t) Cse3t

Ce upostevamo §e zacetne pogoje, dobimo x(t) = et 4 6e% — 6e3t, y(t) = 6e2* — 2e% in z(t) = 2.

9. Resi sistem

2 3 3 x(t)
wi(t)=|0 —1 =3 |w(t), kierjew(t) = | y(t)
0o 0 2 z(t)
2 3 3
Resitev: Najprej pois¢emo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A= [ 0 —1 -3
0o 0 2
1
A = —1, vy = |—1], in dvojna lastna vrednost Ay 3 = 2 z dvema linearno neodvisnima lastnima
0
1] 0
vektorjema v = |0]| in vg = | 1 |. SploSna resitev je enaka
0] -1
x(t) ] Cre ™t + Cye?
z(t) = | y(t) | = CreMivy + Chelvy + C3eMdlvy = | —Cre ™t + Cse® |, C1,Cy, C3 € R.
z(t) | —Cse?
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10. Resi zacetni problem

1 1 1 2 x(t)

w(t)=[0 1 0 |w(®), wO)=| -1 |, kjierjew(t) = | y(t)

1 -1 1 0 z(t)
1 1 1
Resitev: Najprej poiséemo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A= 0 1 0
1 -1 1

Lastne vrednosti so ni¢le karakteristi¢nega polinomas:

det(A— A =(1-X)((1-X)*=1)=(1-NA\=2))=-AA—-1)(A—2) =0.

1 1
Torej A\ =0, vi=|[ 0| , =1, va= |1
-1 -1

,in>\3:2,V3:

. Splosna resitev je enaka

_ o -

Ch + CQ@t + 0362t

z(t) = | y(t) | = CreMivy + Coe™'vy + C3e™vg = Coyel |, C1,Cy,C3 €R.
2(t) ~Cy — Che! + Ce?

Ce upostevamo de zacetne pogoje, dobimo z(t) = 2 — et + €, y(t) = —et in 2(t) = —2 + e + €%

11. Resi zacetni problem
2(t) = [ _19 _15 } 2(t), 2(0) = [ 4 ] , Kjer je z(t) = [ ;’8 ]

Kaj lahko poves o z(t) za velike t7

Resitev: Najprej pois¢emo lastni vrednosti A = { _19 _15 ]: A2 = —2. Ker imamo samo

en linearno neodvisen lastni vektor v = [13], pois¢emo Se posploSeni lastni vektor w = [(1)]

Posploseni lastni vektor je resitev enacbe (A — A1)w = v. Splosna resitev je enaka

z(t) = [ gg; ] = C1veM! 4 Oy(tv + w)eMt = [ (SC’(chi?_ltCQB)te)Cz:) o2 ] , C1,Cq € R

Ce upostevamo Se zacetna pogoja, dobimo z(t) = (1 —t)e™% in y(t) = (3t — 4)e~ 2.

Torej je tliglo x(t) = tliglo y(t) = 0.
12. Resi zacetni problem

Z,(t):[ 4 1

x(t)

y(t)”

[;}, kjer je z(t) = [
Izracunaj tlim
—00

4 1

1 9 }: A1,2 = 3. Ker imamo samo en linearno

Resitev: Najprej poiStemo lastni vrednosti A = [

: . 1 . . . .
neodvisen lastni vektor v = [_ 1], poiscemo Se posploSeni lastni vektor w = ﬂ . Splosna resitev

je enaka

(Cl + th)egt

(=C1+ (1 —t)Cy) e’ |7 Cy,Cy € R.

} = CyveM! 4+ Cy(tv + w)eMt = [
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13.

14.

15.

Ce upostevamo e zacetna pogoja, dobimo z(t) = (1 + 4t)e? in y(t) = (3 — 4t)e3.
Coonat)

Torej je tlg(r)lo OB 1.

Resi zacetni problem

2(t) = [ g _83 } 2(t), 2(0) = [ g } . Kjer je #(t) — [ z(?) } .

v . . €T
Izracunaj lim ==.
t—o00

2 -3
3 8

Resitev: Najprej poiStemo lastni vrednosti A = [ } : A1,2 = 5. Ker imamo samo en linearno

. y .. . 0 g ..
} , poiStemo Se posploseni lastni vektor w = [ 1} . Splosna resitev
3

neodvisen lastni vektor v = [_ 1

je enaka
(Cl + th)@E)t

<_Cl+(—t—%) 02)65t , C1,Co € R

z(t) = [ (1) ] = Oy veMt 4 Cytv + w)ettt =

Ce upostevamo de zacetna pogoja, dobimo z(t) = (2 — 15t)e in y(t) = (3 + 15t)e™.

ca o a(t)
Torej je tliglo OB 1.
Resi sistem @
P 1 1 . | oa(t
z'(t) = [ 9 3 ] z(t), kjer je z(t) = [ () ] .

Resitev: Najprej pois¢emo lastni vrednosti in lastni vektor ene od lastnih vrednosti matrike

11 . 1 .
A= { 9 3 ] AMg2=2xiinvy = [14_2}. I[zra¢unamo

Mty _ (24t _ 2t .. 1 o cost . ot sint _ .
eMtvy=e vi = e“*(cost+isint) [1—}—1’] e [cost—sint +ie cost +sint z1(t)+iz2(t).

Splosna resitev je enaka

Cre?t cost + Coe?tsint

a(t) = [ y(t) ] = Cin(t) + Coza(t) = [ Cre?*(cost —sint) + Coe*(cost + sint) ] » CL G € R

g ] 2(t), 2(0) = [ ; ]  Kjer je a(t) = [ ;’jg; ] .

Kaj lahko poves o z(t) za velike t7

Resitev: Najprej pois¢emo lastni vrednosti in lastni vektor ene od lastnih vrednosti matrike

-7 1 . 1 y
A= { 9 5 ] AMo2=—6£iin vy = L+i]' Izrac¢unamo
; . 1
eMbyvy = Tty — e (cost + isint) L N z]
= ¢ 0t cost + ie 0 sint =z1(t) + iz2(t)
- cost —sint cost +sint| * 2\%)-
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16.

17.

Splosna resitev je enaka

Cre b cost + Coe O sint
] = Ciza(t) + Coza(t) = Cre 5% (cost — sint) + Coe % (cost +sint) |’ C1, G R

x(t)
y(t)

2(t) = [

Ce upostevamo $e zacetna pogoja, dobimo z(t) = e =% (3 cost +2sint) in y(t) = e (5 cost —sint).

Torej je li = li = 0.
orej je lim x(t) Jim y(t) =0
Resi zacetni problem

2(t) = [ ; A } 2(), 2(0) = [ 2 ] . Kjer je z(t) = [ ggi ] .

Resitev: Najprej pois¢emo lastni vrednosti in lastni vektor ene od lastnih vrednosti matrike

A= { ; _13 ]: AM2=1+£3iin vy = [_11} Izrac¢unamo

Mty = ety = ef(cos 3t 4 isin 3t) 1‘ = |“® St jet | S 3
-1 sin 3t —cos 3t

:| = Zl(t> + iZz(t).

Splosna resitev je enaka

x(t)

y(t) :| =Clz1 (t) + 02Z2(t) =

[ [ Cyet cos 3t + Cyel sin 3t
z(t) =

Clet Sin 3t — CQ@t CcoS 3t :| ’ C1702 S R

Ce upostevamo Se zacetna pogoja, dobimo z(t) = e*(2cos 3t + sin 3t) in y(t) = e!(2sin 3t — cos 3t).

Resi zacetni problem

1 -1 -1 -2 x(t)

wt)=1 1 0 |, w)=] 4 |, kierjew(t)= | y(t)

3 0 1 0 z(t)
1 -1 -1
Resitev: Najprej pois¢emo lastne vrednosti matrike A= | 1 1 0
3 0 1

Lastne vrednosti so ni¢le karakteristi¢nega polinomas:

det(A—AI) = 3(1=N)+(1=A)((1=X2)%+1) = 1=\ (A2 +2X+5) = —(A—1)(A—1—2i)(A—1+2i) = 0,

0
torej A\ = 1 in A3 = 1 4 27. Lastni vektor, ki pripada A1, je enak vy = | 1 |. Lastni vektor za
-1
2
kompleksno lastno vrednost Ao = 1+ 2¢ pa je enak vo = | 1
3
Izracunamo
24 —2sin 2t 2cos 2t
Mtyy = 120y, — el(cos 2t +isin2t) | 1| = e | cos2t | +iel | sin2t | = wa(t) + iws(t).
3 Jcos2t 3sin 2t
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Splosna resitev je enaka

(t)
w(t) = | y(t) | = Cre'vy + Cowa(t) + C3ws(t)
z(t)

—2C5¢et sin 2t + 2C03e’ cos 2t
= | Ce! + Cyel cos2t + Csel sin 2t , C1,09,C3 € R.
—C1et + 3Cset cos 2t + 3C5et sin 2t

Ce upostevamo Se zacetne pogoje, dobimo x(t) = et(—2cos 2t —2sin 2t), y(t) = e'(3+ cos 2t —sin 2t)
in 2(t) = e'(—3 + 3cos 2t — 3sin 2t).

18. (a) Dolo¢i vrednost parametra d, da bo imel sistem

[ 201 R _ [ o)
z (t) - I: -8 d :| Z(t)7 Z<0) - |: 2 :| ) k.]er Je Z(t) - |: y(t) )
periodi¢ne resitve (orbite bodo sklenjene krivulje).
(b) Resi zacetni problem pri d iz tocke (a). Za katere t € R velja, da je z(t) = z(0)?

Resitev:

(a) Najprej poiséemo lastni vrednosti matrike [ —28 cll ]

(d+2)+Vd2— 4d — 28

det(A—A)=A32—(d+2)A+2d+8= Ao = B

Resitve bodo periodi¢ne, ¢e bosta A1 in A9 imaginarni Stevili. Torej mora veljati d +2 = 0 in
d? —4d — 28 < 0. Ce je d = —2, dobimo \; 2 = +2i.

(b) Lastni vektor za lastno vrednost A; = 2i je enak vq = { ] . Izracunamo

1
21 -2

Mtyy = 2ty = e’ (cos 2t + i sin 2t) [21_ B 2]

_ cos 2t iy sin 2t — 21(t) + iza(t)
| —2cos 2t — 2sin 2t “12cos2t — 2sin2t| 21 22it)-

Splosna resitev je enaka

(1)
y(t)

C1cos2t + Coysin 2t

] = C1z1(t) + Caza(t) = { 2(Cy — Cy) cos 2t — 2(C1 + C) sin 2t)

:|,01,C'2€R.

Ce upostevamo Se zacetna pogoja, dobimo z(t) = cos 2t + 2sin 2t in y(t) = 2 cos 2t — 6sin 2t.

Torej je z(t) = z(0), ¢e je t = km, k € Z.
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1.3 Robni problemi
e Ce linearni diferencialni enacbi

Y +a(z)y +b(x)y = f(z), z € I,a,b, f zvezne funkcije na I, (6)

Razcepni robni pogoji so oblike

ony(x1) + By’ (z1) =1 (o, B1 ne oba 0)

aoy(z2) + Boy' (x2) = 2 (a2, B2 ne oba 0) (7)

e Ce je v enacbi @ f(xz) = 0 in v razcepnih pogojih Y1 = 72, potem imamo homogen robni
problem.

e ) je lastna vrednost homogenega robnega problema, ¢e obstaja netrivialna funkcija yy(z) #
0, t.j. lastna funkcija, ki resi enacbo

yx + a(z)y + b(x)yx = A - ya.

e ReSevanje nehomogenega robnega problema z uporabo lastnih vrednosti A\; # 0 in lastnih funkcij
Y, pripadajocega homogenega robnega problema :
iy,\i reSitev nehomogenega robnega problema.

7

|
NE

(a) Ceje f(z) = 32 diyn,, e (o)

i=1

-
Il
—_

Il
™8
>

.
Il
—

(b) Ceje f(z) = 3 iya,. e y(x)

i=1

“y/y; Tesitev nehomogenega robnega problema.

1. Resi robne probleme

(a) ¥ +4y =0, y(0) = =2, y(3) = 10
(b) ¥ +4y =0, y(0) = =2, y(27) = -2
(c) ¥ +4y =0, y(0) = =2, y(27) =3
(d) ¥ +3y=0,y(0)=7,y27)=0

(e) ¥"+3y=0,y(0)=0,y(2r)=0

(f

y” +25y =0, y'(0) =6, y'(m) = -9
"+ 9y =cosz, y'(0) =5, y(§
y—y:l,y(O):l y(1)=0

~—~ o~
—_— O N D

h

)y —y=1,40)=1,4y1)=0

G) ' +y=a*+1,y(0) =2, y(5) =-1

(k) y" +4y =8z, y(0) =0, y(r) +y'(7) =0
Resitev:

(a) Splosna resitev je enaka y(x) = C cos 2z + Cysin2z. Ce upostevamo robna pogoja, dobimo
resitev y(z) = —2cos 2z + 10 sin 2z.

(b) Splosna resitev je enaka y(z) = Cj cos 2z + Cysin2x. Ce upostevamo robna pogoja, dobimo
samo C7] = —2. Resitev robnega problema je torej neskon¢no

y(z) = —2cos 2z + Cysin2x, Cy € R.
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(¢) Splosna resitev je enaka y(z) = Cq cos 2z + Co sin 2x. Iz prvega robnega pogoja sledi C; = —2,
iz drugega pa C7 = 3. To pa pomeni, da robni problem nima regitve.

(d) Splosna resitev je enaka y(x) = C cos (\/?:x) + (5 sin (\/gzn) Ce upostevamo robna pogoja,
dobimo resitev y(x) = 7 cos (\/gx) — 7cot (2\/37?) sin (\/gzc)

(e) Splosna resitev je enaka y(z) = C4 cos (\/gx) + Cssin (ﬁm) Ce upostevamo robna pogoja,
dobimo resitev y(z) = 0.

(f) Splosna resitev je enaka y(x) = Ci cos 5z + Cosinbzx. 1z prvega robnega pogoja sledi Cy = g,
iz drugega pa Cy = %. To pa pomeni, da robni problem nima resitve.

(g) Resitev prirejene homogene enacbe je yg () = Cq cos 3x + Cy sin 3z. Nastavek za partikularno
resitev je yp = Acosx + Bsinz. Splosna resitev je enaka y(x) = Cy cos 3z + Co sin 3z + é. Ce
upostevamo robna pogoja, dobimo samo Cy = g Resitev robnega problema je torej neskonéno
y(z) = Cycos3z + 2sin3z + 4 cosz, C; € R.

(h) Resitev prirejene homogene enacbe je yy(z) = C1 + Cae”. Nastavek za partikularno resitev
je yp = Ax. Splosna resitev je enaka y(z) = C; + Cae® — z. Ce upoStevamo robna pogoja,
dobimo y(z) =1 — x.

(i) Resitev prirejene homogene enacbe je yg(x) = C1 + Cae”. Nastavek za partikularno resitev
je yp = Axz. Splodna resitev je enaka y(z) = C; + Coe® — x. Iz prvega robnega pogoja sledi
Cy = 2, iz drugega pa Cy = % To pa pomeni, da robni problem nima resitve.

(j) Resitev prirejene homogene enacbe je yg(z) = C1cosx + Cosinx. Nastavek za partikularno

resitev je yp = Ax? + Bz + C. Splosna resitev je enaka y(x) = Cicosz + Cosinz + 22 — 1.

Ce upostevamo robna pogoja, dobimo resitev y(z) =2% — 1+ 3cosz — iﬂj sinz.

(k) Resitev prirejene homogene enacbe je yy(z) = C1 cos 2z + Cy sin 2x. Nastavek za partikularno
resitev je yp = Az + B. Splosna resitev je enaka y(z) = Cjcos2z + Cysin2x + 2z. Ce
upostevamo robna pogoja, dobimo resitev y(z) = 2x — (1 + m) sin 2.

2. Poisci lastne vrednosti in lastne funkcije robnega problema
y'(x) =0, y(0)=y(2r) =0.
7 njihovo uporabo resi robna problema:
(a) ¢y’ =sin2z, y(0) =y(27) =0
(b) y” =2sinz + 3sin bz, y(0) = y(27) =0

Resitev: Iscemo resitve enacbe y} = Ayy. Pripadajoci karakteristicni polinom je potem 2=\ ki
ima nicli p12 = ++v/\. Lo¢imo 3 primere:

e )\ = 0: Ker imamo dvojno niclo karakteristicnega polinoma 12 = 0, je splosna resitev oblike
ya(x) = Cy + Cox. Ce upostevamo robna pogoja:

0= y/\((]) == 017
0= y,\(27r) = C1 + Cy2m,

dobimo samo nicelno resitev yy(z) = 0.
e )\ > 0: Karakteristi¢ni polinom ima dve razliéni realni nicli p1 2 = ++/\, zato je splosna resitev
oblike yy(z) = C1eV M 4 Che= VA7 (e upostevamo robna pogoja:

0=yx(0) = C1 + Cy,
0=y\(2m) = Cleﬁ% + C’ge_ﬁ”,

dobimo, ker je eksponentna funkcija injektivna, samo nicelno resitev yy(z) = 0.
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e )\ < 0: Karakteristiéni polinom ima dve konjugirano kompleksni nicli p12 = +iv/ =X\, zato je
splosna resitev oblike

ya(x) = Cy cos (\/ —)\x) + Cosin (\/ —A:U) .
Iz robnega pogoja yx(0) = 0, sledi C; = 0. Ce uporabimo $e robni pogoj yx(27) = 0, dobimo,

da mora biti
Cy sin (\/—A??T) —0.

Ce je Cy = 0, potem dobimo nicelno resitev yy(x) = 0. Enacbhi sin (V=X2m) = 0 pa je

zadosceno le, ¢e je vV —A\p2m = km, k € N. Lastne funkcije in pripadajoce lastne funkcije so
2

torej A\, = —%, Yx, () = sin %I, k€ N.

Resitvi robnih problemov:

(a) Ker je desna stran enacbe f(x) = sin2x lastna funkcija y,(z), je resitev robnega problema
enaka y(x) = )%4%4 = —1sin2z.

(b) Ker je desna stran enacbe f(x) = 2sinz + 3sinbz = 2yy,(x) + 3yx,,(2), je resitev robnega

problema enaka y(z) = )\%y& + ,\%yho = —2sinx — % sin 5.

. Poiséi lastne vrednosti in lastne funkcije robnega problema
VZi _ / ! _
y () =0, ¢ (0)=y(2m)=0.

7 njihovo uporabo resi robna problema:

(a) " =3cosz, y(0) =y'(2mr) =0

(b) y" =2cosdx + 4cosbzx, y'(0) =y (2r) =0
Resitev: Iscemo resitve enacbe y§ = Ayy. Pripadajoci karakteristi¢ni polinom je potem pu? =\ ki
ima nicli p12 = ++v/\. Lo¢imo 3 primere:

e )\ = 0: Ker imamo dvojno niclo karakteristicnega polinoma 12 = 0, je splosna resitev oblike
yr(x) = Cy 4+ Cyz. Ce upostevamo robna pogoja, dobimo, da je Cy = 0 in C poljuben. Pri
lastni vrednosti A\g = 0 lahko za lastno funkcijo vzamemo yy,(z) = 1.

e )\ > 0: Ce v splodni resitvi yy(z) = CreVe 4 Che= Ve upostevamo robna pogoja, dobimo samo
nicelno resitev yy(z) = 0.

e )\ < 0: Splosna resitev je oblike
ya(z) = Cy cos (V—Az) + Casin (V—Az).

Potem je

y\(z) = —V/=XCsin (\/jm) + V=\C5 cos (\/jar)

Iz robnega pogoja y(0) = 0 sledi, da je Cy = 0. Ce upostevamo Se robni pogoj ¥4 (27) = 0,

dobimo enacbo
—V=ACysin (V—A27) = 0.

Ker A # 0, je bodisi C7; = 0 ali pa sin (\/—)\27'(') = 0. Ceje C; = 0, potem dobimo ni¢elno
resitev yy(x) = 0. Enacba sin (\/—)\27r) = 0 pa ima resitve v—\;2m = km, k € N. To pomeni,

da so lastne vrednosti in pripadajoce lastne funkcije A\ = —%, Yx, () = cos %”, ke N.

Vse lastne vrednosti in lastne funkcije so torej A\ = —%2, Yz, (z) = cos %"”, k e NU{0}.

Resitvi robnih problemov:
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(a) Ker je desna stran enacbe f(z) = 3cosz = 3y, (), je y(z) = )\%yh = —3 cos x resitev robnega
problema. Ker pa je vsaka konstanta tudi reSitev prirejenega homogenega robnega problema,
so resitve robnega problema oblike y(z) = C — 3cosz, C € R.

(b) Ker je desna stran enacbe f(x) = 2cos4x + 4cos bz = 2y, (x) + 4yr,, (2), je

4

2 1 4
y(z) = )\—Sy/\g + )\Toy/\m = —gcos dx — o5 €08 Sx

reSitev robnega problema. Ker pa je vsaka konstanta tudi reSitev prirejenega homogenega

robnega problema, so reSitve robnega problema oblike

1 4
ylx) =C — gcos4x— %005533, C eR.

4. Poisci lastne vrednosti in lastne funkcije robnega problema
y'(x) =0, y(0)=y(1),y(0)=y'(1).
7 njihovo uporabo resi robni problem
y'(z) = sin(2mz), y(0) =y(1),y'(0) =y'(1).
Resitev: Is¢emo resitve enacbe y§ = Ayy. Pripadajoci karakteristi¢ni polinom je potem p? =\ ki
ima nicli p12 = ++v/\. Lo¢imo 3 primere:

e )\ = 0: Ker imamo dvojno niclo karakteristi¢cnega polinoma 12 = 0, je splosna resitev oblike
ya(x) = Cy 4+ Cyz. Ce upostevamo robna pogoja, dobimo, da je Cy = 0 in Cy poljuben. Pri
lastni vrednosti A9 = 0 lahko za lastno funkcijo vzamemo y,(x) = 1.

e )\ > 0: Ce v splosni resitvi ya(x) = C’leﬁx—l—Cge*ﬁx upostevamo robna pogoja, dobimo samo
nicelno resitev yy(z) = 0.

e )\ < 0: Splosna resitev je oblike
ya(z) = C1cos (V—Az) + Cysin(v—Az).

Potem je

y\(z) = =V —=ACysin (V=Az) + V—=ACy cos (V—Az).
Ce zapisemo robna pogoja in drugega delimo s v/—X, dobimo:
C1 = (4 cos (\/ —)\) + Cysin (\/ —/\),
Cy = —(Cisin (\/—/\) + C5 cos (\/ —)\).

— Ce je C1 = C5 = 0, dobimo samo nicelno resitev.
— Ceje C; =01in Cy # 0, se pogoja poenostavita v

0 = Cysin (\/—7)\),
Cy = C5 cos (\/—7/\)

Ker Cy # 0, je to res le, ¢e je v—A = 2kw, k € N. Lastne vrednosti in pripadajoce lastne
funkcije so potem A\, = —4k>72, y}\k (x) = sin(2knz), k € N.
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— Ce C1 #0in Cy = 0, se pogoja poenostavita v

C1 = (4 cos (\/—7)\),
0 = —C] cos (\/—7)\)

Ker C; # 0, je to res le, ¢e je vV—\ = 2km, k € N. Lastne vrednosti in pripadajoce lastne
funkcije so potem A\, = —4k>72, y?\k (x) = cos(2knz), k € N.

— Ce C} # 0 in Cy # 0, lahko pogoja pomnozimo s C1 oz. Cs in seStejemo. 1z dobljene
enakosti C7 4+ C3 = (Cf + C3) cos (vV/—X) sledi, da mora veljati cos (vV/—A) = 1. Potem
pa iz prvega pogoja sledi, da mora veljati tudi sin(v/—A) = 0. Obema enachama je
zadoséeno le, ¢e je v/—\ = 2km, k € N. Lastne vrednosti in pripadajoée lastne funkcije so
potem \g = 0, yo(z) = 1, A\, = —4k>72, y}\k (z) = sin(2kmx), y?\k (x) = cos(2kmz), k € N.

Resitev robnega problema:

Ker je desna stran enacbe f(z) = sin(2mz) = y3 (x), je y(z) = %y}\l = — Ly sin(27z) resitev
robnega problema. Ker pa je konstanta resitev prirejenega robnega problema y”(z) = 0, so resitve
robnega problema oblike C' — .13 sin(27z), C € R.

5. Poiséi lastne vrednosti in lastne funkcije robnega problema

Resitev: Iscemo resitve enacbe y) = Ayy. Pripadajoci karakteristi¢ni polinom je potem u? =\ ki
ima nicli p12 = +v/\. Lo¢imo 3 primere:

e )\ = 0: Ker imamo dvojno niclo karakteristicnega polinoma j1 2 = 0, je splosna resitev oblike
ya(z) = C1 + Cozx. Ce upostevamo robna pogoja, dobimo, dobimo samo ni¢elno resitev
ya(x) = 0.

e A > 0: Ce v splosni resitvi yy(z) = C’le\[\x—FCge_ﬁ‘” upostevamo robna pogoja, dobimo samo
nicelno resitev yy(z) = 0.

e )\ < 0: Splosna resitev je oblike
ya(z) = Cy cos (\/—)\x) + Cysin (\/—)\x).

Iz robnega pogoja ¥4 (0) = 0 sledi, da je Cy = 0. Ce upostevamo e robni pogoj yx(m) = 0,
dobimo enacbo C' cos (\/—)\7'(') = 0. Ceje C; = 0, potem dobimo ni¢elno resitev yy(z) =
0. Enacba cos (\/—)\W) = 0 pa ima reSitve vV —Ar = Lfﬂ, k € N. Lastne vrednosti in

(%;1)2 in yy, (z) = cos Lk?)x, k € N.

pripadajoce lastne funkcije so A\ = —
6. Poiséi lastne vrednosti in lastne funkcije robnega problema
y"(z) +2y/(x) =0, y(0)=y(r)=0.
Resitev: Iscemo resitve enacbe y) + 2y), = Ayx. Pripadajoci karakteristiéni polinom je potem
p? 4 2u = A, ki ima niéli g2 = —1 £+/1 + A. Lo¢imo 3 primere:

e A= —1: Ker imamo dvojno niclo karakteristicnega polinoma 12 = —1, je splosna resitev
oblike yy(z) = Cre™ + Caze™™. Ce upostevamo robna pogoja, dobimo samo nicelno resitev.

e A > —1: Ce v splogni resitvi yy(x) = Cre("1HVITNz L Che(-1-VI+NZ ypostevamo robna po-
goja, dobimo samo nicelno resitev yy(z) = 0.
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e )\ < —1: Splosna resitev je oblike

ya(x) = Cre " cos (\/ —(1+ )x):L”) + Cye ¥ sin (\/ —(1+ )\)x)
Iz robnega pogoja yx(0) = 0 sledi, da je C; = 0. Ce upostevamo Se robni pogoj ya(m) =0,
dobimo enacbo Ce™™ sin (x/—(l + A)w) = 0. Ce je Cy = 0, potem dobimo nicelno resitev
ya(xz) = 0. Enacba sin (x/—(l + )\)7’() = 0 pa ima resitve /—(1 + \)m = km, k € N. Lastne

vrednosti in pripadajoce lastne funkcije so A, = —(1 + k?) in y), (z) = e Tsinkz, k € N.

7. Poiséi lastne vrednosti in lastne funkcije robnega problema
y"(x) —4y/(x) =0, y(0) =y(1) = 0.

Resitev: Iscemo resitve enacbe y¥ — 4y), = Ayy. Pripadajoci karakteristi¢ni polinom je potem
p? —4p = A, ki ima niéli g2 = 24+ v/4 + A. Loéimo 3 primere:

e )\ = —4: Ker imamo dvojno niclo karakteristicnega polinoma (112 = 2, je splosna resitev oblike
yx(x) = C1€2* + Coze®®. Ce upostevamo robna pogoja, dobimo samo nicelno resitev.

e A > —4: Ce v splosni resitvi yy(z) = C1ePHVATNT 1 0he(2=VA+HNZ ypostevamo robna pogoja,
dobimo samo nicelno resitev yy(x) = 0.

e )\ < —4: Splosna resitev je oblike

yx(2) = Cre* cos (v/— (4 + N)z) + Cae** sin (v/— (4 + N)z).

Iz robnega pogoja yx(0) = 0 sledi, da je C; = 0. Ce upostevamo Se robni pogoj yx(1) = 0,
dobimo enacbo Cye? sin( —(4—}—)\)) = 0. Ce je Cy = 0, potem dobimo nic¢elno resitev
ya(z) = 0. Enatba sin (\/—(4+ X)) = 0 ima reitve \/—(4+A) = kr, k € N. Lastne
vrednosti in pripadajoce lastne funkcije so Ay, = —(4 + k%7?) in yy, (7) = e**sinknz, k € N.
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1.4 Fourierove vrste

e Naj bo funkcija f : R — R integrabilna na intervalu [a, ] in periodi¢na s periodo b — a. Potem je
njena Fourierova vrsta enaka

= 2 2
F(x) = % +n§:1 <ancos <bTiTZ;> + by sin (bnjz)) ,
kjer so koeficienti a,, in b,, enaki
2 / 2
nmwr
ap, = b—a/f(:C)COS(b—a) dz

b
2 . 2nmx
by, = ba/f(x)&n(ba) dzx.

e Ce ima f v tocki x levi in desni odvod, potem je Fourierova vrsta konvergentna v x in velja:

f-(x) + [ ()
5 ;

F(x) =

kjer f_(x) oz. fi(z) oznacujeta levo oz. desno limito v tocki x.
1. Doloé¢i Fourierovo vrsto F'(z) funkcije
0, 7<z<0
ﬂ@_{L 0<z<m

f(z+27) = f(z), x € R. Narisi grafa funkcij f(x) in F(z) na intervalu (-3, 37).

Resitev:
Yy
f(x)
_ 1+ _
— T
—3m -2 - T 21 3
14
Y
F(x)
— 14— —
T
-3 -2 —T ™ 2T 3T
1]

Izracunajmo koeficiente Fourierove vrste:
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1 i ™
n /f cos(nx) /cos(nac) dx = sin(nz) =0,
™m |
0
1 T
br, /f sin(nx) /sm(mc) dr = —M
™ ™ 0
0

™m nm 2 -njelih

1 —cos(nm) 1—(=1)" {0 ;1 je sod

Resitev je

F(x) :;+72TZ(2nl_1)sin ((2n —1)z).

n=1

. Funkcijo

f(@:{ -1, —7m<x<0 ’

1, 0<z<nm

f(z +27m) = f(x), € R, razvij v Fourierovo vrsto F(z). Narisi grafa funkcij f(z) in F(z) na

intervalu (—3m, 3m).

o0
. . . . (=1)n—1t
7 dobljenim rezultatom izracunaj vsoto vrste Zl -
n—=
Resitev:
Yy
f(x)
_ 1+ _
, x
-3 —27 —T T 27 3
_— —1 _
Y
F(z)
— 1 40— —
—37 —2m -7 T 27 3T
— ——1 —

Izracunajmo koeficiente Fourierove vrste:

a, = 0, ker je f(x) liha funkcija,

2 2 T
by, /f sin(nx) /sm(naz) dx = _2cos(nz)

™
0
0

_ 2(1 — cos(nm)) _ 2(1—(=1)") _ {0 ;1 je sod .

™ nm 4 .qje lih
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Restev je
[o.¢]

4 1
F(x) = = g T sin ((2n — 1)z).
n=1
~ oS 1 n—1
Ce v Fourierovo vrsto vstavimo x = § in upostevamo, da je F'(§) = 1, dobimo 21 (72”)71 =T
n—=

3. Funkcijo f(z) = |z|, x € [—m, 7], razvij v Fourierjevo vrsto F(z). Narisi funkcije F'(x) na intervalu
(—3m,3n).
oo

Z dobljenim rezultatom izrac¢unaj vsoto vrste » m
n=1

Resitev:
Yy
F
i (@)
x
—37 —27 -7 m 27 3T
Izracunajmo koeficiente Fourierove vrste:
1/ 2 | 2
ag = /f(x)dq::/mdx:x =,
™ ™ T o
-7 0
1 2 . . ..
a, = — [ f(z)cos(nx)dx = — [ xcos(nz)dr ... uporabimo integracijo per partes
™ ™
-7 0
o (wsin(nz)|[” 1 [
= 2] - singea) do
T n g n
0
2 T 2 0 ;n je sod
= ——cos(nz)] = —((-1)"—-1) = ’
™n? (nz) o mn? (1) ) {—n;lﬂ :n je lih

b, = 0, ker je f(x) soda funkcija.

Potem je
7

F(z) = 5 iZ(Qnil)?COS ((2n —1)z).

n=1

o oo
Ce v Fourierovo vrsto vstavimo xz = 0 in upostevamo, da je F'(0) = 0, dobimo ) ﬁ =
n=1

4. Funkcijo
flz) =

f(z 4+ 27) = f(z), x € R, razvij v Fourierovo vrsto F(z). Narisi grafa funkcij f(z) in F(x) na
intervalu (—3m, 3m).

0, —rT<z<0
sinz, 0<<z<mw '’
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Resitev:

Y
f(z) = F(z)
/\ 1 /\
—37 —27 - ‘ m 27 3r
Pri ra¢unanju Fourierovih koeficientov si bomo pomagali s formulama:

: 1/, . . o 1
sinzcosy = §<sm(x +y) + sin(z — y)) in sinzsiny = —§(cos(sc +y) — cos(x — y))

™
2
apy = /f /sma:da;——cos$ = —,
T |g 7
™
1 1 in?x|”
a; = /f(a:)cosxda:: /sina:cosa:da;: el =0,
s s 27 |,
1 1 :
Up(n>1) = f ) cos(nx) sin x cos(nx) =5 (sin(z + nz) + sin(z — nz))dz
0 0

s

o 1+n 1—n

_ 1 ( cos((l+n)z) cos((1—n)z)
< )

0

_ 1 feos(+n)m) =1 cos((l—n)m)—1
( )

S or n+1 n—1

27
_ 1 /(= -1 (=1t - 1> o ;1 je lih
N 27 n+1 n—1 N —m ;1 je sod ’

T

17 1 [ 1 1 in(22)\ | 1
by = — /f(x)sina:da: = /siandaj = /(1 —cos(2z))dz = — |z — sin(2z) = -,
s m 27 27 2 0 2
- 0 0
1 17
ba(n>1) = /f — /Slnxsm nx)dx = o (cos (1 +n)z) —cos ((1— n)x)) dx
o 7r
0 0
B 1 (sin((1+ )ac) sin (1 —n)z) \ |7 0
T or 1+n 1-n o
Potem je
1 sinz 2= 1
F(z) = - + 5 - Z 1 cos(2nz).

5. Doloéci Fourierovo vrsto F'(x) funkcije



f(z+2) = f(x). Narisi grafa funkcij f(z) in F(x) na intervalu (—4,4).

. uporabimo integracijo per partes

. uporabimo integracijo per partes

Resitev:
y f(x)
— —1 >
x : f % % x % T
—4 -3 -2 —1 1 2 3 4
y F(z)
— —rl S
[ ] [ ] [ ]
! % x % % x % — T
—4 -3 -2 —1 1 2 3 4
Izracunajmo koeficiente Fourierove vrste:
1 0 1
2213
ag = fl@)de= [de+ [ zde=1+—| =,
2|, 2
“1 “1 0
1 0 1
an, = /f(x) cos(nmz) dx = /cos(mm) dx + | xcos(nmx)dx
1 -1 0
sin(nrz) | zsin(nrz) |t 1 /
— - — /sin(mrm) dx
nto|_ nm o ")
1 1 1 n 0 ;1 je sod
= _ = — — 1 =
m2n?2 cos(nmz) m2n?2 ((=1) ) {—222 :n je lih
n=m
1 0 1
b, = /f(x) sin(nrz) dx = /sin(mrx) d:):—l—/:csin(mm) dx
1 “1 0
cos(nrz)|° zeos(nmz) |t 1 /
= ——— ———— + /cos(mm) dx
S nm o nm
0
_ —l4cos(—nm) cos(nm)  sin(nrz
N nmw nmw n2m?
_ —l4cos(—nm)—cos(nm) 1
B nw - onm
Potem je
301« 2 1
F(z) = 1 Z [(271—1)277 cos ((2n — 1)) + - sin(nmz)

1

n—
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6. Funkcijo f(z) = cosz, z € [~F, 5], razvij v Fourierovo vrsto F(z). Z dobljenim rezultatom

(o)
izracunaj vsoto vrste »_ m
n=1

Resitev:

+ + ‘ + + T
—27 —T T 2m
Pri ra¢unanju Fourierovih koeficientov si bomo pomagali s formulo
1
COS T COSY = §<cos(x +y) + cos(xz — y)>

Izracunajmo koeficiente Fourierove vrste:

2 | N
ag = — [ flz)dz= coszdr = —sinz| = —,
T ™ o
-z 0
5 3 5 3
an, = - / f(x) cos(2nz) de = — / cos z cos(2nx) dx
T T
-3 -3
2 us
T 2
4 4 1
= — [ cosxzcos(2nz)dr = — B cos(z + 2nz) + cos(x — 2nz) | dx
7T 7r
0 0
o sin ((2n + 1)z) 2 sin ((1-2n)z) 2 2/ (=1 N (=t 4(-1)"
2 2n+1 |, 1-2n  |,) =w\2n+1 2n—-1)  7w(4n?-1)
b, = 0, ker je cosz soda funkcija.
Potem je

Pla) = 2= 23 fa s eos(2ne)

cos
7r 4n? — 1
=1
Ce v Fourierovo vrsto vstavimo z = Z in upostevamo, da je F/(3) = 0, dobimo Z m

7. Funkcijo f(z) =z — %, z € (0,7), razvij v Fourierovo vrsto F'(z)

(a) po samih sinusih

(b) po samih cosinusih
Resitev:

(a) Ce zelimo funkcijo razviti po samih sinusih, jo liho nadaljujemo na interval (—,0).
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Y

ARy

S,

v

Ker je funkcija liha, so a, = 0.

A

Izra¢unajmo Se koeficiente b,, Fourierove vrste:

™

K
2 2
b, = — /f(a:) sin(nz) dr = / (m - g) sin(nz) dzx . uporabimo integracijo per partes
Y T
0 0
™ 1 =
= — (:L’— E) <_cos(nw)> /cos(nm) dx
2 n 0o N
0
2 ( wcos(nmw) w 1 T
i (‘zn ~ g T sinne) O)
_cos(nm)+1  (=D"+1 ]O ;n je lih
n n —2 nijesod’
Potem je
1
F(x)=— —sin(2nx).
(x) nz:l - sin(2nx)

(b) Ce zelimo funkcijo razviti po samih cosinusih, jo sodo nadaljujemo na interval (-, 0).
Y

F(x)

us
2

—3r —27

_7r>\

2

Ker je funkcija soda, so b, = 0.

™

@ = ijf(x)dx:i!(x
an, = i/ﬂf(x)cos(rm)dx:
0

2 3T

Izracunajmo Se koeficiente a,, Fourierove vrste:

(2-%)

™
2 s . . ..
— (x — 5) cos(nx)dx ... uporabimo integracijo per partes
7r

0

™
=0,
0

33‘2 T

SR
) dx 2 2

2

) . 17 2 "
_ < (1‘ _ E) sln(nl‘) - / Sin(nx) d:L‘ = — COS(TLI')
- 5 n |, n ™ 0
0
5 9 0 ;1 je sod
—— 1) =_5(=1)"-1)=
— (cos(nm) — 1) i ((=1) ) {_n;“ﬂ ;1 je lih



8.

9.

Torej je

Funkcijo f(z) = z(m — x), x

nim rezultatom izra¢unaj vsoto vrste

4

-4y ot

n:l

nfl

1
n?"
n=1

5 COS ((2n —1)z).

€ (0,m), razvij v Fourierovo vrsto F'(x) po samih kosinusih. Z doblje-
o0

Resitev: Ce zelimo funkcijo razviti po samih kosinusih, jo sodo nadaljujemo na interval (=, 0).

Y

%l
7}

—2m -7

™ 2T

T

Ker je funkcija soda, so b, = 0. Izracunajmo Se koeficiente a,, Fourierove vrste:

s ™
2 2 2 2 3N\ |7 2
ag = W/f(x)dx—ﬁ/x(w—x)dx—ﬂ(?—g) ) :%
0 0
2 [ 2 [
an, = - / f(z)cos(nz) de = — /a:(ﬂ — x) cos(nz) dx . uporabimo integracijo per partes
T ™
0 0
2 — ) s o1
= - z(r — z)sin(nz) - = /(77 — 2x) sin(nz) dx . uporabimo integracijo per partes
7r n g n
0
™
_ 2 (m —2z) cos(nz) |" 2/cos(nw) dr | = 2 (w(cos(mr) +1) B 2sin(2nx) 7r>
nm -n 0 / nm n n 0
~ 2(cos(nm)+1)  2((-D™+1) o n je lih
n? n? —% n je sod
Torej je
:L‘ = — nﬂ?
6 n?
n=1
Ce v Fourierovo vrsto vstavimo x = 0 in upostevamo, da je F'(0) = 0, dobimo Z = ?2

(b) Funkcijo f(z) =sinz, z € (0,7), razvij v Fourierovo vrsto F(z) po samih kosinusih.
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¢) Z uporabo Fourierove vrste F'(x) resi robni problem
()

y"(x) + 3y(z) = sinx, ¥ (0) =19'(7) =0.
Resitev:

(a) Iscemo resitve enacbe yy + 3yn = Ayy. Pripadajoci karakteristiéni polinom je potem p?+(3—
A) =0, ki ima nicli pu12 = £+ A — 3. Lo¢imo 3 primere:

e )\ =3: Ker imamo dvojno niclo karakteristicnega polinoma p12 = 0, je sploSna resitev
oblike yy(z) = Cy 4+ Cyz. Ce upostevamo robna pogoja, dobimo, da je Cy = 0 in C}
poljuben. Pri lastni vrednosti A9 = 3 lahko za lastno funkcijo vzamemo yy,(z) = 1.

e A\ >3: Ce v splodni resitvi yy(z) = C1eV2=32 4 Che=VA=3% ypostevamo robna pogoja,
dobimo samo nicelno resitev yy(x) = 0.

e )\ < 3: Splosna resitev je oblike y)(z) = Ci cos (V3= Az) + Casin (V3 — Az). Iz robnega
pogoja ¥4 (0) = 0 sledi, da je Co = 0. Ce upostevamo Se robni pogoj ¥4 (m) = 0, dobimo
enacbo —v/3 — \C'; sin (\/3 — )\’7‘(’) = 0. Ker A # 3, je bodisi C; = 0 ali pa sin(v/3 — Aw) =
0. Ce je C; = 0, potem dobimo nicelno resitev y,(z) = 0. Enacba sin (v3 —Ar) = 0
pa ima reSitve /3 — Am = km, kK € N. Lastne vrednosti in pripadajoce lastne funkcije so
Me =3 — k%, yy, (z) = cos(kz), k € N.

Zapisimo Se vse lastne vrednosti in lastne funkcije z enim predpisom: A\, = 3 — k2 in Yx () =
coskz, k € NU{0}.

(b) Ce zelimo funkcijo razviti po samih kosinusih, jo sodo nadaljujemo na interval (—, 0).

/\W

—97 - [ ™ 2w

Ker je funkcija soda, so b, = 0. Pri racunanju Fourierovih koeficientov a, si bomo pomagali
s formulo: sinz cosy = 3 (sin(z + y) + sin(z — y)).

1] 2 | 2cosz |t 2
ag = /f(:n)da::/sinxd:n:— el =—,
T T T |y ™
—T 0
1] > [ sin? x|
ap = — | f(z)cosxdr=— [ sinxcosxdx = =0,
T T T o
- 0
- 2 [ LT |
Unn>1) = f(x) cos(nz) dx = - sin z cos(nx) der = = (sin(x + nz) + sin(z — nx))dz
- 0 0
1/ cos((I+n)x)  cos((L—n)z)\|"
oo 14+n 1—n 0
_ 1fcos((I+n)m) =1 cos((l—n)m)—1
N s n+1 n—1
1 ((—1)“+1 -1 (=1t 1) _Jo ;1 je lih
o n+1 n—1 N ﬁ :n je lih
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Potem je

Fzr) =

(c¢) Ker je

sinx =

je

+ 4§: ! (2n)
24 = —cos(2nzx).
T 7rn:1174n2

1

2+4§: (2nz)
2= ————cos(2nz),
T 7Tn:11—4n2

> 1

4
= _— 2
+ - E:I A= i, cos(2nz)

4o 1
v 1(1—4712)(3—4?12)

cos(2nz).
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1.5 Parcialne diferencialne enacbe
1.5.1 Posebne enacbe, nove spremenljivke

1. Poisci resitev parcialne diferencialne enacbe g, + u, = 0 in naredi preizkus.

Resitev: Naj bo v = u,. Potem se parcialna diferencialna enacba prepise v v; +v = 0, ki ima
resitev v = f(y)e™*, kjer je f poljubna odvedljiva funkcija. Iz u, = f(y)e™" sledi

u(z,y) =e " / fy)dy =e"(q(y) + g9(z)) = q(y)e™" + g(x)e™" = q(y)e™ " + p(z),

kjer sta ¢ in p odvedljivi funkciji.
2. Pokazi, da je u = F(zy) + = G (%) splosna resitev parcialne diferencialne enacbe
x2um — y2uyy =0
za poljubni funkciji F' in G, ki sta dvakrat odvedljivi.
Resitev: Izracunamo parcialne odvode
uz = Fllay)y+G(;)+
U = F'(ay)y’ + 565
u, = Fllay)z — 5G/(2),
uy = F'(zy)a? + 5 G(2) + LG6"(),

56

)+ G (),

in vstavimo v parcialno diferencialno enacbo.
3. Poisci funkcijo u = u(x,y), ki zadosta enacbam
_ 2 _ .3
Uy =307y +y, uy=x"+2x

in u(0,0) = 0.

Resitev: Iz prve enacbe sledi, da je u(x,y) = 23y + 2y + ¢(y). Iz druge enacbe sledi, da je
u(z,y) = 23y + 2y + ¥(z). Torej je u(x,y) = x3y + zy + C. Ce upostevamo Se zacetni pogoj,
dobimo C' = 0 in u(x,y) = 23y + zy.

4. Zapisi enacbo
Ugg + 2Uzy + Uyy =0
v koordinatah s = x in t = x — y. Pois¢i splosno resitev in naredi preizkus.

Resitev: Oznacimo v(s,t) = u(z,y) in odvajamo:

Uy = Vst Uty

Uy = U,
Ugy = Uss+ 205 + Vg,
Uy = —Ust — Utt,
uyy = Ut.

Vstavimo odvode v diferencialno ena¢bo in dobimo vss = 0.

Ce enacbo v, = 0 integriramo po s, dobimo v, = f (t). Ce dobljeno enacbo $e enkrat integriramo
po s, dobimo v = sf(t) + g(t). Ce upostevamo, da je s = z in t = = — y, dobimo u(z,y) =
xf(x —y) + g(x —y), kjer sta f in g poljubni dvakrat ovedljivi funkciji.
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5. Zapisi enacbo
TUy — YUy = 222
v koordinatah s = zy in t = % Pois¢i njeno splosno resitev ter naredi preizkus.

Resitev: Oznacimo v(s,t) = u(z,y) in odvajamo:

_ 1
Uy = yvs+ Sy,

— X
Uy = TUs— 5.

Vstavimo odvode v diferencialno ena¢bo in dobimo v; = s.

Ce enacbo v; = s integriramo po ¢, dobimo v = st + f(s). Ce upostevamo, da je s = zy int = £

)
dobimo resitev u(z,y) = 22 + f(zy), kjer je f poljubna odvedljiva funkcija. !
6. Zapisi enacbo
Uz — SUzy = Yy
v koordinatah s = y in t = 3z 4 y. PoiS¢i njeno splosno resitev ter naredi preizkus.
Resitev: Oznacimo v(s,t) = u(z,y) in odvajamo:
Uy = 3y,
Upe = Vi,
Ugy = Vst + vy
Vstavimo odvode v diferencialno ena¢bo in dobimo vy = —s.
Ce enacbo vy, = —s integriramo po s, dobimo v; = —% + f(t). Ce dobljeno enacbo integriramo
se po t, dobimo v = —%t + g(t) + h(s). Ce upostevamo, da je s = y in t = 3z + ¥, dobimo

u(z,y) = —M + g(3z +y) + h(y), kjer sta g in h poljubni dvakrat ovedljivi funkeiji.
7. Zapisi enacbo
Ugy — gy + dtiyy =0
v koordinatah s = z in ¢t = 2o + y. Pois¢i njeno splosno resitev ter naredi preizkus.

Resitev: Oznac¢imo v(s,t) = u(x,y) in odvajamo.

Uy = Vs -+ 2v,
Uge = Uss T 4vst + 4oy,
Ugy = Vst + 24,

Uy = U,
uyy = U¢t.

Vstavimo odvode v diferencialno enacbo in dobimo vgs = 0.

Enacbo vgs = 0 integriramo po s in dobimo vs = f(t). Ce dobljeno enacbo e enkrat integriramo
po s, dobimo v = sf(t) + g(t). Ker je s = x in t = 2x + y, je resitev diferencialne enacbe enaka
u(z,y) =zf(2z +y) + g(2z + y), kjer sta f in g poljubni dvakrat odvedljivi funkciji.
8. Zapisi enacbo xu; + uy = % v koordinatah s = xe™¥ in t = x. PoiS¢i njeno splosno reSitev ter

naredi preizkus.
Resitev: Oznac¢imo v(s,t) = u(z,y) in odvajamo.

Uy = vse Y+

uy, = —ze Yus.
Vstavimo odvode v diferencialno ena¢bo in dobimo v; = t%
Ce enacbo vy = t% integriramo po t, dobimo v = —% + f(s). Ce upostevamo, da je s = ze ¥ in
t = z, dobimo resitev u(x,y) = —% + f(ze™Y), kjer je f poljubna odvedljiva funkcija.
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1.5.2 Metoda karakteristik
e Linearna parcialna difererencialna enacba je enacba oblike
CL({E,y)uI —|—b(:£,y)uy = CO(xay)u+Cl(x7y)' (9)

Parcialno diferencialno enacbo skupaj z zacetnim pogojem imenujemo zacetni problem ali Cau-
chyjeva naloga. Zacetni pogoj zapiSemo parametriéno

I = T(s) = (2o(s), yo(s) uo(s)), s € I = (a, ).

Sistem navadnih diferencialnih enac¢b 1. reda

zy(t) = a(z(t),y(1)),
ye(t) = b(((t), y(1),
ug(t) = co(x(t), y(t))u(t) + er(x(t), y(t))

imenujemo karakteristicne enacbe. Ta sistem nam doloca krivulje na ploskvi u(zx,t), ki jih
imenujemo karakteristi¢ne krivulje. Postavimo zacetno tocko na zacetno krivuljo

' z(0,s) =x0(s), y(0,s) =yo(s), u(0,s) =up(s).

Dobili smo parametrizacijo ploskve u = u(x,y) v R3: (2(t,s),y(t, s),u(t, s)), ki jo imenujemo inte-
gralska ploskev.

e Ce so koeficienti enacbe @D zvezno parcialno odvedljivi v okolici I' in velja

a b

Th=0 =)y (wo)s

= xt(oa S)ys(07 S) - yt(oa 8):BS(O, 8) 7& 0, (10)

ima zacCetni problem enoli¢no resitev v okolici zacetne krivulje I'.

e Pogoj imenujemo transverzalnostni pogoj. Geometrijsko pogoj zagotavlja, da se projekcija
zacetne krivulje I' na ravnino (z,y) in karakteristike sekajo netangencialno.

1. Resi naslednje linearne PDE z metodo karakteristik:

)
(b) xug + uy =1 z zacetnim pogojem u(zx,0) = g(x)
(c) xugy + (v + y)uy = 1 z zacetnim pogojem u(1,y) =y
(d) yus + uy = 2u z zacetnim pogojem u(x,0) = cosx
(e) xug + yu, = 2u z zacetnim pogojem u(x,1) =sinx
(f) zuy + yuy, = 4u z zacetnim pogojem u = 1 na krogu 22 +y*> =1
(8) —yus + Tuy = u z zafetnim pogojem u(z,0) = 22, x > 0
(h) —yu, + zu, = u z zacetnim pogojem u(zx,0) = e >0

Resitev:
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(a)

Enacbe karakteristicnih krivulj so x¢(¢,s) = 1, y(¢,s) = 1 in w(t, s) = 2. 1z zaetnega pogoja
dobimo zac¢etno krivuljo z(0, s) = s, y(0,2) = 0 in u(0,s) = g(s). Ker je

:_1#07

1 1
o]

10

je resitev enoli¢na v okolici zacetne krivulje.

Ko integriramo karakteristicne enacbe po t, dobimo z(t,s) =t + f1(s), y(¢, ) =t+ fa(s) in
u(t,s) = 2t + f3(s). Ce upostevamo Se zaCetne pogoje, dobimo x(t,s) =t + s, y(t,s) =t in
u(t,s) = 2t + g(s). Izrazimo s = z — y, t = y in dobimo u(x,y) = g(s) + 2t ( y) + 2y,

kjer je g odvedljiva funkcija.

Enacbe karakteristicnih krivulj so z;(¢, s) = x, y:(t,s) = 1 in u(t, s) = 1, parametriéni zacetni
pogoji pa z(0,s) = s, y(0,s) = 0 in u(0, s) = g(s). Ker je

s 1

je resitev enoli¢na v okolici zacetne krivulje.

Iz sistema karakteristi¢nih enacb dobimo z(t, s) = f1(s)el, y(t, s) = t+ fa(s). u(t, s) = t+f3(s).
Ce upostevamo se zacetne pogoje, dobimo x(t,s) = set, y(t,s) = t in w(t,s) =t + g(s). Ker
jet=yins=wze ' =xeY, je u(z,y) =y + glze™).

Enacbe karakteristicnih krivulj so z(t,s) = x, y(t,s) = x + y in w(t,s) = 1. Iz zacetnega
pogoja dobimo (0, s) =1, y(0,s) = s in u(0,s) = s. Ker je

1 1+s

je reSitev enoli¢na v okolici zacetne krivulje.

Ko prvo karakteristiéno enacbo integriramo po t, dobimo z(t,s) = fi(s)e?. Ce upostevamo se
zacetni pogoj x(0, s) = 1, dobimo z(t, s) = e!. Ko to upostevamo v drugi karakteristi¢ni enacbi,
dobimo linearno diferencialno enacbo y; = y + €', ki ima splosno resitev y(¢, s) = fa(s)e! + tel.
Ce upostevamo Se zacetni pogoj y(0,s) = s, dobimo fo(s) = s in y(s,t) = (s + t)e!. Ker
je ug(t,s) = 1, je u(t,s) =t + f3(s). Ce upostevamo Se zacetni pogoj, dobimo f3(s) = s in
u(s,t) =t +s.

Iz zveze y = (s + t)e! = ua sledi, da u(z,y) = L.

Enacbe karakteristi¢nih krivulj so z4(t, s) = y, y(t, s) = 1 in (¢, s) = 2u. 1z zacetnega pogoja
dobimo zacetno krivuljo x(0,s) = s, y(0,s) = 0 in u(0, s) = cos s. Ker je

0 1
J|t:o=‘1 0‘=—17A0,

je reSitev enoli¢na v okolici zacetne krivulje.

Ko integriramo drugo karakteristiéno enacbo po t, dobimo y(t,s) = t 4+ fi(s). Ce upostevamo
e zaCetni pogoj y(0,s) = fi(s) = 0, dobimo y(t,s) = t. Ko v prvi karakteristi¢ni enacbi
upostevamo, da je y(t,s) = t, dobimo z integriranjem z(t,s) = % + fa(s). Ce upostevamo
Se zacetni pogoj x(0,x) = fa(s) = s, dobimo z(t,s) = t2 + s. Ker je w(t,s) = 2u, je

u(t,s) = f3(s)e?’. Iz zacetnega pogoja sledi u(0,s) = fg(s) = coss. Torej u(t,s) = cos sth
Ker je t = y, lahko zapiSemo s = z — % =x— % Resitev je potem u(z,y) = €Y cos (a: — %)
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(e)

Enacbe karakteristi¢nih krivulj so x4(¢, s) = x, y(t, s) = y in w(¢, s) = 2u. Iz zacetnega pogoja
dobimo z(0,s) = s, y(0,s) = 1 in u(0, s) = sins. Ker je

Ji=0 =

s 1
1 0“‘17&0’

je resitev enoli¢na v okolici zacetne krivulje.

Iz sistema karakteristicnih enacb dobimo wz(t,s) = fi(s)e!, y(t,s) = fo(s)e! in u(t,s) =

f3(s)e?. Ce upostevamo Se zacetne pogoje, dobimo z(t,s) = sel, y(t,s) = e’ in u(t,s) =
X

sin se?!. Ker je s = 4 in el =y, je resitev u(w,y) = y?sin ot

Enac¢be karakteristicnih krivulj so x4(t,s) = z, y(t,s) = y in w(t,s) = 4u. Ker je zacetna

krivulja kroznica s polmerom 1, je ena od moznih parametrizacij zacetne krivulje z(0,s) =
coss, y(0,s) =sins in u(0,s) = 1. Ker je

coss sins
—sins coss

J‘tZO = =1 7é 05

je resitev enoli¢na v okolici zacetne krivulje.

Iz sistema karakteristicnih enacb dobimo xz(t,s) = fi(s)e!, y(t,s) = fo(s)e! in u(t,s) =
f3(s)e*. Ce upostevamo e zacetne pogoje, dobimo z(t,s) = efcoss, y(t,s) = esins in
u(t,s) = et Iz zveze 22 + y? = €% sledi, da je u(z,y) = (22 + y?)%

Enacbe karakteristicnih krivulj so z.(t,s) = —y, y(t,s) = x in w(t,s) = u. Iz zacetnega
pogoja dobimo x(0, s) = s, y(0,s) = 0 in u(0, s) = 5. Ker je

0 s
10

J\tOZ’

in na zacetni krivulji s # 0, je reSitev enoli¢na v okolici zac¢etne krivulje.

Prvi dve karakteristi¢ni ena¢bi sta homogen sistem dveh linearnih diferencialnih enach. Sistem
reSimo tako, da ga preoblikujemo v diferencialno enacbo drugega reda xy +x = 0. Potem pa je
x(t,s) = f1(s)cost + fa(s)sint in y(t,s) = —x4(t,s) = fi(s)sint — fa(s) cost. Ce upostevamo
zacetna pogoja, dobimo fi(s) = sin fa(s) = 0. Torej x(t,s) = scostiny(t,s) = ssint. Ko tre-
tjo katakteristi¢no enacbo integriramo po ¢ in upostevamo zacetni pogoj, dobimo u(t, s) = s%el.
Ker je 22 4+ y? = s* in tant = ¥, je u(z,y) = (¢* + yQ)GaTCtan%.

Enacbe karakteristiénih krivulj so z.(t,s) = —y, y(t,s) = x in w(t,s) = u. Iz zacetnega
pogoja dobimo (0, s) = s, y(0,s) = 0 in u(0,s) = e~". Ker je
0 s
Jlt=0 = ‘1 ol = —S$

in na zacetni krivulji s # 0, je resitev enoli¢na v okolici zacetne krivulje.

Prvi dve karakteristi¢ni enacbi sta homogen sistem dveh linearnih diferencialnih ena¢b. Sistem
resimo tako, da ga preoblikujemo v diferencialno ena¢bo drugega reda x4 +x = 0. Potem pa je
x(t,s) = fi(s)cost + fa(s)sint in y(t, s) = —x4(t, s) = fi(s)sint — fa(s) cost. Ce upostevamo
zacetna pogoja, dobimo fi(s) = s in fa(s) = 0. Torej x(t,s) = scost in y(t,s) = ssint. Ko

tretjo katakteristi¢no enacbo integriramo po ¢ in upostevamo zacetni pogoj, dobimo u(t, s) =
=", Ker je x? + y2 = s2in tant = %’ je u(x,y) = earctangfx2—y2.
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1.5.3 Fourierova metoda locevanja spremenljivk

1. S Fourierovo metodo lo¢evanja spremenljivk poisci resitve oblike u(x,y) = X (2)Y (y) diferencialne
enache
Uy = Yy

in naredi preizkus.

Resitev: Ce zapisemo u(z,t) = X (2)Y(y) in ustrezne odvode vstavimo v diferencialno enacbo
Tuzy = yuy, dobimo enacbo zX'(2)Y (y) = yX(z)Y'(y) oziroma ”’?ES) = yﬁ@(ﬁ) Ker je leva stran
enacbe funkcija spremenjivke x, desna pa funkcija spremenjivke y, morata biti enaki konstanti,
ki jo oznac¢imo s C. Tako dobimo dve navadni diferencialni enacbi. Resitev diferencialne enacbe
X'(y) = Cl%(x) je oblike X (z) = Coz®1, C1,Cy € R. Resitev diferencialne enacbe Y'(y) = GY)

Y
je oblike Y (y) = C3y“1, C1,C5 € R. Potem pa lahko zapisemo

u(z,y) = oz O3y = A(zy)?, A,BeR.

2. S Fourierovo metodo lo¢evanja spremenljivk poiséi resitve oblike u(z,y) = X (z)Y (y) diferencialne
enacbe
Upy = U

in naredi preizkus.

Resitev: Ce zapisemo u(z,t) = X (2)Y(y) in ustrezne odvode vstavimo v diferencialno enacbo
Ugy = u, dobimo enacbo X'(z)Y'(y) = X(2)Y(y) oziroma );((;)) = ;’/((z;))_ Ker je leva stran
enacbe funkcija spremenjivke x, desna pa funkcija spremenjivke y, morata biti enaki konstanti,
ki jo oznac¢imo s C7. Tako dobimo dve navadni diferencialni enacbi. Resitev diferencialne enacbe

X'(z) = C1X(z) je oblike X(x) = Coe“1®, C,Cy € R. Resitev diferencialne enacbe Y’ (y) = %31’)
je oblike Y (y) = Cgecil, C1 € R\ {0}, C3 € R. Potem pa je

u(z,y) = Coe1"Cye® = AeP™ 5, A€ R, BeR\ {0}.

3. S Fourierovo metodo lo¢evanja spremenljivk poisé¢i resitve oblike u(z,y) = X (z)Y (y) diferencialne
enacbe
Uy + Uy = U

in naredi preizkus.

Resitev: Ce zapisemo u(z,t) = X(2)Y(y) in odvajamo in ustrezne odvode vstavimo v dife-
rencialno enac¢bo u, + uy = u, dobimo enacbo X'(z)Y (y) + X (2)Y'(y) = X(x)Y (y) oziroma
))((I((;”)) = Y(yi)/_(;),(y). Ker je leva stran enacbe funkcija spremenjivke x, desna pa funkcija spreme-
njivke y, morata biti enaki konstanti, ki jo oznac¢imo s C';. Tako dobimo dve navadni diferencialni
enacbi. Resitev diferencialne enacbe X’(z) = C1 X (z) je oblike X (7) = C2e“1®, Oy, Cy € R. Resitev
diferencialne enacbe Y'(y) = (1 — C1)Y (y) je oblike Y (y) = C3e1=C¥, O, C3 € R. Potem pa je

u(z,y) = Coe1*Caelt = = AP0, 4 B e R,
4. S Fourierovo metodo lo¢evanja spremenljivk poiséi resitve oblike u(z,y) = X ()Y (y) enacbe

Ugy = Ugy

in naredi preizkus.
Resitev: Ce zapisemo u(z,t) = X ()Y (y) in ustrezne odvode vstavimo v diferencialno enacbo

Ugz — Ugy = 0, dobimo enacbo X" (2)Y (y) = X'(x)Y'(y) oziroma ))((/,/((;)) = % Ker je leva
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stran enacbe funkcija spremenjivke x, desna pa funkcija spremenjivke y, morata biti enaki kon-
stanti, ki jo oznaC¢imo z A. Tako dobimo dve navadni diferencialni enacbi. ReSitev diferenci-
alne enacbe Y'(y) = A\Y (y) je oblike Y(y) = Ce™, C € R. Oblika resitve diferencialne enacbe
X"(z) — AX'(z) = 0 pa je odvisna od vrednosti \.

(a) Ceje A =0, je reditev oblike X(z) = A + Bz, A, B € R. Potem je
u(x,t) = X (2)Y(y) = (A+ Bx)C = A+ Bz, A,B € R.
(b) Ceje X # 0, je resitev oblike X () = A+ Be®, A, B € R. Potem je
u(x,t) = X(x)Y (y) = (A+ BeM)CeM = Ae™ 4+ Be)@HY) A B e R.

5. S Fourierovo metodo lo¢evanja spremenljivk poiséi resitve oblike u(z,y) = X (z)Y (y) diferencialne
enacbe
Uz = 4y

in naredi preizkus.

Resitev: Ce zapisemo u(z,t) = X (2)Y(y) in ustrezne odvode vstavimo v diferencialno enacbo

Ugz = 4uy, dobimo enacbo X”(2)Y (y) = 4X(2)Y'(y) oziroma f)gég = 1;((;’)).
enacbe funkcija spremenjivke x, desna pa funkcija spremenjivke y, morata biti enaki konstanti, ki
jo oznac¢imo z \. Resitev diferencialne enacbe Y'(y) = AY (y) je oblike Y (y) = Ce?, C € R. Oblika

resitve diferencialne enacbe X" (x) — 4AX (z) = 0 pa je odvisna od vrednosti \.

Ker je leva stran

(a) Ceje A =0,je X(z) = Cy + Caz, C1,C2 € R, in
u(z,y) = X(2)Y(y) = (C1 + C12)C = Ay + Asx, Ay, Az € R.

(b) Ceje A >0, je X(x) = C’gezﬁx + 046_2\&50, C3,Cy € R, in

u(z,y) = X(2)Y(y) = (0362\5’” + C’4e_2ﬁx> CeM = (AgeQﬁx + A46_2ﬁ‘”> eV, Az, Ay € R.
(c) Ceje A <0, potem je X (z) = Cscos (2\/—>\93) + Cg sin (2\/—)\33), C5,C6 € R, in

u(z,y) = <C5 cos (2\/—7)\30) + Cg sin (2\/—7)\;10)) Ce
= <A5 cos (2\/—7)\33) + Ag sin (2\/—7)\51:)> M, As, Ag € R.

6. S Fourierovo metodo lo¢evanja spremenljivk poisci resitve oblike u(z,t) = X (2)T'(¢) diferencialne
enacbe
ktgy —u = us, k> 0,
in naredi preizkus.
Resitev: Ce zapisemo u(x,t) = X (x)T(t) in ustrezne odvode vstavimo v diferencialno enacbo
ktgs — u = uy, dobimo enatbo kX" (2)T(t) — X (2)T(t) = X (2)T'(t) oziroma =X ()?%;)X(I) = :;((Zi
Ker je leva stran enacbe funkcija spremenjivke x, desna pa funkcija spremenjivke ¢, morata biti enaki

i
konstanti, ki jo oznac¢imo z A\. Resitev diferencialne enacbe T'(t) = AT'(t) je oblike T'(t) = Ce,
C € R. Oblika resitve diferencialne enacbe X" (x) — %X (x) = 0 pa je odvisna od vrednosti .

(a) Ceje A= —1, je X(x) = C + Cyz, C1,Cy € R, in
u(z,y) = X(x)T(t) = (Cy + CQIZ‘)CeAt = (A; + Agx)e™ Ay, Ay €R.
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(b) Ce je % = a? > 0, potem je X(x) = C3e™® + Cye™ 2%, C3,Cy € R, in
w(z,y) = X (2)T(t) = (C5e* + Cye~**)Celko’ Dt
= (Aze™ + A4e_°“)e(k°‘2_1)t, Az, Ay € R.
(c) Ce je % = —a? <0, potem je X(x) = C5cos(az) + Cgsin(azx), Cs,Cs € R, in
u(z,y) = X(2)T(t) = (Cs cos(ax) + Cg Sin(ax))Ce_(1+k°‘2)t
= (A5 cos(ax) + As sin(am))e_(Hko‘Q)t, As, Ag € R.

1.5.4 Valovna enacba na premici

e Valovna enacba na premici

Upp — Clgy = O(x,t), 2 €R, t >0,
u(;v,()) = f(.f), r €R,
u(z,0) = g(z), x € R.

ima reSitev oblike

fare)+fa—c) 1 [ i
r+ct)+ f(x—ct
u(z,t) = 5 + % / g(s)ds + 2c/dT / D&, 7)dE.
r—ct 0 z—c(t—7)
1. Naj bo u(z,t) resitev Cauchyjevega problema
utt—9um:0, JIER,t>0,
_ _ Lzl <
w0 =10 ={ g 115
_ _ Lz <2
(a) Poisci u(0, §).
(b) Obravnavaj obnasanje pri velikih vrednosti ¢.
Resitev:
x+3t
(a) Upostevajmo, da je ¢ = 3 in ®(x,t) = 0. Potem je u(z,t) = w +3 [ g(s)dsin
r—3t
1 1
1 _1 2 2
u(0,3) —W—i—% flg(s)ds:%—ké fl lds = L.
-3 3
(b) Fiksirajmo & € R. Ker je tlim fE+ct)= tlim f(&—rct)=0,je
—00 —00
§+3t 2
lim w(é,t) = © I (s)ds =~ [1ds =2
Jmn(e) = g fim [ glo)ds =g [ 1ds= 5
£—-3t -2
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2. Resi

Ut — Uge = 1, z € R, T > 0,
u(z,0) = 22, z € R,
u(z,0) =1, z € R.

2

Resitev: Upostevajmo, da je c =1, ®(z,t) =1, f(x) = 2* in g(z) = 1. Potem je

1x+t . t z+(t—7)
t —t
u(x,t):f(x+);—f(x )+2/g(s)ds+2/dr / O(¢, ) de
z—t 0 a—(t—7)
( —|—t)2+( t)2 . T+t . t x+(t—7)
X X —
— 5 —1—2/d$+2/d7' / d¢
T—t 0 z—(t—7)
t
242t +t?+ a2 -2t +t2 r+t—z+t 1
= + +-[@+t—T—x+t—T7)dr
2 2 2
0

T2 t
=2+t +t+ <t7'—2>

0
2

12 3t
:x2+t2+t+t2—5::c2+7+t.

3. Resi

U — Qg = 68, x € R, t > 0,
u(z,0) =z, x € R,
u(z,0) =0, z € R.

Resitev: Upostevajmo, da je ¢ = 2, ®(z,t) = 6t, f(z) =z in g(z) = 0. Potem je

0 ) . T+2t . t T+2(t—7)

t — 2t

u(a:,t):f(x+ );f(x )+2 / g(s)ds+2/d7 / o(E,7)dE

r—2t 0 x—2(t—7)
t z4+2(t—7)
T+ 2t+x— 2t 6
i E— + 1 /TdT / d&
0 z—2(t—7)

t
3
:x—i—2/7(1‘+2t—27—x+2t—2¢)d7
0
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4. Resi
Upr — Uz = xt, T € R, £ > 0,

u(z,0) =0, z € R,
ut(z,0) =e®, x € R.

Resitev: Upostevajmo, da je ¢ =1, ®(z,t) = ot, f(x) =0 in g(z) = €®. Potem je

x4t t z+(t—7)
w(z,t) = f@””);f(x—t) +% /g(s)ds—i—;/dT / B(E, 7)de
x 0 )

—t z—(t—7

ettt _ pr—t 1 !
= 5 +4/7’($2—|—2x(t—7')+(t—7)2—x2+2x(t—7)—(t—T)2)dT
0
B et _ gt N 2 B\ |t
T 2 273,
_ e:c-‘rt _ ex—t $t3
= 5 5

1.5.5 Toplotna ena¢ba na konénem intervalu

e Toplotna enacba na konénem intervalu

U — kg, =0, 0< <L, t>0,
u(0,t) = u(L,t) =0,¢t >0, (Dirichletovi robni pogoji)
u(z,0) = f(z), 0 <z <L, (zatetni pogoji)

ima reSitev oblike -
. nmwx _.(nxm)\?
u(x,t) = Z:an sin (T) e*(T) b
n=

kjer so B,, Fourierovi koeficienti razvoja f po sinusih na [0, L].

1. Resi

U — Qg =0, 0<z <, t >0,
u(0,t) = u(m,t) =0,t >0
u(z,0) =sinz + 2sinbdz, 0 <z < 7.

Resitev: Upostevajmo, da je Kk =4 in L = 7. Torej bo resitev oblike
> 2
u(z,t) = ZBn sin(nz)e "t
n=1
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Pri t = 0 dobimo -
u(z,0) = Z By, sin(nzx) = sinx + 2sin bx.

n=1

Torej je By =1, Bs =2in B, =0zan € N\ {1,5}. Potem je

o0
. _4n? 4t . _ .
u(z,t) = g B sin(nz)e™ "t = e M sinx + 2¢71%% sin 5.
n=1

2. Resi
U — Uy, =0, 0 < x<2,t>0,
u(0,t) =u(2,t)=0,t>0

u(z,0) = ésin(ﬂa;).

Resitev: Upostevajmo, da je k =1 in L = 2. Ker je f(z) = %sin(wx), je edini nenicelni koeficient
By = % Potem je

u(z,t) = 3 sin(wm)e‘”2t.

3. Resi

U — Uz = 0,0 <z <, £ >0,
u(0,t) = u(m,t) =0,¢t>0
u(z,0) = 1.

Resitev: Upostevajmo, da je k = 3, L = 7 in da so koeficienti razvoja funkcije f(z) = 1 po sinusih
na intervalu [0, 7] enaki

2 | 2 ™ {0 njesod
Bn—/lsin(nm)dx——cos(nac) —{ e sed

7'(' nm 0 ;n je lih

4
0 nm

Potem je

1.5.6 Valovna enacba na kon¢nem intervalu - nihanje koné¢ne strune

e Neumannovi robni pogoji

Cauchyjev problem nihanja koné¢ne strune

utt—CQum:O,O<x<L,t>0,
uz(0,t) = uy(L,t) =0,¢t >0, (Neumannovi robni pogoji)
u(x,0) = f(z),0 <z <L, (zacetna oblika)
ug(2,0) = g(x), 0 <ax <L, (zacetna hitrost)

ima reSitev oblike

Ao+ Bot t t
u(z,t) = Ao+ Pot + Z (An cos mlr;c + By, sin m;_f) cos n—zm (11)

n=1

47



Potrebno je dolociti koeficiente A,, in B,,. Pri t = 0 dobimo
(0,0) = 40 1 5™ A cos ™™ = (2
w(x,0) = — ncos — = f(x),

’ 2 — L

zato so A, Fourierovi koeficiente razvoja funkcije f(z) na intervalu (0, L) po kosinusih. Ko
odvajamo in vstavimo t = 0, dobimo

By n i nwcBy, nwx

ttli=0 = - L L

n=1
zato so % Fourierovi koeficienti razvoja funkcije g(x) na intervalu (0, L) po kosinusih.
Ce je g(z) =0, je B,, = 0 za vsak n € N.

e Dirichletovi robni pogoji

Cauchyjev problem nihanja konéne strune

utt—c2um:0 O<ax<L,t>0,
u(0,1) = u(L,
u(z,0) = (x) 0<xz<L, (zaCetna oblika)
ug(z,0) = g(x), 0 <ax <L, (zacetna hitrost)

t) = (Dirichletovi robni pogoji)

ima reSitev oblike

o0
t ¢
w(z,t) =S (An cos m;c + B, sin m;) sin ? (12)

n=1

Treba je dolociti koeficiente A, in B,,. Pri t = 0 imamo
zAn sin - = f(2),

zato so A, Fourierovi koeficiente razvoja funkcije f(z) na intervalu (0,L) po sinusih. Ko (|12)
odvajamo in vstavimo ¢t = 0, dobimo:

> nrwcB, . nnx
Ut‘t:O:Z 7 SIHTZQ(UU)7

n=1
zato so "T¢En Fourierovi koeficienti razvoja funkcije g(z) na intervalu (0, L) po sinusih.

Ce je g(z) =0, je B,, = 0 za vsak n € N.

1. Resi Cauchyjev problem
utt—u$x:0,0<x<1,t>0,
uz(0,t) = uy(1,¢) =0, ¢t >0,
u(z,0) = 2sin?(27z), 0 < z < 1,
u(2,0)=0,0 <z <1.
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Resitev: Prepoznamo Neumannove robne pogoje. Iz enatbe razberemo, da je ¢ = 1 in L = 1.
Torej bo resitev oblike

oo
+ Z (A, cos(nmt) + By, sin(nmt)) cos(nma).

n=1

Ap+ B
u(x,t) = SR + of

Ce v enacbo vstavimo t = 0, izena¢imo z zagetnim pogojem in upostevamo, da je 2sin?(27rx) =
1 — cos(4mz), dobimo

A oo
u(x,0) = 204 Z Ay cos(nmx) = 1 — cos(4rzx).

n=1

Torej so od 0 razliéni samo koeficienti Ag = 2 in Ay = —1. Ker je g(x) = 0, so vsi B, enaki 0.
Resitev valovne enacbe je enaka

u(x,t) =1 — cos(4nt) cos(4rzx).

. Resi Cauchyjev problem

U — 30Uz, =0, 0 <z < 3, >0,
ug(0,t) = uy(3,t) =0, t >0,

4
u(zx,0) :5COS$, 0<z <3,

ut(z,0) = FCOS% + 8cos(2mx), 0 < x < 3.
Resitev: Prepoznamo Neumannove robne pogoje. Iz enacbe razberemo, da je ¢ = 6 in L = 3.

Torej bo resitev oblike

Ao + Bot
2

T

R n
A, 2n7t) + By sin(2nmt —_—.
+ Z (A, cos(2nmt) + By, sin(2nt)) cos 3

n=1

u(x,t) =
Ce v enacbo vstavimo ¢t = 0 in izenac¢imo z zaetnim pogojem, dobimo

47rw
A, —— =5c¢
( + Z cos =

Torej je od 0 razlicen samo koeficient A4 = 5. Ce u(z,t) parcialno odvajamo po ¢, dobimo

B
ug(x,t) = 20 + Z — 2n7 Ay sin(2n7t) + 2nw B, cos(2nt)) cos ?

n=1
Vstavimo ¢ = 0 in dobimo

B [e.e]
+ Z 2nm B, cos ITE — 7 cos % + 8 cos(2mx).

w(w,0) = = ;

n=1

Torej sta nenicelna samo koeficienta B; = % in Bg = 3% Resitev valovne enacbe je enaka

4 1 2
u(z,t) = 5 cos(8mt) cos %x +3 sin(27t) cos %ac + o sin(127t) cos(2mz).
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3. Resi Cauchyjev problem

Upp — e = 0, 0 < 2z < 2, ¢ >0,
ug(0,t) = ug(2,8) =0, ¢t > 0,
u(z,0) = 3cos(mx) + 4cos®(4rx), 0 < x < 2,
ur(z,0) =5,0<z <2

Resitev: Prepoznamo Neumannove robne pogoje. Iz enacbe razberemo, da je ¢ = 2 in L = 2.
Torej bo resitev oblike

[e.9]

Ap + Byt
Ao + Dot + Z (Ay, cos(nmt) + By, sin(nrt)) cos ?
n=1

u(zx,t) = 5

Ce v enacbo vstavimo ¢t = 0 in izena¢imo z zacetnim pogojem ter upostevamo, da je cos(4drz) =
1+cos(8mx)

3 , dobimo

A oo
u(z,0) = =2 + Z A, cos T = 3cos(mz) + 2 + 2 cos(8mt).

Torej so od 0 razliéni samo koeficienti Ag = 4, Ay = 3 in A1g = 2. Ce u(x,t) parcialno odvajamo
po t, dobimo

o0
?0 + ; — nmAy sin(rnt) + nw By, cos(mnt)) cos %

Vstavimo ¢ = 0 in dobimo

B
ut(x,0) = 20 + Z nm By, cos n;rx = 5.

n=1

Torej je nenicelen samo koeficient By = 10. Resitev valovne enacbe je enaka

u(x,t) = 24 5t + 3cos(27t) cos(mz) + 2 cos(167t) cos(8mx).

4. Resi Cauchyjev problem

U — AU = 0, 0 < x <7, t >0,
uz(0,t) = ug(m,t) =0,t >0,
u(z,0) =3cosz, 0 <z <m,
ut(x,0) =1 —cosdz, 0 <z <.

Resitev: Prepoznamo Neumannove robne pogoje. Iz enacbe razberemo, da je ¢ = 2 in L = 7.
Torej bo resitev oblike

Ag+ Bot
u(z,t) = % + Z (A cos(2nt) + By, sin(2nt)) cos(nz).
n=1
Ce v enacbo vstavimo t = 0, dobimo
Ay

o
u(z,0) = — + Z A, cos(nx) = 3cosx.

2
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Torej je od 0 razlicen samo koeficient A; = 3. Ce u(x,t) parcialno odvajamo po ¢, dobimo

B oo
ug(x,t) = =204 Z — 2nA, sin(2nt) + 2nB,, cos(2nt)) cos(nx).

n=1

Vstavimo ¢ = 0 in dobimo

B oo
ug(x,0) = =204 Z 2nB,, cos(nx) = 1 — cos4x.

n=1

Torej sta nenicelna samo koeficienta By = 2 in By = —%. Resitev valovne enacbe je enaka
1.
u(z,t) =t + 3cos2tcosz — 3 sin 8t cos 4.

5. Resi Cauchyjev problem

Ut — gy =0,
u(0,t) = u(2,t) =0,
1.3
u(z,0) = 1 sin %,
ut(x,0) = sin(mx).

Resitev: Prepoznamo Dirichletove robne pogoje. 1z enacbe razberemo, da je ¢ = 3 in L = 2. Torej

bo resitev oblike -
3nmt 3nmt
u(z,t) = E (An cos 71277 + B, sin 7’;7r> sin ?

n=1

Potrebno je dolociti koeficiente A, in B,. Pri t = 0 imamo

> . nmx 1 . 3mx
O)ZZA”SIHT:ZSIHT'

Torej je od 0 razlicen samo koeficient Az = %. Ce u(zx,t) parcialno odvajamo po ¢, dobimo

= t t
ug(x,t) = Z <—37mAn sin s + 37mBn cos s ) sin 12

2 2 2 2 2

n=1
Vstavimo ¢ = 0 in dobimo

37Tn . nmx
Z By, sin —— = sin(7x).

Torej je od 0 razlicen samo koeficient By = 3# Resitev valovne enacbe je enaka

Imt 3 1 Int 3 1
u(z,t) = As cos % sin %ac + By sin(3nt) sin(mz) = 708 % sin %x + 3 sin(3nt) sin(mx).
7r

6. Resi Cauchyjev problem

Utt — Ugg = 0,

u(0,t) = u(6,t) =0,

1
u(z,0) = £ sin % + 4sin 3rz,
uy(x,0) = 0.
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Resitev: Prepoznamo Dirichletove robne pogoje. 1z enacbe razberemo, da je ¢ = 1 in L = 6. Torej

bo resitev oblike
o

t
u(z,t) = Z <A cos 6 —|— By, sin g) sin %
n=1

Potrebno je dolociti koeficiente A, in B,. Pri t = 0 imamo

1
u(z,0) = ZA" sinncg =% sin% + 4sin 37z,

Torej sta nenicelna samo koeficienta Ao = % in A;g = 4. Ker je g(x) =0, so vsi B, = 0.
Resitev valovne enacbe je torej enaka
1 Tt

t
u(z,t) = Ag cos % sin % + Ayg cos(3nt) sin(3mz) = § €08 sin % + 4 cos(3nt) sin(37x).

. Resi Cauchyjev problem

Ut — Ugg = 0,
u(0,t) = u(m,t) =0,
u(z,0) = sin® z,

ut(z,0) = sin 2z.

Resitev: Prepoznamo Dirichletove robne pogoje. 1z enacbe razberemo, da je c =1 in L = 7. Torej

bo resitev oblike
o0

u(z,t) = Z (Ay, cos(nt) + By, sin(nt)) sin(nz).

n=1

Potrebno je dolociti koeficiente A, in B,. Pri t = 0 imamo

(0.9}
3 1
u(x,0) = Z Ay sin(nz) =sin®z = Ssinz — 1 sin 3.

4
n=1
Torej sta nenicelna samo koeficienta A1 = % in As = —i. Ce u(z,t) parcialno odvajamo po t,
dobimo
(o)
Z — ndpsin(nt) + nBjy, cos(nt)) sin(na).
n=1

Vstavimo ¢ = 0 in dobimo

ut(x,0) = Z nBy, sin(nx) = sin 2z.

n=1

Torej je od 0 razlicen samo koeficient By = % Resitev valovne enacbe je torej

u(xz,t) = Ajcostsinx + Ascos3tsin3x + By sin 2t sin 2z

3 1 1
= 1 costsinx — 1 cos 3t sin 3z + 5 sin 2t sin 2x.
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2 Grafi

2.1

Definicije
Graf je urejen par G = (V, E), kjer je

— V = V(G) neprazna mnozica vozlis¢ (tock) grafa G,

— E = E(G) mnozica povezav grafa G, ki jih zapiSsemo kot par vozlisé: e = {u,v} = uv.
Ce je uv € E(G), recemo, da sta u in v sosednji tocki: u ~ v.
Povezavo uu € E imenujemo zanka.
Enostaven graf je graf brez zank in veckratnih povezav med dvema tockama.
Pri usmerjenem grafu so povezave urejeni pari e = (uv) # (vu) = —e.
Stopnja tocke v € V(G) je stevilo povezav, ki imajo v za krajisce: d(v) = deg(v).
Tocka stopnje 0 je izolirana tocka.
Graf je d-regularen, ¢e so vsa vozlis¢a v grafu G stopnje d.
Polni graf je graf, v katerem je vsak par razlicnih tock povezan z natanko eno povezavo.
Prazni graf je graf brez povezav.

Graf je dvodelen, ¢e lahko njegove tocke razvrstimo v dva razreda, tako da tocke znotraj istega
razreda nimajo nobene medsebojne povezave. Polni dvodelni graf je dvodelni graf, ¢e sta poljubni
dve tocki iz razli¢nih razredov povezani.

Grafa, ki se razlikujeta le po oznacbah tock, imenujemo izomorfna.
Dva grafa G in G sta izomorfna, ¢e obstaja bijektivna preslikava ¢ : V(G1) — V(G3), za katero
velja:

w € E(G1) = p(u)p(v) € E(G2).

V tem primeru imenujemo ¢ izomorfizem grafov in ozna¢imo G = Gs.
Graf H je podgraf grafa G, ¢e velja V(H) C V(G) in E(H) C E(H): H C G.
H C G je vpet podgraf G, ¢e je V(H) = V(G).

H C G je induciran podgraf G, ¢e za vsako povezavo uv € E(G) velja: Ce sta u,v € V(H),
potem je uv € E(H).

Naj bo G enostaven graf z n tockami: V(G) = {v1,vg,...,v,} in povezavami E(G) = {ey, ea,...,em}
. . . . . L 5 v~
— Matrika sosednosti A(G) = A je n x n matrika z elementi A;; = . .
0 ; sicer
. . . . . ) 1 5 wv;jekrajisce e;
— Inciden¢na matrika I(G) = I je n x m matrika z elementi I;; = 0 _ .
;  sicer

Sprehod S v grafu G = (V, E) je zaporedje paroma sosednjih tock.
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Pot je sprehod, kjer so vse tocke razli¢ne.

S = vuivg ... Vp—1V = Vg — Uk, Kjer vivip1 € E,0<i<k—1.
Dolzina sprehoda S: |S| = k.
Enostaven sprehod je sprehod, kjer se iste povezave ne uporabi veckrat.
Obhod je sprehod, kjer se zaCetna in konc¢na tocka ujemata, vy = vy.
Cikel je enostaven sprehod, kjer je k > 3 in vg = vg.

Graf je povezan, ¢e med poljubnima u,v € V(G) obstaja u—v sprehod. Razdalja med u,v € V(G)
je dolzina najkrajse poti med u in v v G in jo ozna¢imo dist(u,v). Povezava je prerezna (most),
¢e po njeni odstranitvi graf ni ve¢ povezan.

Povzan graf brez ciklov imenujemo drevo.
Vpeto drevo v grafu G je vpet podgraf, ki je drevo.

Povezan graf je Eulerjev, ¢e v njem obstaja enostaven obhod, ki vsebuje vse povezave grafa. Tak
obhod imenujemo Eulerjev obhod.

Povezan graf je Hamiltonov, ¢e v njem obstaja cikel, ki vsebuje vse tocke grafa. Tak cikel imenu-
jemo Hamiltonov cikel.

Utezen graf ali omrezje je graf, kjer vsaki povezavi e, € E oz. (v;,v;) € E priredimo pozitivno
Stevilo, ki jo imenujemo utez in jo oznac¢imo z wy 0z. w;.

Dolzina v — v poti v utezenem grafu je vsota utezi na povezavah poti.
Najkrajsa u — v pot v utezenem grafu je taksna pot, da je vsota utezi najmanjsa.
Najmanjse vpeto drevo je vpeto drevo z najmanjsSo vsoto utezi.

Ravninski graf je graf, ki ga lahko nariSemo v ravnini tako, da noben par povezav, razen morda
skupnega krajisc¢a, nima skupne tocke. Vsaka ravninska risba grafa razdeli ravnino na obmocja, ki
jih imenujemo lica. Stopnja lica je stevilo povezav na enostavnem sprehodu po robu lica.
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2.2 Osnovno o grafih

1. Zapisi mnozico tock(vozlis¢) V(G) in mnozico povezav E(G) ter dolo¢i stopnjo tock

i

Resitev:

(a) V(GQ) = {a,b,c,d}, E(G) = {ab,ac,ad,bc,bd, cd}, deg(a) = deg(b) = deg(c) = deg(d) = 3
(3-regularen graf, poln graf)

(b) V(G) = {z,y,u,v,w}, E(G) = {uv,vw,vw, zy}, deg(u) = deg(v) = deg(w) = 2, deg(x) =
deg(y) = 1 (lista)

2. Za grafe iz naloge

(a) narisi kak vpet podgraf, ki ima 3 povezave. Koliko je takih vpetih podgrafov?

(b) narisi kak induciran podgraf, ki ima 3 vozliséa. Koliko je takih induciranih podgrafov?

Resitev:

(a)

za graf iz 1(a):

(9
O ; @—@;

20 vpetih podgrafov

za graf iz 1(b):

4 vpeti podgrafi
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fiz 1(b):
za graf iz 1(a): za graf iz 1(b)

© O—®
@Ae 5 |

A inducirani poderafi
T Pt 10 induciranih podgrafov

3. Poisc¢i matrike sosednosti A in inciden¢éne matrike 1.

(a)

Resitev:
(a)
01001 1000 01
1 01 10 110100
A=10 101 0[;I=1(0 11000
01 101 001110
100 10 00 0O0T11
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01011 1001 10

10 011 110001

A=|0 0 0 0 O(;I=1]0 0 O O 0 O
110 01 01 1010

1 1 0 1 0] 0 01 1 0 1]

() ) ) ) )
01 110 111000

1 00 01 1 00100

A=11 0 0 0 1|;I=|0 1 0 0 1 O

1 00 01 001001

0 1 1 1 0] 0 0 0 1 1 1]

. Dan je graf

(=)
€2
o ()

Poiséi matriko sosednosti A in narigi tak graf, da je njegova matrika sosednosti enaka
(a) A%, (b) A%

Kaj pomenijo nenicelni elementi A% in A3 za originalen graf?

Resitev:

010 0 101 1 101 1
1o 11 , 0300 010 0
A=101 0 of A= 011 ™01 1

010 0 101 1 101 1

03 00 010 0
s_ 3033 1011

03 00 010 0o

03 00 0100
(a)

‘@' (b) zacetni graf.

Nenicelni elementi matrike A% (A?);; = m pomeni, da v zacetnem grafu obstaja m razli¢nih
sprehodov med 7 in j dolzine 2. (A3)ij = m pomeni, da v zac¢etnem grafu obstaja m razliénih
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sprehodov med i in j dolzine 3. Na primer (A42)y2 = 3 pomeni, da v zacetnem grafu obstajajo 3
sprehodi med vy in vy dolzine 2.

5. Podani so grafi:

(a) Zapisi nijhove matrike sosednosti A(G1), A(G2) in A(G3).
(b) Pokazi, da sta G; in G izomorfna grafa.

(c) Pokazi, da G in G3 nista izomorfna grafa.

Resitev:

(a)

01 1 1 010 0 001 1
1010 101 1 001 1
AG) =1 1 g o AGD=1g 1 o 1|0 4G)=11 1 ¢ o
1 00 0 0110 1100

(b) @: v1 > ug, vy > Uug, V3 > Uz, V4 > up je izomorfizem med G in Ga.
(c) Graf G; ima tocko stopnje 3 (tocka v1), graf G5 pa take tocke nima.

6. Poisci vse poti med tocko s in tocko z v grafu. Poiséi primer obhoda, ki je tudi cikel, in primer

obhoda, ki ni cikel.

Resitev: pot dolzine 3: svwz; poti dolzine 4: stvwz, svwyz; poti dolzine 5: stuvwz, stvwyz in
svwxyz; poti dolzine 6: stuvwyz, stvwxyz; pot dolzine 7: stuvwzyz; obhod, ki je tudi cikel: svuts;
obhod, ki ni cikel: svtuwvs.
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2.3 Eulerjevi in Hamiltonovi grafi

e Izrek: Povezan graf je Eulerjev natanko takrat, ko so vse njegove tocke sodih stopenj.

e Fleuryjev algoritem za konstrukcijo Eulerjevega obhoda:

1. Izberi zacetno tocko.

2. Preckaj povezavo, pri cemer izberi prerezno povezavo le, ¢e ni navoljo nobene druge.
3. Odstrani prehojeno povezavo in vse izolirane tocke.
4

. Ponavljaj, dokler so v grafu Se povezave, pri ¢emer moramo koncati v zacetni tocki.

e Diracov zadosten pogoj: Naj bo G graf z |V (G)| = n > 3. Ce za vsako tocko v € V(G) velja, da je
deg(v) > 5, je G Hamiltonov graf.

1. Kateri od naslednjih grafov so Eulerjevi ali Hamiltonovi in napis$i Eulerjev obhod ali Hamiltonov
cikel, kjer je mogoce.

Resitev:
(a) ni Eulerjev (stopnje niso sode); Hamiltonov cikel: ABCDA;
(b) Eulerjev obhod: ABCDEACEBDA; Hamiltonov cikel: ABCDFEA;
(c) ni Eulerjev; ni Hamiltonov;

2. 7Z uporabo Fleuryjevega algoritma pois¢i Eulerjev obhod z zatetkom ABC.
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Resitev:

(a) primer Eulerjevega obhoda: ABCDEFDEGFCA

Za¢nimo s tocko A. Izberimo povezavi AB in BC.

Povezave C' A ne smemo dodati, ker je most. Izbiramo lahko med povezavo CD in C'F. Izbe-
rimo povezave C'D, DB in BE. Odstranimo B, ker je izolirana tocka.

Dodajmo Se povezavo EF. Povezave FC ne smemo dodati, ker je most in imamo na razpo-
lago e povezave FD, FE In FD. Ce izberemo FD, potem dodamo $e povezave DE, EG,
GF, FC in CA. Na vsakem koraku odstranimo izolirane tocke. Celoten Eulerjev cikel je
ABCDEFDEGFCA.
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(b) primer Eulerjevega obhoda: ABCDBEFGEHGKIJKLIDA

3. Dan je graf G

Utemelji, zakaj graf G ni Eulerjev. Grafu G dodaj najmanjse stevilo povezav, da bo novi graf G’
Eulerjev. Za novi graf zapisi Eulerjev obhod.

Resitev: Graf je Eulerjev natanko tedaj, ko so vse njegove tocke sodih stopenj. Ker je deg(1) =
deg(6) = 2, deg(2) = deg(5) = 3 in deg(3) = deg(5) = 4, je dovolj, ¢e dodamo povezavo med
tockama 2 in 5. Eulerjevih obhodov je ve¢. Ena od moznih resitev je 12342564531.
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2.4 Najkrajse poti

e Algoritem za iskanje najkrajSe poti med tockama s,t € V v neutezenem povezanem grafu

G=(V,E):

1. Tocko s oznaci z 0.

2.1=0

3. Poiséi vse neoznacene sosede tocke 7 in jih oznaéi z ¢ + 1 ter smerjo do tocke i.
4

. Ce je tocka t = k (v oznacena s k), prehodi pot po oznakah s = k,k —1,...,1,0 = ¢t. sicer
povecaj i za 1 (i=i+1) in se vrni na korak 3.

e Opomba: Rezultat algoritma je najkrajSa pot med tockama s,t € V, ki pa ni enoli¢na, enoli¢na je
le minimalna razdalja.

1. Poisci najkrajso pot P:s —t

(a)

O,
O
O
O

O O O O

O O O

O O
Resitev:
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4 5
t
0 1 2
s O I 3
O O O
1 2 3 4

J

10O

)

)

N\
W

2 C

30 @4

e Dijkstrov algoritem za iskanje najkrajse poti od dane tocke s do vseh drugih tock v utezenem
grafu G = (V, E):

Naj d; oznacuje trenutno razdaljo do tocke s (d; je razdalja na i-tem koraku).
Postavi di(s) = 0 in di(v) = oo za vse v # s.
Ponavljaj

1. Obisci neobiskano tocko ¥ s trenutno najmanjso razdaljo d;.

2. Preglej vse sosede v tocke ¥ in izracunaj d;(v) = d;() + wg.
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3. Ce je dobljena razdalja d;(v) < d;(v), potem d;(v) = d;(v) in predhodnica za v postane ©.
4. Tocko v oznaci kot obiskano.

dokler niso vse tocke grafa obiskane.

2. Poisc¢i najkrajSe poti od vozliséa A do vseh drugih vozlis¢ grafa z uporabo Dijkstrovega algoritma
in narisi drevo najkrajsih razdalj

()

Resitev:
(a)
obisk | tocka dolzina poti predhodnik
1. A |]o]
4. B |00 W X D
5. C | oo D
3. D | oo E
2. E | oo A
Najkrajse poti od tocke A do vseh drugih Drevo najkrajsih razdalj:
tock:
pot dolzina poti
AE2SD-SB 8
A5ESDpD S0 11
ASE-2D 3
A E 1
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obisk | tocka dolzina poti predhodnik
1. A []o]
4, B |oo W X B
5. C | oo M 13 (9] F ¥ B
3. D | oo E
2. E | A
Najkrajse poti od tocke A do vseh drugih Drevo najkrajsih razdalj:
tock:
1
pot dolzina poti @
A>FE-3B 8
A5 E2 B L0 9 @ 3
A E2SC 7 5
A E 5 > @

3. Kraji A, B, C, D, E, F in G so povezani z enosmerno zeleznico. Pois¢i najcenejse poti od kraja A
do vseh drugih krajev, ¢e so cene kart naslednje:

A[B[C[D[E|F[G
Al-[5]10]- -
B|-|-|-16|3]|-]-
Cl-T-T1T-1T-1-1T-7-
D|-|-|-]-1-16
E[- -2 2-]-]2
Fl - -1 -1 -1_-1-7T°-:
Gl - -1-1-1T-T27-

Narisi pripadajo¢ usmerjen graf in razlozi vse korake algoritma, ki si jih uporabil.
Najmanj koliko povezav bi morali dodati, da bi bili vsi kraji dosegljivi med seboj? Skiciraj te
povezave.

Resitev:

Y
)
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obisk | tocka dolzina poti predhodnik

1. A []o]

2. B | A

4, C | oo A

5. D | oo M B E

3. E | o B

7. F | o 16 v G
6. G | oo E

Najkrajse poti od kraja A do vseh drugih krajev (lahko je ve¢ enako dolgih poti):

pot

dolzina poti

A5 B

10
A—C
AB 2 E 2D
AB 2 E

4. Dan je graf G

; (50—
5 3 2 2 5
A—-B-—SF-—>SG-—=F 12 3
A B 2 G 10 0 2 2
O

Dodati moramo vsaj Se 2 povezavi, npr. C' — A in F — A.

5
10
10

e 2
3 8
N B
4 4
O——

(a) s pomocjo Dijkstrovega algoritma v grafu G poiséi najkrajse poti od tocke A do vseh drugih
tock in jih zapisi. Narisi drevo najkrajsih razdalj.

(b) Najmanj koliko povezav bi morali dodati, da bi bile vse tocke dosegljive med seboj? Skiciraj

te povezave.

Resitev:
(a)
obisk | tocka dolZina poti predhodnik
1. A []o]
2. B | o A
4. C | oo B
3. D | oo A
5. E | oo W 9 [6] B P C
6. F | oo 13 Z E



Najkrajse poti od kraja A do vseh drugih Drevo najkrajsih razdalj:
krajev (lahko je ve¢ enako dolgih poti):

pot dolzina poti
A2 B 3
g2 (0
A— B -—C 5
A2 D 4 ) 4

A 2o g 6 (»)
Ao L e N F 10

4 (E‘%
(b) Dovolj je dodati povezavo F' — A. : 5

e min-plus mnozenje:

DO = (wij) = W ... utezena matrika sosednosti

D) — (d(k)>

i
D) — pk=1) ¢ plk=1)
d) = min {dlV 4 df0 ]

v m=1,..n

e Floyd-Warshallov algoritem za iskanje najkrajSe poti med poljubnima tockama u,v € V' v
utezenem usmerjenem grafu G = (V, E):

Ostevilcéimo tocke V' = {1,2,...,n} in vzemimo utezeno matriko sosednosti grafa G z elementi
0 =7
wi; = { utez na povezavi ij ;i # j,1j € E,
5 v j,ij ¢ B
Oznacimo:
ij) = dolzina najkrajse poti od i od j z vmesnimi tockami v {1,2,...,n}

Wi j ;ée k= 0,
ij

min {d(ﬁ_l),a?,g:_l) + Jg;_l)} ice k> 1.
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e Ce nas zanimajo tudi dejanske najkrajse poti in ne samo razdalje, potem algoritem dopolnimo

(k)

tako, da si zapisujemo tudi elemente matrike predhodnikov II%) = T;; % vimesnimi tockami iz
{1,2,...,k}. Dobimo jo po rekurzivni formuli

© )0 ; cejei=jali w; = o0,
i Cejei# jin wi; < oo.

oz. za k > 1:

o

; sicer .

ng_l) ; ce je dgg) = c;lg_l),
(k1)
Thj

5. Na spodnji skici je utezen usmerjen graf G.

7Z min-plus mnozenjem pois¢i najkrajse razdalje med poljubnima dvema vozlis¢ema.

Resitev:
0 o0 3 0 0 42 0
2 0 4 oo 2.0 1 -2
_po _ 1) _ pO) o PO —
W=D o 1 0 00| DPU=DVOD 110 oo |
oo oo 2 0 oo 3 2 0
0 32 0
D@ — p) o pO) — f ?8‘? . DB® = DO g D@ = p©
1 32 0

6. Na spodnji skici je utezen usmerjen graf G.

—®

7Z min-plus mnozenjem pois¢i najkrajse razdalje med poljubnima dvema vozlis¢ema.

Resitev:
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0 -3 oo oo 0 -3 0 1
_po_ | 0 3 4 W _poopo_|6 0 3 2
W=D ooooO—l’DD@D 1 .o 0 -11
2 oo oo 0 2 -1 oo 0
0 -3 0 —1
p@_pwopy_ |4 0 3 2 DB — D@ & D@ — pO
1 -2 0 -1 |’
2 -1 2 0
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2.5 Minimalna vpeta drevesa in ravninski grafi

e Kruskalov algoritem za iskanje najmanjSega vpetega drevesa:

Uredi povezave po utezeh v narasc¢ajotem vrstnem redu.
i=1,T=0
Ponavljaj
1. Ce T U {e;} ne vsebuje cikla, potem T' =T U {e;}.
2.1=1+1
dokler |E(T)| <n — 1.
Vrni T

e Primov algoritem za iskanje najmanjsega vpetega drevesa:

Vzemi v € V(G). V(T) = {v}.

Ponavljaj
1. Poisci e € E(G), ki povezuje neko tocko iz V(T') z najmanjso utezjo.
2. T =TU{e}

dokler V(T) = V.
Vi T

e Eulerjeva formula:
Naj bo G = (V, E) ravninski graf. Ozna¢imo z n = |V(G)| stevilo tock, z m = |E(G)| stevilo
povezav v grafu in z f Stevilo lic ravninske risbe grafa. Potem velja n —m + f = 2.

1. PoiS¢i najmanjse vpeto drevo grafa z uporabo Kruskalovega in z uporabo Primovega algoritma.

(a)

17 11
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9

@

4

@

10

Resitev:
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2. Dan je graf G

(a) S pomocjo Dijkstrovega algoritma v grafu G poiséi najkrajso pot od tocke A do vseh drugih
tock in jih zapisi.
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(b) Narisi vsa minimalna vpeta drevesa grafa G.
(c¢) Ali je graf G Eulerjev? Odgovor utemelji.
(d) Ali je graf G Hamiltonov? Ce je, napisi Hamiltonov cikel.

Resitev:
(a)
obisk | tocka dolzina poti predhodnik
1. A []o]
2. B | oo A
3. C | B X B
4. D |oo 7 ). C
7. E | oo B
5. F | oo 6 B C
6. F | oo 6] C
8. G | oo W 9 F & E

Najkrajse poti od tocke A do vseh drugih tock:

pot dolzina poti

A2 B
A2 B- 5S¢
A5 Yo LD
A2 B FE

A B Lo S F
A4 Lola
ASBFE- L H

O O Ot N = W N

(b) Graf G ima samo eno minimalno vpeto drevo T', w(T') = 13.

(c) Graf G ni Eulerjev, ker ima tocke lihe stopnje: deg(A) = deg(D) = deg(H) = 3 in deg(C) = 5.
(d) Graf G je Hamiltonov. Primer Hamiltonovega cikla ACDGFHEDBA.

3. Dan je graf G
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(a) S pomocjo Dijkstrovega algoritma v grafu G poiscite najkrajso pot od tocke 1 do tocke 6 in
jo zapisite.
(b) Narisite minimalno vpeto drevo grafa G.

(¢) Utemeljite, zakaj graf G ni Eulerjev. Grafu G dodajte najmanjse stevilo povezav, da bo novi
graf G’ Eulerjev. Za novi graf zapisite Eulerjev obhod.

Resitev:
(a)
obisk | tocka dolzina poti predhodnik
1. 1 |]o]
3 2 |00 A 13
2 3 | oo 1
4 1 | oo X 3 2
5 5 | oo 17 3 4
6 6 | oo pr 4 5

Najkrajsa pot 1 -3 — 2 — 4 — 5 — 6 ima dolzino d(1,6) = 13.

(c¢) Graf je Eulerjev natanko tedaj, ko so vse njegove tocke sodih stopenj. Ker je deg(1) = deg(6) =
2, deg(2) = deg(5) = 3 in deg(3) = deg(5) = 4, je dovolj, ¢e dodamo povezavo med tockama 2
in 5. Eulerjevih obhodov je ve¢. Ena od moznih resitev je 12342564531.

4. Za ravninske grafe iz naloge [1| preveri Eulerjevo enacbo.
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2.6 Ford-Fulkersonov algoritem

e Omrezje je povezan usmerjen graf G = (V, E), v katerem ima vsaka povezava e = (i,j) pred-
pisano prepustnost ali kapaciteto c. = ¢;; > 0, ter ima 2 posebni tocki izvir s in ponor t.
Predpostavimo, da vsako vozlis¢e v G lezi na poti od s do t.

e Pretok v omrezju je preslikava f : E — R, (i,j) — fi;, ki zado3ca naslednjim pogojem
(i) Za vse (i,7) € FE velja prepustnostni pogoj
0 < fij < cij.

(ii) Za vse i € V' \ {s,t} velja ohranitveni pogoj (Kirchoffov zakon)

fr@) = f(),
kjer je f*(i):= > fjidotok viin f~(i):= Y. fi odtok iz i.
(jo)eE (i,k)EF

e Vrednost pretoka f je |f| = f~(s)

e NajboSCV ,seSint¢ S, ter T=V\S. Prerez (S,T) imenujemo druzino vseh povezav , ki
imajo eno krajis¢e v S in drugo v 7.

e Prepustnost (kapaciteta) prereza (S,T) je

C(S, T) = Z Cij-

i€8,5€T,(i,j)EE

e Pretok skozi prerez (S,T) je
F(S,T) = f7(S) = [7(S).

e Minimalen prerez je prerez z minimalno prepustnostjo.

e Ford-Fulkersonov izrek: Ce je f* maksimalen s — ¢ pretok, in (S*,7*) minimalen prerez v
omrezju, potem je

|f*|=C(S*,T").
e Za pretok f definirajmo residualni graf Ry = (V, Ey), kjer so povezave

— Ce (Z,_]) € Fin fij < Cij, potem je (’L,j) S Ef in Tij = Cij — fi]
— Ce (i,§) € E in fij > 0, potem je (j,i) € By in rj; = fij.

e Pri danem pretoku f v omrezju G je pot poveéanja P katerakoli pot od s do t v residualnem
grafu Ry.

e Maksimalno povecanje vzdolz P definiramo kot

d¢(P) = min{ry; | povezava(i,j) € P}.

e Ford-Fulkersonov algoritem za iskanje maksimalnega pretoka:

1. fle)=0zavsee€ E
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2. Naredi Ry.
3. Ponavljaj
1. U = {tocke iz Ry, do katerih lahko pridemo iz s}
2. Ce t € U, potem
1. poisci pot povecanja P v Ry,
2. izracunaj d¢(P,
fij +65(P), (i,4) € E

3. povecaj pretok vzdolz P: za (i,j) € P je fij = { Fi—8;(P), (i) €E
1) ) ’

4. naredi Ry,
sicer koncaj.

4. Vrni f in U.

e Ford-Fulkersonov nam da tudi minimalen prerez (S,T) = (U,V \ U).

1. Preverite ohranitvene zakone. Dolocite propustnost vseh prerezov. Pois¢i vse poti povecanja.

1
3/7 1 4/8
1/4 (::)
4/0 3/5
2
Ohranitveni zakon: f*(1)=3+1=4=f"(1), fH(2)=4=f(2).

Propustnost prerezov:

o 51 ={s}, Ty ={1,2,t}, C(S1,Th) =13, f(S1,Th) =7
o So={s,1}, To ={2,t}, C(S2,To) = 14, f(S2,T2) =8
o S3={s,2}, T3 = {1,t}, C(S3,T3) = 16, f(53,13) =7
o Sy={s,1,2}, Ty ={t}, C(Ss,Ty) =13, f(S4,Ty) =7

Poti povecanja:

oPlzsﬁlim,d(Pl):zl
0732 8—2—>2—2—>t,5(732):2
0733:5—2—)2—3—)1—4—>t,5(733):
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2. Z uporabo Ford-Fulkersonovega algoritma pois¢ite maksimalne pretoke skozi omrezje.

(a) (¢)

5/11
3/20 :::

6
5
@ 2/10
8
(b)

0/5

0/10 7/7

0/2 7/8 ®
8/8 1/10

<:> 8/10

Resitev:

(a) Opomba: Moznih resitev je veé, ker lahko izberemo razli¢ne poti poveéanja.

[f1=0

Izberemo pot povecanja: s NN LN
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[fl=5

80

Izberemo pot povecanja: s 2y0 21 g

1
1
1

Ez g
4l

1

’




Ni veé¢ poti povecanja. Minimalni prerez: U = {s,1,2} in T = {3, t}.

(b) Opomba: Moznih resitev je veé, ker lahko izberemo razlicne poti povecanja.

|fl=8
0/5 5 @
0/10 %7 10
0/2 " @ 2 1 @
8/8 1/10 d
C 8/10 : 2

Izberemo pot povecanja: s 209 2,3 242

|fI =10
0/5 i
2/10 %7 : @
2/2 7/8 @ ° 1 @
8/8 3/10

O © 7

Izberemo pot povecanja: s LI L NS SN N

77 /

7
S
©

8/10

Ni ve¢ poti povecanja. Minimalni prerez: U = {s,1} in T'= {2, 3,4, t}.
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(¢) Opomba: Moznih resitev je vec, ker lahko izberemo razlicne poti povecanja.

|f1=5
5/11

3/20 4/13 (:::>\"“2$”"
< /4 15 G{ 2 i @
2/10 1/3 8 2
(::>P___§7?__* (::>““—§;-”’

Izberemo pot povecanja: s LN LI BN

(0
LoP NP
2/10 _ 1/3 3 5 4

Izberemo pot povecanja: s LN IR

T

~

11/11
i:: 10/13

9/20
* 1/5
4/10 3

©

~

(1)
@(\@@
R

Izberemo pot povecanja: s SLINE S SN/ RN, N

Ni ve¢ poti povecanja. Minimalni prerez: U = {s,1,3,4} in T' = {2, t}.
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