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PREDGOVOR

Naslov ucbenika v dveh knjigah, 7Trdnost I in Trdnost II, je
posnet po naslovu predmeta Trdnost na univerzitetnem studiju grad-
benistva na Fakulteti za gradbeniStvo in geodezijo Univerze v Ljub-
ljani. Predmet je nastal po uvedbi bolonjskega studijskega programa z
zdruzitvijo in ob¢utnim zmanjSanjem skupnega obsega dotedanjih pred-
metov Mehanika trdnih teles in Trdnost. Prvi del ucbenika je tako v
celoti posvecen vsebinam, ki jih sicer v tehniski literaturi srecamo pod
imeni Mehanika trdnih teles, Mehanika kontinuuma, Mehanika mate-
rialov in podobno. Sele v drugem delu se dotaknemo vsebin, ki bi jih
pogojno lahko oznacili kot probleme trdnosti elementov konstrukcij in
metod za njihovo matemati¢no obravnavo.

Tujih ucbenikov s podrocja mehanike trdnih teles in trdnosti je zelo
veliko, nekaj primernih bi se naslo tudi v Sloveniji. Zakaj torej nov
ucbenik? Najprej zato, da bi Studenti nasli v enem delu zbrane vse
tiste vsebine, ki jih predpisuje veljavni ucni nacrt za predmet 7Trd-
nost na univerzitetnem studiju gradbenistva. Razen tega ucitelji vse
preradi pozabimo, da za Studente prvi koraki pri Studiju mehanike in
trdnosti pomenijo srecanje s povsem novimi koncepti in v mnogocem
zahtevajo miselni preskok glede na dotedanje navade pri ucenju in
studiju. K temu lahko pristejemo Se neugodno a neizogibno dejstvo,
da Studij mehanike trdnin ze kar na zacetku zahteva poznavanje in
uporabo razmeroma zahtevnih matemati¢nih sredstev, ki velikokrat
zameglijo dejansko fizikalno in prakti¢no naravo obravnavanih mehan-
skih problemov. Pri pisanju me je vodila tudi izkuSnja, da si mlade
Studentske glave sicer zlahka fotografsko zapomnijo Se tako zapletene
enachbe in izpeljave, hude tezave pa nastopijo, ko jih je treba fizikalno in
matematic¢no utemeljiti in jih povezati z dogajanjem v naravi. Zato sem
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se trudil, da bi okrog suhoparnih matemati¢nih zapisov, ki jih v tej ali
oni obliki najdemo v vsakem spodobnem ucbeniku mehanike, napletel
¢im ve¢ komentarjev, lahko bi rekli zgodb, ki po eni strani demistifi-
cirajo navidez zapletene teoreticne vsebine, po drugi strani pa lahko
pozornemu bralcu obc¢utno olajsajo pot do razumevanja sicer zahtevne
snovi. Prav tak namen imajo tudi prakti¢ni, povecini racunski zgledi,
ki so dodani vsakemu od Sestih poglavij. Od tod tudi dva zajetna dela
knjige.

Ucbenik je razdeljen na dva dela. Prvi del, Trdnost I, ima Sstiri
poglavja, ki v veliki ve¢ini povzemajo vsebino prvih Stirih poglavij
ucbenika Mehanika trdnih teles iz leta 2003. Prvo poglavje obravnava
racunski model togega telesa. Vpeljan je pojem napetosti, izpeljane
so ravnotezne enacbe ter najpomembnejSe transformacijske operacije.
Na koncu so izpeljane Se enacbe za dolocanje premikov togega telesa
pri majhnih zasukih. V drugem poglavju so na modelu deformabil-
nega telesa vpeljani pojmi pomikov, deformacij in zasukov, izpeljane so
kinematicne enacbe pri velikih in majhnih deformacijah. Prikazane
so enacbe za dolocanje pomikov in rotacij pri znanih deformacijah
ter kompatibilnostni pogoji, ki to omogocajo. V tretjem poglavju so
napetosti in deformacije povezane z materialnimi enacbami. Podrob-
neje so obravnavane materialne enacbe linearno elasti¢nih teles ter ome-
jitev elasticnega obmocja s pogoji plasticnega tecenja. V tem poglavju
se tudi prvi¢ srecamo s pojmom trdnosti materiala v ozjem pomenu
besede. Cetrto poglavie je namenjeno pregledu osnovnih mehanskih
enacb za linearno elasti¢cno izotropno telo pri majhnih deformacijah.
Nacelno so prikazane resitve robnega problema po metodi pomikov in
po metodi napetosti, s ¢imer so zaokrozene vsebine, ki jih na obravna-
vani zahtevnostni stopnji navadno razumemo pod pojmom mehanika
trdnih teles.

Drugi del, Trdnost II, sestavljata peto in Sesto poglavje. V petem
poglavju je na primeru ravnega linijskega nosilca prikazana uporaba
osnovnih enach pri prakticnih problemih konstrukcijske mehanike.
Izpeljane so elementarne enacbe upogiba v obmoc¢ju majhnih defor-
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macij, v primeru uklona pa se dotaknemo tudi nelinearnega obnasanja
nosilcev. Loceno je obravnavan primer enakomerne torzije s poudarkom
na inzenirskih resitvah tankostenskih nosilcev. Sesto poglavie vpelje
bralca v svet variacijskih metod, ki v povezavi z osnovnimi energijskimi
principi predstavljajo ucinkovito orodje pri resevanju problemov kon-
strukcijske mehanike.

Razen v cetrtem so v vseh poglavjih teoreticne vsebine podprte z
naborom prakti¢nih racunskih zgledov, ki dodatno pojasnjujejo izpelja-
ne enacbe, obenem pa opozarjajo, da je konc¢ni cilj vsakrsne mehanske
analize vendarle numeri¢no ovrednotenje mehanskih kolicin.

Zahtevnejsi bralec se lahko iz Stevilnih tujih in domacih ucbenikov
pouci o dodatnih vsebinah s podroc¢ja osnov mehanike trdih teles, ki
sicer niso v u¢nem nacrtu, vendar so pomembne za poglobljen Studij
in razumevanje teoreticnih izpeljav in prakti¢nih nacinov reSevanja
mehanskih problemov. V knjigi Mehanika trdnih teles’ so, na primer,
dodatno prikazane in z zgledi podprte naslednje vsebine: zapis naj-
pomembnejSih mehanskih enacb v cilindriénih in polarnih koordinatah,
zveze med napetostmi in deformacijami v plasticnem obmocju, os-
novni in sestavljeni reoloski modeli za opis mehanskega obnaSanja
casovno odvisnih snovi, reSevanje ravninskih nalog z uporabo Airy-
jeve napetostne funkcije in racunanje palicnih konstrukcij z metodo
pomikov.

Seznam uporabljenih, pregledanih in priporoc¢enih virov je za celotno
vsebino dodan na koncu drugega dela ucbenika.

Kakor sem zapisal ze v predgovoru h knjigi Mehanika trdnih teles, tudi
z izdajo ucbenika Trdnost zgolj vracam majhen del dolga do svojega
ucitelja in prijatelja Dragosa Jurisi¢a, dolgoletnega profesorja mehanike
na ljubljanski gradbeni fakulteti. Velik del vsebine nosi njegov pecat.
Tako pri oznakah in izrazju kakor tudi v Stevilnih izpeljavah in za-
poredju vsebin sem se trudil ohraniti duha, kakrsnega je Dragos Jurisi¢

t S. Srpéi¢, Mehanika trdnih teles, FGG, Ljubljana (2003, ponatis 2010, digitalizirana
verzija 2023)
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vpeljal v pouk mehanike po svojem prihodu na gradbeno fakulteto v
studijskem letu 1967/68. Predvsem pa sem se ob spominu na njegovo
pregovorno doslednost in (samo)kriti¢nost pogosto odrekel skusnjavi,
da bi kak del vsebine skrajsal ali odpravil bolj na hitro in povrsno. V
veliko pomo¢ so mi bili tudi Stevilni pogovori s sodelavci s Katedre za
mehaniko, njihovi predlogi in nasveti. S tem ucbenik sledi, tako vsaj
upam, osnovhim idejam o pomenu in poucevanju mehanike, ki so se v
zadnjih desetletjih utrdile na Katedri za mehaniko.

Ce bi se hotel poimensko zahvaliti vsem, ki si to zasluzijo, bi bil seznam
predolg, pa Se kaksna krivica bi se lahko zgodila. Zato na kratko, a
toliko bolj iz srca: hvala vsem, ki ste pomagali, da je ta uc¢benik prisel
med bralce in da je zagotovo boljsi, kot bi bil brez vase pomoci.

V Ljubljani, avgusta 2023 Stane Srpcic
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Polje mehanike je paradiz matematicne znanosti,
kajti tukaj v resnici pobiramo sadove matematike.

Leonardo da Vinci
italijanski renesancni arhitekt, izumitely, inZenir, kipar in slikar,
1452-1519
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0.1 Nekaj besed o vsebini. Koncept zvezne snovi

V prvem delu ucbenika Trdnost so v matematicni obliki predstav-
ljeni fizikalni temelji in zakoni tako imenovane mehanike trdnih teles.
Gre torej za opis obnasanja trdnih teles, na katera delujejo mehanski
vplivi. S trdnimi telesi imamo venomer opraviti v vsakdanjem zivljenju;
lahko bi nasteli neznansko mnozico teles, ki se med seboj obcutno raz-
likujejo po namenu, velikosti, obliki, kemijskih in fizikalnih lastnostih.
V tej knjigi obravnavamo pretezno taka trdna telesa, ki nastopajo kot
deli ali sklopi inzenirskih konstrukcij.

Kot vemo, je vsaka snov sestavljena iz molekul, ki so zgrajene in med-
sebojno povezane na najrazlicnejSe nacine. Opis mehanskega obnasanja
teles, pri katerem bi izhajali iz njihove molekularne zgradbe, bi bil za
namene tega ucbenika prevec zapleten. Pa tudi sicer bi morali zaradi
raznolikosti snovi glede na lastnosti njihovih molekul za vsako snov
vpeljati posebne postopke in metode mehanske analize. Zato se je v
mehaniki uveljavil tako imenovani koncept zvezne snovi, pri katerem
vzamemo, da je snov enakomerno porazdeljena po obmocju, ki ga telo
zavzema Vv prostoru, in da ima ta snov povprecne lastnosti mnozice
molekul, ki jo sestavljajo. Koncept zvezne snovi je mogoce privzeti za
vecino snovi, s katerimi imamo opraviti v tehniki, in predstavlja osnovni
postulat mehanike zvezne snovi T. V okvir koncepta zveznih teles sodijo
trije glavni fizikalni modeli snovi: trdna telesa, kapljevine in plini.

t V svetovni tehniski literaturi je za ta del mehanike najpogosteje uporabljen angleski

izraz ’Continuum Mechanics’.



0.1 Nekaj besed o vsebini. Koncept zvezne snovi

Trdno telo je torej eden od osnovnih fizikalnih modelov snovi. Za
lazje razumevanje pozabimo na dejansko atomsko oziroma moleku-
larno zgradbo snovi in si predstavljajmo, da je trdno telo zgrajeno
iz namisljenih neskontno majhnih materialnih delcev, ki so med se-
boj povezani z namisljenimi vezmi. Za razliko od kapljevin in plinov,
pri katerih molekule venomer spreminjajo svojo medsebojno lego in
nakljuéno potujejo po prostoru, so materialni delci trdnega telesa ves
¢as povezani z istimi sosednimi delci in ohranjajo kompaktno naravo
telesa.

Materialni delec z infinitezimalno majhno maso je torej osnovni ele-
ment zvezne snovi in ga ne smemo zamenjati s pojmom delca s kon¢no
veliko maso, s kakrsnim se srecamo v kinematiki in dinamiki skupine
diskretnih masnih delcev.

Koncept zvezne snovi obcutno poenostavlja matemati¢no formulacijo
vrste fizikalnih problemov in omogoca vpeljavo osnovnih enacb meha-
nike zvezne snovi z uporabo diferencialnega in integralnega racuna.

S smiselno kombinacijo nacel mehanike zveznih teles in posebnih dodat-
nih enacb je mogoce uspesno resSevati tudi take mehanske naloge, pri ka-
terih vpeljava koncepta zvezne snovi fizikalno ni povsem upravicena, na
primer v mehaniki loma, kjer obravnavamo nastanek in Sirjenje razpok
v trdni snovi.

Ce na trdno telo delujejo zunanje sile, se v vezeh med materialnimi
delci sprozijo notranje sile, ki ovirajo spremembo medsebojne lege ma-
terialnih delcev, s tem pa tudi spremembo dimenzij, prostornine in
oblike trdnega telesa kot celote. Koncept zvezne snovi omogoca, da
sile v vezeh med materialnimi delci predstavimo z zvezno povrsinsko
obtezbo poljubne ploskve, s katero navidezno prerezemo obravnavano
telo. Tovrstne notranje obtezbe imenujemo napetosti. Od narave snovi
in geometrijskih lastnosti telesa, kakor tudi od nacina podpiranja ter od
vrste, velikosti in nac¢ina delovanja zunanjih sil je odvisno, koliksne bodo
pri tem omenjene geometrijske spremembe, ki jih na kratko imenujemo
deformacije telesa.
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0.1 Nekaj besed o vsebini. Koncept zvezne snovi

Vseh nastetih lastnosti in vplivov pri mehanski analizi trdnih teles
seveda ni mogoce upostevati v vsej njihovi raznolikosti. Pomagamo
si tako, da vpeljemo tako imenovana idealna telesa ali racunske mode-
le, ki jim pripiSemo znacilnosti skupine teles z enakimi ali podobnimi
geometrijskimi oziroma materialnimi lastnostmi. Prav tako vpeljemo
ustrezne racunske modele za razli¢cne vrste in nacine delovanja zunanje
obtezbe, na primer tockovne sile in tockovne dvojice, ki smo jih ze
dodobra spoznali in koristno uporabili pri studiju fizike in statike to-
gega telesa.

Pri tem gre praviloma za vecje ali manjSe poenostavitve, tako v
pogledu geometrijske predstavitve realnih teles, kakor tudi v pogledu
matematicne predstavitve delujocih sil in formulacije zvez med notra-
njimi silami in deformacijami. Od tod nujno izvirajo doloCene na-
pake, ki pa so toliko manjse, kolikor bolj verno nam uspe z vpeljanim
racunskim modelom in s teorijo, ki ga podpira, zadeti dejansko fizikalno
obnasSanje obravnavanega telesa.

Ob tem moramo poudariti tudi pomen eksperimentalnega dela v zvezi
z analiticnimi in numericnimi metodami v konstrukcijski mehaniki,
in sicer vsaj z dveh zornih kotov. Eksperimentalno dobljeni podatki
o mehanskem odzivu snovi pod vplivom delovanja zunanjih sil so
osnova za matemati¢cno modeliranje mehanskih lastnosti snovi, torej
za dolocitev zvez med napetostmi in deformacijami. Razen tega pa
je mogoce s premisljenimi in skrbno izpeljanimi poskusi oceniti tudi
primernost vpeljanih racunskih modelov in teorij ter tocnost racunskih
rezultatov.

Nesluteni razvoj racunalniske tehnike in s tem povezanih numeri¢nih
metod v zadnjih desetletjih je pripeljal do velikih sprememb tudi na
podro¢ju mehanike trdnih teles in trdnosti. Stevilne probleme, ki so
bili teoreticno zastavljeni ze v osemnajstem in devetnajstem stoletju,
nekateri pa celo ze v anti¢ni dobi, in za katere je veljalo, da so nu-
meri¢no neresljivi, je danes mogoce resiti z uporabo visoko zmogljivih
racunalnikov in ustreznih numeri¢nih algoritmov. Na razpolago je tudi

3



0.2 Oznake in koordinatni sistems

vse veC programskih paketov za kompleksno analizo najrazlicnejsih
mehanskih problemov. Seveda pa bi bilo hudo zmotno misljenje,
da bodo odslej mehanske probleme resevali racunalniki; nasprotno,
sodobna racunalniska in programska orodja uporabnike kar silijo v
poglobljen studij mehanike in razvoj novih znanj, teorij, metod in
algoritmov za reSevanje vedno novih in vedno bolj zahtevnih pro-
blemov. Tudi pri uporabi najbolj izpopolnjenih in uporabnisko pri-
jaznih programskih paketov je namre¢ nepogresljiva vloga uporab-
nika.  Njegove osnovne naloge pri tem so: fizikalna formulacija
problema, izbira ustreznega racunskega modela, dolocitev osnovnih
parametrov, dolo¢itev obmocja veljavnosti privzete teorije in numeric¢ne
metode, doloc¢itev potrebne natancnosti racunanja in, morda kot naj-
pomembnejSe, kriticna ocena rezultatov. Za vse to pa je seveda
potrebno obsezno in poglobljeno znanje mehanike, trdnosti in osnovnih
matematicnih disciplin.

0.2 Oznake in koordinatni sistemi

Pri pisanju pricujocega ucbenika me je vseskozi vodila zelja, da bi
razmeroma tezko snov mehanike trdnih teles in trdnosti na kar naj-
bolj enostaven in razumljiv, obenem pa strokovno korekten nacin pred-
stavil studentom, ki jim je u¢benik namenjen. Sodobni u¢beniki so sicer
pretezno napisani z uporabo simbolnega ali indeksnega zapisa in pravil
tenzorskega racuna, kar obcutno skrajsSa zapise in izpeljave. Preprican
sem, da bi tudi nasi Studentje zmogli osvojiti potrebne ves¢ine vsaj za
uporabo tistega dela tenzorskega racuna, ki je omejen na kartezijski
koordinatni sistem, a sem se vendarle odlocil za nekoliko staromoden
nacin zapisovanja nastopajocih koli¢in in enacb pretezno v eksplicitni

obliki.

Kjer je to le mogoce, je uporabljen vektorski zapis, zaradi nazornosti
pa so vektorske koli¢ine pogosto razvite tudi v skalarno obliko. Kot os-
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0.2 Oznake in koordinatni sistems

nova komponentnega zapisa nastopajocih vektorjev je praviloma privzet
kartezijski koordinatni sistem s koordinatami x, y, z in s pripadajocimi
enotskimi baznimi vektorji e, e,, e.. Ce je potrebno, so vpeljani Se
drugi kartezijski koordinatni sistemi, na primer koordinatni sistem s ko-
ordinatami &, 7, ¢ in enotskimi baznimi vektorji e¢, e, ec. V poglavju
o deformabilnem telesu so na kratko predstavljeni tudi krivocértni koor-
dinatni sistemi.

Skalarji so dosledno zapisani v navadnem, vektorji pa v krepkem tisku.
Nekateri strukturirani obseznejsi izrazi so razen v razviti obliki zapisani
tudi z ustreznimi vsotami oziroma v matri¢ni obliki. Razli¢ni nacini za-
pisa sicer navadno ne povedo ni¢ novega o vsebini obravnavanega izraza,
a so kljub temu prikazani zaradi primerjave z drugimi ucbeniki in kot
moznosti za ¢im enostavnejSo izpeljavo in predstavitev obravnavanih
enachb.



TOGO TELO

1.1 Splosno o togem telesu

Iz izkuSenj vemo, da se pod vplivom zunanjih sil vsako fizi¢no
telo deformira. Ze v uvodu smo omenili, da sta intenziteta in nacin
deformiranja odvisna od lastnosti snovi, geometrijske oblike in nacina
podpiranja telesa ter od velikosti in nacina delovanja zunanjih sil. V
vecini primerov so deformacije tako majhne, da jih s prostim ocesom
niti ne opazimo. To zlasti velja za elemente in sklope inzenirskih kon-
strukcij, pri katerih morajo biti deformacije omejene iz funkcionalnih in
estetskih razlogov. V tem poglavju se omejimo na trdna telesa, katerih
dimenzije, oblika in lega v prostoru se med delovanjem zunanjih sil le
malo spremenijo v primerjavi z njihovimi sicersnjimi razseznostmi. Kot
osnovo za mehansko analizo takih teles lahko vpeljemo zelo enostaven
matemati¢ni model, ki ga imenujemo togo ali nedeformabilno telo. Za
ta hipoteticni model je znacilno, da se med delovanjem zunanjih sil
spreminja le njegova lega v prostoru, njegova velikost in oblika, kakor
tudi medsebojne lege posameznih delcev pa ostanejo nespremenjene.

Model togega telesa je sicer v o¢itnem nasprotju z v uvodu omenje-
nim razumevanjem mehanizma trdne snovi, po katerem se sile v vezeh
med materialnimi delci pojavijo Sele med deformiranjem telesa. Po tej
logiki namre¢ v togem telesu ne bi bilo napetosti. Zato se moramo
pri uporabi matemati¢nega modela togega telesa zavedati, da gre v
resnici za deformabilno telo, le da lahko njegove deformacije pri izpe-
ljavi nekaterih osnovnih enacb trdnega telesa zanemarimo, ne da bi pri
tem naredili omembe vredno napako. Togo telo je torej najenostavnejsi
mozni matemati¢ni model za mehansko analizo trdnega telesa in smo
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1.2 Geometrijski opis telesa

ga ze spoznali v elementarni statiki togega telesa.

Preden za¢nemo s proucevanjem mehanskega stanja togega telesa,
se moramo seznaniti z dvema skupinama osnovnih podatkov. Prvo
skupino sestavljajo podatki o tem, kaksni sta oblika in velikost obrav-
navanega telesa ter kaksna je njegova lega v prostoru glede na izbrani
koordinatni sistem oziroma glede na druga telesa. Te podatke navadno
razberemo iz nacrta in jih na kratko imenujemo geometrijski opis telesa.
Druga skupina osnovnih podatkov govori o velikostih, smereh in nacinu
delovanja zunanjih sil in jih zberemo pod naslovom zunanja obtezba.

1.2 Geometrijski opis telesa

V geometrijskem smislu definiramo trdno telo kot mnozico medse-
bojno povezanih infinitezimalno majhnih delcev, ki ustrezajo konceptu
zvezne snovi. To mnozico imenujemo telo B. V obravnavanem c¢asu tg
zavzema telo B v trirazseznem (3-D) prostoru neko lego, ki je defini-
rana z obmoc¢jem 7 in njegovim robom .¥. V geometrijskem pogledu
je torej trdno telo doloceno s sklenjeno (zaprto) mejno ploskvijo ., ki
omejuje obmocje ¥ (slika 1.1). Povrsino mejne ploskve . oznacujemo
s S, prostornino obmocja ¥ pa z V.

Vcasih vpeljemo Se dodatno oznako B, s katero zelimo povedati, da
se telo B v ¢asu tp nahaja v stanju (legi, konfiguraciji) B. V nekem
kasnejSem casu t > ty bo isto telo B preslo v novo, na primer premak-
njeno lego B’ ali v novo, deformirano stanje B’.

Opazujmo dva delca, od katerih delec T lezi znotraj obmocja 7', delec
Q pa na mejni ploskvi .| Ker gre za neskon¢no majhna delca, lahko
njuni legi v prostoru dolo¢imo s tockama T in (). Zaradi preglednosti
navadno z isto ¢rko oznacimo tocko kot geometrijski element prostora
kakor tudi delec kot fizicni element telesa. UpoStevajo¢ ta dogovor v
nadaljevanju izpuScamo oznake za delce in jih predstavljamo kar s pri-
padajoc¢imi tockami v prostoru. Oznaka 7T na primer pomeni, da se
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1.2 Geometrijski opis telesa

delec T v casu ty nahaja v tocki T. Z oznako T’ pa povemo, da se
delec T v ¢asu t > ty nahaja v tocki T'.

Lego poljubne tocke in s tem lego pripadajocega delca v prostoru
opisemo s krajevnim vektorjem r glede na neko nepomicno tocko pro-
stora, na primer glede na tocko O. Ce izberemo za opis telesa kartezij-
skit koordinatni sistem z izhodiséem O in s koordinatami x, y, z, ki se
nanasajo na ortonormalno bazo e, e,, e,, lahko krajevni vektor tocke
T (zx,y, z) zapiSemo kot funkcijo kartezijskih koordinat

r=xe,+ye, +ze, =r(x,y,2). (1.1)

Pri tem se moramo zavedati, da je krajevni vektor r tocke T znotraj
telesa funkcija treh neodvisnih koordinat, krajevni vektor tocke () na
mejni ploskvi . pa doloca trojica koordinat, ki so medsebojno povezane
z enacbo ploskve ., kar poudarimo z oznako r,,.

Slika 1.1

Zapise vektorjev in drugih koli¢in, s katerimi imamo opraviti v tem
ucbeniku, lahko obc¢utno skrajsamo z uvedbo znaka za vsoto

t Po Reneju Descartesu - Chartesiusu, francoskem matematiku in filozofu, 1596—-1650.



1.2 Geometrijski opis telesa

r:inei:ijej (i,j =x,9,2). (1.2)
i j

Zaradi enostavnejSega pisanja smo vpeljali splosno oznako z; (i =
x,y, z) za kartezijske koordinate obravnavane tocke, tako da je

T pri t==x

r;=< y pri i=y . (1.3)
z pri 1=z

V enacbi (1.2) smo poudarili, da lahko pri zapisu vsote poljubno izbe-
remo sestevalne (sumacijske) indekse, na primer i, j, k, [, ...

Pomudimo se Se pri kartezijski koordinatni bazi e,, e,, e,. Bazni vek-
torji e,, ey, e, so enotski

e, e, =1, e, e, =1, e,-e, =1 (1.4)
in paroma pravokotni med seboj
e, e, =0, e, e, =0, e.-e, =0. (1.5)

V tej knjigi dosledno uporabljamo desnosu¢no koordinatno bazo, za
katero velja

e, X e, =e, e, X e; = —e,
e, X e, =¢e; e, Xe,=—¢€; (1.6)
€, X e, =e, e, X e, =—e,.

Enacbe (1.4) in (1.5) lahko zapisemo zelo na kratko
€€y :5ij (Zaj =Y, Z) (17)

V ta namen smo vpeljali Kroneckerjev' simbol dij, ki ima v skalarnem
zapisu nekaterih vektorskih enacb vlogo enotske matrike

t Leopold Kronecker, nemski matematik, 1823—-1891.



1.2 Geometrijski opis telesa

_JO pri i#j .
51J _{1 pI‘i Z:j (’L,]—Q?,y,Z), (18>
1 0 0
0i;]=10 1 0 (1.9)
0 0 1
Hitro se prepricamo, da lahko enac¢bo (1.7) zapiSsemo tudi takole
ei=) dije; (i,j =x,y,2). (1.10)
J
Podobno lahko na kratko zapisemo enacbe (1.6)
e, X e; :Zeijkek (4,5, k =z,y,2). (1.11)
k

Pri tem smo z e;;;, oznacili permutacijski simbol, za katerega velja

1 priijk =2xyz, yzx, zxy
Cijk = —1 vpriijk =yxz, zyr, x2Yy
0 vpri gk =zxz, Yyyy, 222, xTY, TYY, TTZ, TZZ,....

(1.12)

Permutacijski simbol e;;; ima torej vrednost 1 pri sodih permutacijah
indeksov, vrednost —1 pri lihih permutacijah indeksov in vrednost 0,
¢e ni permutacije (e sta vsaj dva od indeksov enaka).

Ce se dogovorimo, da latinski indeksi i, j, k, [, ... zavzamejo vrednosti
x, Yy, z, lahko v nadaljevanju opustimo navajanje zaloge vrednosti in-
deksov. Navajamo jih le v primerih, ko zelimo posebej poudariti, katere
vrednosti lahko zavzamejo posamezni indeksi.

Vrnimo se k geometrijskemu opisu trdnega telesa v ¢asu ¢y, ko se telo
B nahaja v stanju B! Orientacija mejne ploskve . je v vsaki njeni
tocki @) doloCena z enotskim vektorjem zunanje normale e,(Q). V
kartezijskih koordinatah je
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1.2 Geometrijski opis telesa

€, =€ng€r+enyeyt+en.e, :Zemei. (1.13)

7

1z zahteve, da je e,, enotski vektor

len| = e, =en-e,=1, (1.14)

sledi
efm%—eiy—keiz :Zemem =1. (1.15)

Komponente e, €y, €n. enotskega vektorja e, imenujemo tudi smer-
ni kosinusi vektorja e,, v bazi (e,, e,, e;), saj velja

e, e, =1-1-cos(e,,e;)=eny
en-€e,=1-1-cos(e,,e,) =eny (1.16)

e, e, =1-1-cos(e,,e,)=ey,,.
Zaradi komutativnosti skalarnega produkta je tudi

€ne = €1 - € = €xn, Eny = €y - € = Eyn, €nz =€z € = €Exn .

(1.17)

Slika 1.2

Glede na obliko mejne ploskve .7 in njeno lego v izbranem koordinat-
nem sistemu se smer enotskega vektorja normale spreminja od tocke do
tocke. Gre torej za vektorsko funkcijo koordinat tocke @)

11



1.2 Geometrijski opis telesa

€, = en(xaya Z) .

Ce razdelimo mejno ploskev . na konéno stevilo m elementarnih delov
A s ploscéinami AS; (slika 1.2), izracunamo njeno povrsino S takole

S=) AS;. (1.18)

Na sliki 1.2 smo z ¢§; oznacili mero za velikost AS; elementarne
ploskvice A.%;. Za §; praviloma vzamemo znacilno dimenzijo, ki doloca
velikostni red ploskvice. Ce manjsamo mero velikosti ¢; proti ni¢, lahko
povrsino S mejne ploskve . izracunamo s ploskovnim integralom

S=lim Y AS; = ]{ds. (1.19)

Pri tem smo s posebnim simbolom 55 oznacili, da je ploskev . sklenjena.
Ce mejna ploskev . ni gladka, jo razdelimo na kose .7, %%, %3, ..., na
katerih se zunanja normala e,, zvezno spreminja, in enacba (1.18) preide

sz/ds+/ds+/ds+.... (1.20)

S S I3

v naslednjo obliko

V primeru, da ima telo votline, ima razen zunanje sklenjene mejne
ploskve . tudi notranje sklenjene mejne ploskve Y;n), 5/3("), ... in je
skupna povrsina mejne ploskve dolo¢ena takole

S:]fds+ ]{ds+ ]fds+.... (1.21)
S

Podobno lahko izracunamo tudi prostornino V' telesa B, ¢e ga razdelimo
na n elementarnih delov A%} s prostorninami AV} in vzamemo, da gre
mera velikosti d; teh delov proti ni¢

m

V= lim Avj:/dv. (1.22)
m—oo j=1 &
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Prikazani geometrijski opis telesa je poseben primer bolj splosnega
opisa, pri katerem razen nepomicnega prostorskega kartezijskega ko-
ordinatnega sistema z bazo e, e,, e, vpeljemo Se telesni koordinatni
sistem, ki ga v poljubno izbrani tocki Tj togo pritrdimo na obravnavano
telo. V splosnem bi lahko za telesni koordinatni sistem izbrali katere-
gakoli od znanih 3-D sistemov. Obicajno, in tako tudi v tem u¢beniku,
se odloc¢imo kar za kartezijski koordinatni sistem s koordinatami &, 7, ¢,
ki se nanasajo na ortonormalno desnosucno bazo e¢, e, ec (slika 1.3).
V splosnem je baza telesnega koordinatnega sistema poljubno zasukana
glede na prostorski koordinatni sistem.

Slika 1.3

Sedaj lahko lego obravnavanega delca 7 v telesnem koordinatnem si-
stemu izrazimo s krajevnim vektorjem p

o=ECec+ne,+ (ec. (1.23)

Ce podobno kot v (1.3) za kartezijske koordinate v telesnem koordinat-
nem sistemu vpeljemo simboli¢no oznako z, (o= &,n,()

£ pri a=¢
To=4Mn pri a=n (1.24)
¢ pri a=¢(,

lahko tudi krajevni vektor @ zapiSemo z vsoto
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1.2 Geometrijski opis telesa

Q:Zxaeazzxﬁeﬂ (0575:677774.)' (125>
o B

V naSem primeru gre za geometrijski opis togega telesa, zato se lega
delca T glede na telesni koordinatni sistem ni¢ ne spremeni, cetudi se
telo premika v prostoru. To pomeni, da je krajevni vektor @ delca T
ves Cas enak. Seveda pa se pri tem spreminja krajevni vektor r, ki
doloca lego delca T glede na nepomicni prostorski koordinatni sistem.
Ce oznaéimo krajevni vektor telesnega koordinatnega izhodisca Ty z rg

rO:xoex—l—yoey—l—zoez:Zx()iei, (126)
je i
r=ro+o. (1.27)

Ob upostevanju enacb (1.23) in (1.26) je tako
r=(zoes +yoey +z0e:) +(Eec+rey+Ceg). (1.28)

Da bi lahko enovito izrazili krajevni vektor r v enem ali drugem od
obeh koordinatnih sistemov, moramo torej poiskati zvezo med baznimi
vektorji e¢, ey, ec in e,, e,, e,. Najpreprosteje je, ce izrazimo bazne
vektorje telesne baze e, e,, ec z njihovimi komponentami glede na
bazo nepomicnega prostorskega koordinatnega sistema e, e, e,

€ = €¢€; + egyey + €¢ €,
e, = ey + epyey + €€, (1.29)
€ = ecz€; + ecyey +ecz€e;.

Primerjava z enacbami (1.13) in (1.16) pove, da so komponente baznih

vektorjev e¢, e,, e glede na bazo e;, e,, e, po vrsti enake smernim
kosinusom smeri &, 1, ¢ glede na smeri z, y, z

eer = cos(&, x) enaz = cos(n, x) ecy = cos((, )
eey = cos(&,y) eny = c0s(1, y) ecy = cos(Cy)  (1.30)
e¢, = cos(&, z) en, = cos(n, z) ec. = cos((, z) .

14



1.2 Geometrijski opis telesa

Enacbe (1.29) pogosto zapisemo v matri¢ni obliki

ali simboliéno

Enacbe (1.29) lahko zapiSemo tudi z uporabo znaka za vsoto

¢ €cx Gty CE¢z €z
€y (= | bnz Eny Enz Cy
7 €z €ly €z €z

{ea} = [eail{ei}-

eazzeaiei (Oé:fﬂ?,C; i:a:,y,z).
7

Matrika

Céx €y €&z
[eail = €nz  CEny  Enz
€ €y €z

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

predstavlja linearno transformacijo koordinat x,y, z v koordinate

&, n, ¢. Imenujemo jo transformacijska matrika. Zaradi komutativnosti

skalarnega produkta je

€Cai = €n "€ =€ €4 = € -

(1.35)

Ker so tudi bazni vektorji e¢, e,, e; enotski in medsebojno pravokotni,

velja
€¢

€y
€¢
¢
€n

€¢

-e§:e§x+e§y+ezz =1

_ 2 2 2 _
ey =ep, te, te, =1

_ 2 2 2 _
‘eé‘—egm‘f—ecy“[‘egz—l
“€y = €gplpg T Ceylny + €cz€y. =0
"€ = CneCie T epyley +enzecz =0

"¢ = €(zCex + ecyCey + €(2Cey = 0.

(1.36)

Transformacijska matrika [e,;] je dolo¢ena z devetimi smernimi kosi-

nusi, ki pa morajo ustrezati Sestim ena¢bam (1.36). To pomeni, da so
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med devetimi smernimi kosinusi le trije neodvisni. Ugodno bi bilo, ¢e bi
lahko odvisne koeficiente transformacijske matrike izlocili in preslikavo
(1.31) izrazili le s tremi neodvisnimi koeficienti. Zaradi nelinearnosti
zvez (1.36) to ni mogoce; vendar se izkaze, da lahko s transformacijsko
matriko v obliki (1.34) uspesno resimo celo vrsto nalog. Ce Zelimo pre-
slikavo (1.31) izraziti le s tremi neodvisnimi koeficienti, moramo za opis
transformacije uporabiti druge parametre, na primer Eulerjevel kotet.

Bazi e,, ey, e, in e, e,, e; sta v matematicnem pogledu popolnoma
enakovredni, zato lahko, podobno kot v enacbi (1.29), tudi bazne vek-
torje prostorskega koordinatnega sistema e, e,, e, izrazimo glede na
telesno bazo e¢, e,), e¢

(S €xe Cxn Cx¢ €¢
€y (= | Gys Cyn €y¢ €y (1.37)
e, €x¢ ezn €z¢ eC

oziroma simboli¢no
{e;} = lein]{€a}- (1.38)
Matrika [e;o] je o¢itno transponirana transformacijska matrika

[eia] = [eail” (1.39)
saj jo ob upostevanju enacbe (1.35) dobimo tako, da v matriki [e,;]
zamenjamo vrstice s stolpci ali narobe. Ce enacbo (1.32) pomnozimo z

leve strani z inverzno transformacijsko matriko [en;] ™

leai] M {ea} = [eai] leail{ei} = [I]{e;} = {ei}, (1.40)

primerjava z enacbama (1.38) in (1.39) pokaze, da je inverzna transfor-
macijska matrika enaka transponirani transformacijski matriki

[eail ™' = [eai]” (1.41)

t Leonhard Euler, Svicarski matematik, 1707—1783.
t Glej n. pr. knjigo: M. Saje, Kinematika in dinamika, FGG, Ljubljana (1994).
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Zato je
[eai“eai]T = [eai]T[eai] =[I], (1.42)

kjer smo z [I] oznacili enotsko matriko

1 0 0
[1]=[0;5]=]0 1 0 (1.43)
00 1

Hitro se tudi lahko prepricamo, da je determinanta |e,;| transformacij-
ske matrike [e,;] enaka +1

Cex  Cgy CLz
det [eqi] = |eail| = |€nz  €ny €nz| =e€c- (e, xec)=+1. (1.44)
€x  CCy €¢z
Pri tem smo upostevali, da je meSani produkt baznih vektorjev
desnosucéne ortonormalne baze enak +1.

Transformacijsko matriko, ki ustreza navedenim zahtevam, imenujemo
ortogonalna matrika, transformacijo, ki jo opisuje, pa ortogonalna
transformacija. NajpomembnejSe lastnosti ortogonalne transformacij-
ske matrike lahko torej strnemo v naslednjih ugotovitvah:

e Vsota kvadratov elementov vrstice ali stolpca transformacijske ma-
trike je 1

Z €qi€ai = 1 (i=2x,y,%2), (1.45)

Zeiozeioz =1 (O‘:£7n7c>' (146>

e Vrednost skalarnega produkta dveh razli¢nih vrstic ali dveh razlic-
nih stolpcev je 0

Zeaieﬁizo (057&5; i:x,y,z), (147>
Zeiaejazo (27&‘7’ 04:67777()' (148>
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1.2 Geometrijski opis telesa

Z uporabo Kroneckerjevega simbola lahko enacbe (1.45) do (1.48)
zapisemo Se krajse

Z €ai €87 = 504,8
i

Z €ia €ja = 5ij
«

(i, j=z,9,2; a,8=¢&n,(). (1.49)

e Inverzna transformacijska matrika je enaka transponirani transfor-

macijski matriki
eai) ™! = [ead] (1.50)

[eai”eai]T = [eai]T[eai] =[I]. (1.51)
e Determinanta transformacijske matrike je enaka +1

det [eqi] = |€ail = 1. (1.52)

Koncno zapisimo $e enacbo (1.27) za krajevni vektor r delca T, vendar
glede na prostorski koordinatni sistem z bazo e;, e,, e, ! Upostevajoc
enacbe (1.2), (1.25) in (1.26) se enacba (1.27) glasi

Zmiei:ZacOiei—I—ZaEaea. (153)

Ce bazne vektorje e, izrazimo s transformacijskim pravilom (1.33),
lahko enacbo (1.53) zapisemo takole

in e; = Z (a:m- + Za:aem) e;. (1.54)

Kartezijske komponente z; krajevnega vektorja r v bazi e;, e,, e, lahko
torej izrazimo na naslednji nacin

T; = Xo; + Zﬂia €qi - (1.55)
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1.2 Geometrijski opis telesa

Oglejmo si Se poseben primer, pri katerem izhodis¢i prostorskega in
telesnega koordinatnega sistema sovpadeta v isti tocki Tj,. Tedaj je
ro = 0 oziroma r = g in enacba (1.54) se glasi

T; = Zxa Cai (1.56)

oziroma v matri¢nem zapisu

{zi} = [eial{za}- (1.57)

Z obratom gornje enacbe dobimo

{za} = leail{zi} (1.58)

oziroma v komponentni obliki

To = sz Covi - (1.59)

Z enacbami (1.56) do (1.59) smo torej predstavili pravilo za transforma-
cijo koordinat krajevnega vektorja pri preslikavi med dvema kartezij-
skima koordinatnima sistemoma s skupnim izhodis¢em. Pravilo lahko
posplosimo na transformacijo komponent poljubnega drugega vektorja.
Kot primer vzemimo vektor v, ki je v bazi e,, e,, e, podan s kompo-
nentami v;

v:vmem+vyey+vzez22viei. (1.60)

K3

Njegove komponente v, v novi bazi e¢, e,, e, dolo¢imo na enak nacin
kot komponente krajevnega vektorja z enacbami

Vo = Zvi Cai (Oé = ga’r]a C; 1= x,Y, Z) (161)

ali matriéno

{Uoz} = [eai]{vi}- (1.62)
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1.2 Geometrijski opis telesa

Zapisimo enacbo (1.62) Se v razviti obliki

Ve €ex  Cey C¢ Uz
Uy ¢ = | €nz €ny €z Uy P (1.63)
U¢ €z Cy €¢z Uz

Do enakega rezultata pridemo, ¢e vektor v zapiSemo v obeh bazah
V="U,€, +v,€e, +V,e, =vce+v,e,+ vcec, (1.64)

dobljeno enakost po vrsti pomnozimo z baznimi vektorji e¢, e,, ec in
upostevamo komutativnost skalarnega produkta (e;o = €qi)-

\ﬂ Yy
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\\
\
\ £
\ -
e, e -
T}k‘“ Y P
e -
oo x
0 cr

Slika 1.4

Za ilustracijo si oglejmo ravninski primer, pri katerem je vektor v glede
na koordinatno bazo e,, e,, e, podan s komponentama v, in v, (v, =
0)

V=056, +U,€,. (1.65)

V isto izhodisce O postavimo Se drug kartezijski koordinatni sistem z
bazo e¢, e, e¢, ki ga dobimo tako, da prvotno bazo zasucemo okoli osi
z za kot « (slika 1.4). Transformacijska matrika, ki dolo¢a lego novega
koordinatnega sistema glede na prvotnega, je tedaj
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1.3 Zunanja obtezba

€cx ey € cosa sina 0
€nz €ny €n: | = | —sina cosa O . (1.66)
€tz €ECy €z 0 0 1

Komponente vektorja v v novi bazi e¢, e,, e; dobimo z enacbo (1.63)

Vg cosa sina 0 Vg Vg COS ¢ + Uy, SIN (v
vy ¢ = | —sina cosa 0 Uy ¢ = —Vg SN+ vy COS
v¢ 0 0 1 0 0
(1.67)

Rezultat pove, da vsako od novih komponent izracunamo kot vsoto
projekcij starih komponent na nove koordinatne smeri. Dobljene zveze
med komponentami vektorja v v obeh koordinatnih sistemih lahko brez
tezav preverimo na sliki 1.4.

V literaturi je transformacijska matrika pogosto oznacena s [T']7
feai] = [T]T. (1.68)

Zaradi enacb (1.39) do (1.44) je tedaj

leia] = lead)” = ((T]T)" = [T], (1.69)
T =TT = [T[T]=[T)T)" =[I],  (L.70)
det[T]=|T| =1 (1.71)

1.3 Zunanja obtezba

V fiziki so sile vpeljane kot koli¢ine, s katerimi opiSemo medseboj-
ne mehanske vplive teles. Pri trdnih telesih gre bodisi za neposredni
stik prek mejnih ploskev dveh ali vec teles, bodisi za sile, ki s poljubne
razdalje delujejo na mase oziroma prostornine teles.
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1.3 Zunanja obtezba

Slika 1.5

Vse sile, ki delujejo na obravnavano trdno telo, zajamemo s skupnim
pojmom zunanja obtezba. V okviru koncepta zveznih teles vpeljemo
za sile, ki se prenasajo prek mejne ploskve telesa, pojem specificne
povrsinske obtezbe (sila na enoto plogéine, na primer N/m?), za sile,
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1.3 Zunanja obtezba

ki delujejo na maso oziroma prostornino telesa, pa pojem specificne
prostorninske obtezbe (sila na prostorninsko enoto, na primer N/m?).

Pogosti so primeri, da specificna povrsinska obtezba deluje na del
povrsine telesa, ki je zelo majhen v primerjavi s celotno povrsino.
Tovrstno obtezbo navadno nadomestimo s tockovnimi silami in dvo-
jicami, ki smo jih ze spoznali v statiki togih teles.

Naj bo AP rezultanta vseh povrsinskih (kontaktnih) sil, ki delujejo na
konéno velikem elementu A.# mejne ploskve . (slika 1.5-a). Ce ozna-
¢imo z § mero velikosti elementarne ploskvice A.#, lahko ugotovimo,
da sta plos¢ina AS elementarne ploskvice A.¥ in s tem tudi sila AP
velikostnega reda 62. Zato z limitnim procesom, pri katerem gre § proti
ni¢, dobimo

AP AP dP

lim 7o = Jim 75 = 55 = Pn(@)- (1.72)

Pri tem je p,, vektor, ki dolo¢a specificno povrsinsko obtezbo. Vektor
specificne povrsinske obtezbe p,, ima v splosnem v vsaki tocki () mejne
ploskve . drugaéno smer in velikost (slika 1.5-b), ki je na dolocenih
podro¢jih lahko tudi ni¢. Gre torej za vektorsko funkcijo tocke @Q; v
kartezijskih koordinatah je na primer

Prn = Pn(l’,y,«z) = pnm(x7y7z) € +pny($7y7 Z) €y +pnz($7y7 Z) €,

(1.73)

kar lahko na kratko zapisemo z vsoto

Pn = anj €; (] :x,y,z). (174>
J

Na podoben naéin definiramo tudi prostorninsko obtezbo. Ce je AF
rezultanta prostorninskih sil, ki delujejo na elementarni del telesa A7,
dobimo z limitnim procesom, pri katerem gre prostornina AV tega ele-
mentarnega dela proti nic
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1.3 Zunanja obtezba

. AF . AF dF
lim — = 1 =

W Ay = A, v ~ gy V- (175)

Pri tem je v vektor, ki doloc¢a specificno prostorninsko obtezbo kot
vektorsko funkcijo tocke T'. V kartezijskih koordinatah je tako

v=v(z,y,2) =0(2,y, 2) € + vy(z,y,2) ey +v.(z,y,2) e, (1.76)

oziroma

V:Z’Uj €; (j==x,y,2). (1.77)

j

Specificno prostorninsko obtezbo v lahko izrazimo tudi s pripadajoco
specificno masno obtezbo f. V ta namen se najprej spomnimo definicije
gostote snovi v obravnavani tocki telesa. Ce ozna¢imo z Am maso, ki
pripada elementarnemu delu telesa A% s prostornino AV, je gostota p
definirana kot specifi¢na masa, saj jo merimo v [kg/m?]

) Am  dm
P AV T v (1.78)
Specificno masno silo vpeljemo z enacbo
AF  dF
f = = (1.79)

im — =—.
Am—0 Am dm
Pri tem je f vektor, ki doloca specificno masno silo, to je zunanjo silo

na enoto mase (na primer N/kg). S tem sledi iz enacb (1.75), (1.78) in
(1.79) zveza med specificno prostorninsko in specificno masno obtezbo

v =pf. (1.80)

Najbolj znan primer specificne masne sile je gravitacijska sila Zemlje
(If] = g = 9.81ms™2). V tem primeru je specificna prostorninska
obtezba v po velikosti enaka specificni tezi snovi

V] = pg = s (1.81)
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1.3 Zunanja obtezba

in je usmerjena proti srediscu Zemlje.

Specificne masne in prostorninske sile so torej vektorske funkcije, defini-
rane znotraj obmocja telesa 7'; v kartezijskih koordinatah je na primer

f= f(x,y, Z) = fm(xayaz) ey + fy(xayaz) €y + fz(xayvz) €. (182)

ali na kratko

f=> fie (j==y,2). (1.83)
J

To pomeni, da imata sicer kolinearna vektorja f in v v vsaki tocki
znotraj telesa drugacno smer in drugacno velikost. Podobno velja za
gostoto p, le da gre v tem primeru za skalarno funkcijo, ki se spreminja
od tocke do tocke znotraj telesa

p(T) = p(z,y,2). (1.84)

Gostota je primer skalarnega polja, specificna masna in prostorninska
sila pa sta primera vektorskih polj nad obsegom realnih Stevil.

Teznostni pospesek Zemlje g ima sicer smer proti srediscu Zemlje in se
torej po smeri spreminja v odvisnosti od lege tocke telesa na Zemljinem
povrsju. Ker pa so izmere inzenirskih konstrukcij, ki nas zanimajo,
praviloma zelo majhne v primerjavi z velikostjo Zemlje, lahko vza-
memo, da ima teznostni pospeSek konstantno smer in konstantno ve-
likost 9.81 ms~2. Ce je material homogen, ima tudi gostota konstantno
vrednost. V tem primeru ima specificna prostorninska obtezba v vsaki
tocki telesa isto smer in isto velikost; specificna teza homogene snovi je
primer konstantnega vektorskega polja.

Ce obravnavamo zunanjo obtezbo s stalis¢a inzenirske oziroma kon-
strukcijske mehanike, kjer imamo pretezno opraviti z mirujoc¢imi telesi
(konstrukcijami), lahko zunanjo obtezbo opredelimo $e podrobneje. Ce
naj konstrukcija miruje, mora biti na ustrezen nacin podprta, torej
pritrjena na podlago. Kot primer vzemimo nosilno voziséno plosco
mostu. Plosca je podprta s krajnimi in vmesnimi oporniki, ti pa se
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1.4 RavnoteZje trdnega telesa

spet s temelji opirajo na naravna tla. Zunanjo obtezbo takih konstruk-
cij lahko razdelimo na aktivno in pasivno. Aktivno obtezbo mostne
konstrukcije predstavljata na primer stalna obtezba, ki je sestavljena
iz lastne teze konstrukcije, asfaltne prevleke, ograje in instalacij, ter
prometna obtezba vozil in pescev na mostu. K aktivni obtezbi Stejemo
tudi vpliv snega, vetra ali potresa na konstrukcijo, udarce ledu ob
opornike in druge vrste obtezb, ki neodvisno vplivajo na konstrukcijo.
Pasivno obtezbo pa predstavljajo sile, ki se prenasajo na konstrukcijo
v podporah in jih obic¢ajno imenujemo reakcije. Za pasivno obtezbo je
znacilno, da se pojavi na podprtih delih mejne ploskve in se spreminja v
odvisnosti od aktivne zunanje obtezbe tako, da je vseskozi zagotovljeno
mirovanje konstrukcije.

Mirujoce trdno telo je praviloma podprto na dolocenem delu zunanje
mejne ploskve. Sile, s katerimi podpore delujejo na telo, pristevamo
torej med povrsinsko obtezbo. Ce ni posebej poudarjeno drugace, so
v zunanji specificni povrsinski obtezbi p,, zajete tako aktivna zunanja
obtezba kakor tudi reakcijske sile v podporah.

1.4 Ravnotezje trdnega telesa

Kakor je znano iz statike, se pogoj za mirovanje trdnega telesa
izraza z zahtevo, da mora biti telo v ravnotezju. To pomeni, da morata
biti rezultanta R vseh zunanjih sil, ki delujejo na telo, in njihov rezul-
tirajo¢i moment M, izracunan glede na poljubno izbrano tocko v pro-
storu, enaka nic.

Vpliv zunanjih sil na telo smo zajeli s specificno povrsinsko in specifi¢no
prostorninsko zunanjo obtezbo, ki sta v sploSnem na poljuben nacin
porazdeljeni po mejni ploskvi .# in po zaprtem obmocju ¥ (slika 1.5-b).
Zato lahko pogoja za ravnotezje trdnega telesa zapiSemo na naslednji
nacin

R:% pnd5+/ vdV =0 (1.85)
S v
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1.5 Notranje sile in napetosti

M:]{rnxpndS—}-/rxvdV:O. (1.86)
7 v

Enacbi (1.85) in (1.86) izrazata ravnotezna pogoja, ki jima mora
zadosScati zunanja obtezba na mirujoc¢em telesu. To sta osnovni enacbi
statike togega telesa. Zunanjo obtezbo, ki zadoSc¢a ravnoteznima pogo-
jema (1.85) in (1.86), imenujemo uravnotezena ali staticno dopustna
zunanja obtezba.

1.5 Notranje sile in napetosti

Z enacbama (1.85) in (1.86) smo opredelili staticno dopustno zu-
nanjo obtezbo trdnega telesa. Nicesar pa omenjeni enacbi ne povesta
o tem, kaksne sile se med delovanjem uravnotezene zunanje obtezbe
pojavijo znotraj telesa.

Da bi lahko dolocili tudi sile, ki delujejo na poljuben materialni delec
T, si zamislimo, da prerezemo telo s poljubno ravnino II,,, ki gre skozi
obravnavani delec oziroma skozi tocko T', s katero je dolocena lega tega
delca v prostoru (slika 1.6). S tem razdelimo telo B na dve telesi By
in By, obmocje telesa ¥ s prostornino V pa na obmoc¢ji #7 in 75 s
prostorninama V; in V5 in mejno ploskev .# s ploséino S na ploskvi .7
in .%5 s plos¢inama Sp in So

AN V=V +Vh (1.87)
U S =S, S=5+09,. (188)

Obmocje 7] je omejeno s ploskvijo . in z ravninskim prerezom 7,
z zunanjo normalo e,, medtem ko je obmocje #5 omejeno s ploskvijo
Y in ravninskim prerezom .7;, ki ima nasprotno usmerjeno zunanjo
normalo e,

en = —e,. (1.89)

Pri prerezih o7; in 47, gre seveda za isti presek telesa B z ravnino 11,,,
le da ga enkrat opazujemo z ene, drugi¢ pa z druge strani. Zato za
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1.5 Notranje sile in napetosti

ploscini A; in A, velja

a oy,

n

Slika 1.6

Ker morata biti telesi B; in By vsako zase v ravnotezju, sklepamo,
da morajo v ravninskih prerezih o7, in 7; delovati notranje specificne
povrsinske sile, ki nadomescajo mehanski vpliv drugega dela telesa.
Te povrsinske sile imenujemo napetosti. Ce obravnavamo delec T kot
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1.5 Notranje sile in napetosti

element prereza .7,, pripada temu delcu napetost o,,, ki v tocki T
nadomesca vpliv telesa By na telo By. Ce pa obravnavamo isti delec
T kot element prereza .o/;, mu pripada napetost o, ki v tocki T
nadomesca vpliv telesa By na telo By. V fizikalnem pogledu je vek-
tor napetosti o, povsem enakovreden vektorju specificne povrsinske
obtezbe p,, le da ta deluje na zunanjo mejno ploskev telesa, vektor o,
pa na namisljeno prerezno ploskev o7, znotraj telesa.

V splosnem primeru pripadajo razlicnim toc¢kam prerezne ploskve .o,
napetostni vektorji, ki so po velikosti in po smeri razlicni med seboj.
Vektorsko polje o, (z,y, z) torej opisuje porazdelitev notranjih sil po
izbranem preCnem prerezu.

Zvezo med vektorjema o in o5 poiS¢emo tako, da zapiSemo ravnotezna
pogoja za vsak del telesa posebej

Telo Bi:

/ a’ndAn+/ pnd5+/ vdV =0 (1.91)
A A 2

/ rnxo'ndAn—i—/ rnxpndS—i—/ rxvdV =0. (1.92)
ot S 2

Telo Bsy:
dﬁ <5ﬁ2 7/2
/ rnxaﬁdAﬁ—l—/ rnxpndS—}-/ rxvdV =0. (1.94)
A S Vo

Ce sestejemo enacbi (1.91) in (1.93) oziroma (1.92) in (1.94), dobimo

/ (a’n—i—a'ﬁ)dAn—l—?{ pndS—f—/vdV:O (1.95)
Ay, 5 v

/ rnx(a'n—i—a',—l)dAn—i—]{ rnxpndS—l—/rxvdV=0.
o, 7 v
(1.96)
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1.5 Notranje sile in napetosti

V drugem in tretjem c¢lenu gornjih enacb prepoznamo levi strani
ravnoteznih enacb (1.85) in (1.86) za zunanjo obtezbo telesa kot celote.
Ob upostevanju enacb (1.85) in (1.86) je zato

/ (op +05r)dA, =0

n (1.97)
/ r, X (o, +0o5)dA, =0.
78

Gornji enachbi sta zagotovo izpolnjeni, ¢e je v poljubni tocki prereza .7,
izpolnjen pogoj

On=—0p. (1.98)
To je znani zakon akcije in reakcije, izrazen z napetostmi.

Da je to tudi edina resitev enacb (1.97), se lahko prepricamo z nasled-
njim razmislekom. Vzemimo, da iz obmocja ¥ obravnavanega telesa
izrezemo poljubno podobmocje ¥, omejeno s sklenjeno ploskvijo %,
in sicer tako, da to podobmocje vsebuje obravnavani materialni delec
T (slika 1.7). Prerez podobmocja #* z ravnino II,, je omejena ploskev
<. Na mejno ploskev .#* delujejo napetosti, ki predstavljajo vpliv
preostalega dela telesa ¥ na podobmocje ¥ * in zadoS¢ajo ravnoteznim
pogojem. Zato na podoben nacin kot za celotno prerezno ploskev .o,
dobimo za del prerezne ploskve .27 naslednja ravnotezna pogoja

/ (op+ 05 )dA, =0

i (1.99)
/ r, X (o, +0o5)dA, =0.
oy

Ker smo podobmocje #* in s tem tudi delno prerezno ploskev .7
poljubno izbrali, je pogojema (1.99) zados¢eno le, ¢e je izpolnjena
enacba (1.98).
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1.5 Notranje sile in napetosti

Slika 1.7

Enac¢bi (1.97) si lahko predstavljamo tudi kot ravnotezna pogoja za
ravninski prerez .7, kot samostojno “telo”, ki nima debeline in zato tudi
ne prostorninskih sil (slika 1.8). Tako “telo” ima dve zunanji normali
e, in e; = —e,, ki sta vzporedni, a nasprotno usmerjeni.

OndAn

dﬂn

Slika 1.8

Napetostni vektor o, v poljubni tocki T" znotraj telesa torej pripada
ravninskemu prerezu o7, skozi tocko T z zunanjo normalo e,. Ce
prerezemo telo skozi tocko T' z neko drugo ravnino II, z normalo e,
dobimo nov prerez .7,, ki mu v isti tocki T" pripada drug napetostni
vektor o,. Napetostni vektor, ki pripada tocki T', je torej odvisen od
orientacije ravnine, s katero navidezno prerezemo telo skozi tocko T
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1.5 Notranje sile in napetosti

Zato lahko napetostni vektor o, (T") opredelimo kot notranjo specifi¢no
povrsinsko silo, ki v to¢ki T' pripada ravnini z zunanjo normalo e, (7).
To pomeni, da moramo pri opisu napetostnega stanja obravnavanega
delca razen velikosti in smeri napetostnega vektorja podati tudi zunanjo
normalo ravnine, ki ji ta napetostni vektor pripada.

Slika 1.9

V splosnem ne poznamo niti velikosti niti smeri napetostnih vektor-
jev o, ki pripadajo razlicnim tockam prereza «7,. Kakor pokazemo v
nadaljevanju, pa lahko iz ravnoteznih pogojev za enega od obeh delov
telesa dolo¢imo rezultanto in rezultirajoci staticni moment napetosti
glede na poljubno izbrano tocko prereza. Na sliki 1.9 smo z dIN,
oznacili elementarno povrsinsko silo, ki predstavlja rezultanto specificne
povrsinske sile o, na infinitezimalni ploskvici d.«7, okrog obravnavane
tocke T'. Rezultanto N,, vseh elementarnih povrsinskih sil in s tem vseh
napetostnih vektorjev o, v prerezu %, imenujemo notranja sila, njihov
rezultirajo¢i moment M, glede na poljubno izbrano referen¢no tocko
O,, € @7, pa notranji moment prereza, .7,

Nn:/ o, dA, (1.100)
o,

n

M, = On X 0, dA,, . (1.101)
A,
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1.5 Notranje sile in napetosti

Pri tem je o, krajevni vektor, ki doloca lego tocke T' glede na izbrano
referencno tocko O,,, kar pomeni, da lezi v ravnini preCnega prereza .o,
in ima zacetek v tocki O,, (slika 1.9). Ce izberemo tocko O,, tudi za
izhodisce krajevnih vektorjev r v enacbah (1.92) in (1.94), izpeljemo iz
enacb (1.91) do (1.94), (1.98) ter (1.100) in (1.101) naslednje zveze

Nn:/ pndS—i—/ vdV (1.102)

S Va

Mn:/ rnxpndS+/ r x vdV (1.103)
P Vo

Nn:/ pndS—i—/ vdV (1.104)
S 21

Mﬁ:/ rnxpndS—I—/ rxvdV. (1.105)
S V21

Notranja sila N,, in notranji moment M,,, ki pripadata delu telesa 71,
torej nadomescata vpliv zunanje obtezbe, ki deluje na del telesa 75
in obrnjeno: notranja sila Nj in notranji moment My, ki pripadata
delu telesa 75, nadomescata vpliv zunanje obtezbe, ki deluje na del
telesa #1. V obeh primerih gre torej za fiktivni sili in momenta, s
katerimi nadomestimo medsebojni vpliv obeh delov telesa, ne da bi pri
tem poznali dejanski potek napetosti v prerezni ploskvi.

Ob upostevanju enacbe (1.98) v enacbah (1.100) in (1.101) lahko ugo-
tovimo, da sta notranji sili N,, in N5 po velikosti enaki, imata pa
nasprotni smeri. Prav tako sta po velikosti enaka, po smeri pa razlicna
notranja momenta MM, in Mj.

N, = —N, (1.106)
M, = —M,, . (1.107)
V ravnoteznih enac¢bah (1.102) do (1.105) poznamo integracijska ob-
mocja Y1, Y3, 1 in .Y, kakor tudi zunanjo obtezbo p, in v. S temi

podatki lahko torej dolo¢imo notranjo silo in notranji moment, s ka-
terima navidezno lo¢ena dela telesa v prerezu 7, delujeta drug na
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1.5 Notranje sile in napetosti

drugega. Ce v enacbah (1.104) in (1.105) upostevamo zvezi (1.106) in
(1.107), dobimo

Nn:—/ podS— [ vav (1.108)
yl 7/1

Mn:—/ rnxpndS—/ rxvdV. (1.109)
yl 7/1

Primerjava z enacbama (1.91) in (1.92) ob upostevanju oznak (1.100) in
(1.101) pove, da smo notranjo silo N, in notranji moment M,, dejansko
izracunali iz ravnoteznega pogoja za del telesa #;. Podobno bi notranjo
silo N7 in notranji moment My izracunali iz ravnoteznih pogojev za
del telesa ¥4 1.

V nadaljevanju se bomo posvetili nalogi, da napetosti o, dolo¢imo tako,
da bosta izpolnjeni enacbi (1.100) in (1.101). Z drugimi besedami to
pomeni, da moramo z napetostmi o,, “pokriti” notranje sile v izbranem
prerezu telesa, ki smo jih sicer dolocili iz ravnoteznih pogojev. Opisani
pristop dejansko predstavlja temeljno vodilo pri resevanju vsakovrstnih
prakticnih problemov konstrukcijske mehanike.

V tem poglavju smo torej vpeljali pojem napetosti. Napetost o, smo
v izbrani tocki telesa definirali kot specificno notranjo povrsinsko silo
v prerezu telesa z ravnino z normalo e,. V prerezu .7, se napetostni
vektor o, spreminja od tocke do tocke; v izbrani tocki T pa sta velikost
in smer napetostnega vektorja o, odvisni od izbire ravnine skozi to
tocko. Se enkrat poudarimo, da je napetostno stanje v tocki T odvisno
le od zunanje obtezbe ter geometrijskih in materialnih lastnosti telesa;
napetostni vektor, ki to stanje opisuje, pa je odvisen od izbire ravnine,
s katero navidezno prerezemo telo skozi tocko T'.

t Ta pristop smo ze s pridom izkoristili pri statiki stati¢no doloc¢enih linijskih nosilcev,
kjer se precni prerez dejanskega trirazseznega linijskega elementa reducira v eno samo
tocko, v kateri je vpliv sosednega dela nosilca nadomeséen s tockovno notranjo silo in s

tockovnim notranjim momentom.
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1.5 Notranje sile in napetosti

Napetostni vektor o, ki v tocki T" pripada ravnini II,, z normalo e,,,
lahko razstavimo v njegovo normalno komponento o, in strizno ali
tangencialno komponento o, (slika 1.10)

O, = Opn €, + Ont €. (1.110)

daty, € 11,

Slika 1.10

Pri tem je smernica enotskega vektorja e; dolocena s presec¢nico ravnine
I1,, z ravnino, ki jo dolocata vektorja o, in e, . Enotska vektorja e,, in
e; sta torej med seboj pravokotna

e, e, =1 e e =1 e, e =0. (1.111)

Normalno in strizno komponento napetostnega vektorja o, dolo¢imo
kot projekciji tega vektorja na smernici enotskih vektorjev e,, in e;

Onn = Op - €, (1.112)
Ont = Op * €¢. (1113)

Oglejmo si Se, kako je z napetostmi v ravnini z “negativno normalo”
en = —e, (slika 1.11). Iz enacbe (1.98) vemo, da je

Op — —0Op .
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1.5 Notranje sile in napetosti

V ravnini z negativno normalo e; = —e,, dobimo normalno napetost
kot projekcijo napetostnega vektorja oz na normalo ej

Onn = Of "€ = (—O'n) . (—en) = Onn , (1.114)
strizno napetost pa kot projekcijo na enotski tangencialni vektor ez
Onf = O - €7 = (—0y,) - (—€) = opt . (1.115)

Pri tem smo tudi enotskemu tangencialnemu vektorju e; spremenili
smer v e; = —e; (slika 1.11).

Slika 1.11

Enac¢bi (1.114) in (1.115) kazeta, da so skalarne vrednosti napetosti,
ki delujejo na obravnavani delec, enake, ne glede na to, ali opazujemo
delec s “pozitivne” ali “negativne” strani. Ce na primer na delec deluje
natezna normalna napetost o,,, = ¢ v smeri pozitivne normale e,
potem deluje v smeri negativne normale e; prav tako natezna normalna
napetost opn = q.

Ce obravnavamo napetostno stanje v kartezijskih koordinatah, je
posebno zanimiv primer, da v opazovani tocki 1" prerezemo telo s katero
od koordinatnih ravnin izbranega koordinatnega sistema. Oglejmo si
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1.5 Notranje sile in napetosti

primer, da prerezemo telo z ravnino II, z normalo e, (slika 1.12).

Slika 1.12

Napetostni vektor o, ki v tocki T pripada ravnini 1, z normalo e,
razstavimo v smereh enotskih vektorjev e,, e, in e,

Oy = 0gp €y + Ogy€y +0,.€,. (1.116)

Komponento o¢,, imenujemo normalna napetost v ravnini z normalo
e;, komponenti 0., in 0,. pa sta tangencialni ali strizni napetosti v
smereh y in z.

Ce bi v tocki T prerezali telo z ravnino II, z normalo e,, oziroma z
ravnino I, z normalo e, bi analogno dobili

Oy =0yz €y + 0y €y +0y.€, (1.117)

O, =06, +0,ye,+0,..e,. (1.118)

Da bi lahko napetosti, ki v tocki T pripadajo vsem trem koordinatnim
ravninam, prikazali na eni sami sliki, izrezemo iz neposredne okolice
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1.6 Ravnotezni pogoji, izraZeni z napetostmi

tocke T infinitezimalno majhen kvader, ¢igar stranske ploskve so vzpo-
redne koordinatnim ravninam, in nariSemo napetosti, ki delujejo v teh
ploskvah (slika 1.13).

Slika 1.13

Pri tem se moramo zavedati, da vse prikazane napetosti dejansko pri-
padajo tocki T' in smo jih na elementarnem kvadru narisali le zaradi
preglednosti.

1.6 Ravnotezni pogoji, izrazeni z napetostmi

V razdelku 1.4 smo z enacbama (1.85) in (1.86) zapisali pogoje,
ki jim mora ustrezati zunanja obtezba, da je obravnavano togo telo kot
celota v ravnotezju. Seveda pa mora biti v ravnotezju tudi vsak, Se
tako majhen element in s tem tudi vsak materialni delec v notranjosti
ali na povrsini telesa. V razdelku 1.5 smo pokazali, da je napetostno
stanje poljubno izbranega delca opisano z napetostnimi vektorji, in
sicer glede na izbrane ravnine skozi obravnavani delec. Pokazali smo
tudi, da lahko skupni vpliv napetosti v poljubnem namisljenem pre-
rezu telesa nadomestimo s staticno enakovredno notranjo silo N,, in
staticno enakovrednim notranjim momentom M,,, ki ju izracunamo iz
ravnoteznih pogojev za enega od odrezanih delov telesa. To pomeni, da
lahko iz ravnoteznih pogojev za del telesa z enacbami (1.108) in (1.109)
oziroma (1.102) in (1.103) dolo¢imo le rezultanto in rezultirajoc¢i mo-
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ment napetosti o,, v prerezu <7,, ne moremo pa ugotoviti, kako so te
napetosti razporejene po prerezu <7,. Iz ravnoteznih pogojev za del
telesa torej ne moremo dolociti specificne notranje povrsinske sile o,
ki pripada poljubno izbrani tocki T prereza o7,.

Za dolocitev napetosti o, so potrebne dodatne enacbe. Najprej izpe-
ljemo enacbe, ki zahtevajo, da je vsak delec iz obmocja ¥ v ravnotezju.
V ta namen iz okolice obravnavanega materialnega delca, ki lezi v
tocki T', navidezno izrezemo elementarni kvader s kon¢nimi stranicami
Az, Ay, Az, tako da so stranske ploskve paroma vzporedne koordinat-
nim ravninam (slika 1.14).

Slika 1.14

Stranska ploskev kvadra, ki gre skozi obravnavano tocko T'(z,y, z) in
je vzporedna koordinatni ravnini x = 0, ima v izbranem kartezijskem
koordinatnem sistemu zunanjo normalo e, = —e,. Napetosti v tej
ploskvi predstavimo z vektorjem —o, v njenem teziScu. Nasprotna
mejna ploskev, ki je vzporedna pravkar omenjeni na razdalji Az, ima
pozitivno zunanjo normalo e,, napetostni vektor v njenem teziscu pa je
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1.6 Ravnotezni pogoji, izraZeni z napetostmi

o, + Ao,. Pri tem smo z Ao, oznacili spremembo napetostnega vek-

treznih nasprotnih stranskih ploskev pa napetostna vektorja o, + Ao,
oziroma o, + Ao,. Specificno prostorninsko obtezbo elementarnega

kvadra predstavimo z vektorjem v v njegovem geometrijskem srediscu

Ax Ay Az
Q(QUJFT, vt =5 Z+7)~

Zapisimo sedaj ravnotezni enacbi (1.85) in (1.86) za obravnavani ele-
mentarni kvader kon¢énih dimenzij, in sicer tako, kakor da bi v vsaki
od stranskih ploskev kvadra vladalo homogeno napetostno stanje in
da bi bila specificna prostorninska obtezba konstantna. Ravnotezni
pogoj (1.85), ki zahteva, da je vektorska vsota vseh sil, ki delujejo na
kvader, enaka nic, lahko izrazimo z rezultantami napetosti na stranskih
ploskvah kvadra in z rezultanto specificne prostorninske obtezbe

— o0, AyAz + (o, + Ao,) AyAz—
— oy AzAx + (oy + Aoy) AzAz—
— o0, AxAy + (0, + Ao ,) Ax Ay + v Az AyAz = 0. (1.119)

Ker so dolzine stranic kon¢no velike in razlicne od ni¢, lahko gornjo
enacho delimo z njihovim produktom AxAyAz in po ureditvi dobimo

Ao, Aoy n Ao,

=0. 1.12
Az Ay Az tv=0 ( 0)

Pri zapisu ravnoteznega pogoja (1.120) smo s predpostavko, da gre za
homogeno napetostno stanje na mejnih ploskvah in enakomerno pro-
storninsko obtezbo znotraj konc¢no velikega kvadra, naredili dolo¢eno
napako, saj vemo, da se napetosti in specificna prostorninska obtezba
v splosnem spreminjajo od tocke do tocke. “Tocno” ravnotezno enacbo
materialnega delca 7 dobimo torej z limitnim procesom, pri katerem
gredo dolzine stranic Az, Ay, Az proti ni¢, seveda tako, da tocka T
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1.6 Ravnotezni pogoji, izraZeni z napetostmi

vseskozi ostaja oglisce kvadra

lim (AU” 4oy | Ao +v) ~ 0. (1.121)

Ker so napetostni vektorji o, oy in o, funkcije treh spremenljivk
x, vy, z, sledi iz gornje enacbe ravnotezni pogoj v diferencialni obliki

do, 0o, OJo,

v o =0 1.122
ox + oy 0z v ( )
ali zapisano z vsoto
v Zaaﬂrv:o (i=x,y,2). (1.123)
- 8:1,‘Z ) )

Vsota parcialnih odvodov napetostnih vektorjev v koordinatnih ravni-
nah predstavlja v matematicnem pogledu divergenco tenzorja napetosti
div(o) (o tenzorju napetosti bo govor v razdelku 1.7)

oo, Oo, Oo, .
= . 1.124
Ox + oy + 0z div(o) ( )

Enacba (1.122) se s tem glasi
Vo div(o) +v =0. (1.125)

Ravnotezni pogoj (1.125) za poljuben materialni delec znotraj obmocja
telesa 7 torej zahteva, da mora biti vektorska vsota specificne zunanje
prostorninske obtezbe v in specifitne notranje sile div(o) enaka 0 v
vsaki tocki znotraj telesa.

Zapisimo sedaj Se momentni ravnotezni pogoj in ga izrazimo z zahtevo,
naj bo vektorska vsota staticnih momentov vseh nastopajocih sil glede
na tezisce () obravnavanega elementarnega kvadra enaka O
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A A
—7%96 X (—oy) + gem X (oy + Aa’x)] AyAz+
A A
—%ey X (—oy) + Tyey X (oy + Aay)] AzAz+
A A
—TZeZ X (—o,) + {ez X (o, + Aaz)] AxAy=0. (1.126)

Podobno kakor zgoraj tudi enac¢bo (1.126) delimo z elementarno pro-
stornino AxAyAz in po ureditvi dobimo

€ X0, +e,Xoy,+e, Xo,+
1

3 (ez X Aoy +ey, x Aoy +e, x Ao,) = 0. (1.127)

V limitnem procesu, pri katerem gredo dolzine stranic Ax, Ay, Az proti
nic, gredo proti ni¢ tudi spremembe napetostnih vektorjev v koordinat-
nih ravninah

Ax — 0 Ao, — 0
Ay =0 = Aoy, — 0. (1.128)
Az — 0 Ao, — 0

Momentni ravnotezni pogoj za delec znotraj telesa se s tem glasi

Vo e, Xo,+e,xo,+e, xo,=0 (1.129)
oziroma
Vo Zei xo; =0 (i=uz,y,2). (1.130)
i

Enac¢bi (1.122) in (1.129) torej povesta, v kaksni medsebojni zvezi
morajo biti napetosti v koordinatnih ravninah izbranega kartezijske-
ga koordinatnega sistema in zunanja specificna prostorninska obtezba,
da bo vsak delec znotraj telesa v ravnotezju.

V kartezijskem koordinatnem sistemu s koordinatami z, y, z pred-
stavlja vektorska ravnotezna enacba (1.122) tri skalarne enacbe, ki
morajo veljati povsod znotraj obmocja, ki ga zavzema telo B v prostoru
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1.6 Ravnotezni pogoji, izraZeni z napetostmi

0044 n 00 ys n 00 s
Ox oy 0z
004y 0oy, 00y
or + oy + 0z
004, n 00y n 00, I
Ox Oy 0z =

Na kratko lahko ravnotezne enacbe (1.131) zapisemo takole

+v, =0

+u,=0 (1.131)

8Uij

v 7; oz,

+v; =0 (i,j =z,9,2). (1.132)

Ce vektorske produkte, ki nastopajo v enacbi (1.129), zapisemo kot
determinante, dobimo

€. ey €, €. ey e, €. ey e,
1 0 0|+ 0 1 0|+ 0 0 1 |=0.
Ozx Ozy Oxz Oyxr Oyy Oyz Ozx Ozy Ozz

Po izvrednotenju determinant in ureditvi lahko ena¢bo (1.129) zapisemo
takole

(Oyz —Ozy) €z + (020 — 0g2) €y + (0zy — 0yz) €, = 0. (1.133)

Ker so bazni vektorji linearno neodvisni, je gornja enacba izpolnjena le
tedaj, ce velja

Ozy = Oyz
v Opzy — Oz 0ji = 045 . (1134)
Oyx = Ogy

Momentni ravnotezni pogoj torej zahteva, da morajo biti strizne
napetosti v medsebojno pravokotnih ravninah simetricne. To je po-
sledica dejstva, da smo ravnotezne pogoje zapisali na nedeformi-
ranem elementarnem delu telesa (privzeli smo model togega telesa)
in dobljene napetostne vektorje razcepili v smereh baznih vektor-
jev mirujocega kartezijskega koodinatnega sistema. V primeru, da bi
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upostevali spremembo oblike in dimenzij telesa med deformiranjem,
dobljene napetostne vektorje pa bi prav tako izrazili glede na prvotno
koordinatno bazo nedeformiranega telesa, strizne napetosti ne bi bile
simetri¢ne!.

Enacbe (1.131) in (1.134) tvorijo sistem Sestih enacb, v katerih nastopa
9 neznanih neodvisnih napetosti (044, Oy, ...,0..). Enacbe (1.134)
so algebrajske in jih zlahka reSsimo; upostevati moramo le simetrijo
napetostnih komponent. S tem so enacbe (1.134) identi¢no izpolnjene
in sistem Sestih enacb skréimo na sistem treh enacb (1.131) za Sest
neodvisnih napetostnih komponent. Gre torej za sistem treh linearnih
parcialnih diferencialnih enacb prvega reda za Sest neznanih funkcij treh
spremenljivk

U:m:<'rayaz)7 Uyy(xaya Z)a O-zz(xaya Z)a
O-my(xaya Z)a O-yz(xayaz)a O-za:(xaya Z)

V enacbah (1.131) nastopajo le komponente specificne zunanje prostor-
ninske obtezbe v. Ocitno je, da morajo biti napetosti odvisne tudi od
zunanje specificne povrsinske obtezbe p,,. To odvisnost opisujejo robni
pogoji. Robni pogoji k diferencialnim enac¢bam (1.131) so ravnotezni
pogoji na povrsini telesa .. Z njimi povezemo napetosti z zunanjo,
od specificne prostorninske obtezbe v neodvisno specificno povrsinsko
obtezbo p,,.

Ravnotezni pogoji na povrsini telesa

Opazujmo poljuben delec Q, ki je dolocen s tocko ) na zunanji mejni
ploskvi telesa .. V njeni bliznji okolici izrezemo iz telesa elementarni
del in ga nadomestimo s pravokotno piramido tako, da tri od njenih
mejnih ploskev lezijo v koordinatnih ravninah, ¢etrta mejna ploskev pa
je tista, ki jo koordinatne ravnine odrezejo iz tangencialne ravnine na

t Glej na primer knjigo: Saje, Srpci¢, Osnove nelinearne mehanike trdnih teles, Ljub-

ljana 1993.
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mejno povrsino telesa v tocki @) (slika 1.15). Piramido dolocajo konéni
odseki na koordinatnih oseh Az, Ay, Az.

Slika 1.15

Lega tangencialne ravnine je dolo¢ena z enotskim vektorjem zunanje
normale e, v tocki )

€p =€Eng €yt €Eny€y t+enz €.

Ce ozna¢imo elementarno ploséino posevne mejne ploskve skozi tocko
Q z AA,,, elementarne plos¢ine koordinatnih mejnih ploskev pa po vrsti
z AA,, AA,, AA,, velja, kakor vemo iz analiticne geometrije,

AA, = eng AA,
AA, = e,, AA, (1.135)
AA, = e, AA, .

Elementarne ploskve s plos¢inami AA,, AA,, AA, imajo negativne
normale —e,, —e,, —e, in jim zato pripadajo koordinatni napetostni
vektorji —o,, —oy, —0,. Elementarni ploskvi AA,, pa v tocki Q) pri-
pada vektor specificne zunanje povrsinske obtezbe p,,, Ce lezi tocka @)
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na zunanji mejni ploskvi telesa, oziroma napetostni vektor o,,, ce lezi
tocka () na namisljenem prerezu telesa z ravnino z normalo e,. Razen
tega deluje na elementarno piramido s prostornino AV = AxAyAz/6
Se specificna zunanja prostorninska obtezba v.

Ravnotezni pogoj (1.85) za elementarno piramido je
—0,AA, —oyAA, — 0, AA, + p,AA, + VAV =0, (1.136)

pri cemer clen vAV predstavlja rezultanto specificne prostorninske
obtezbe na obmocju prikazane elementarne piramide s prostornino AV'.
Po deljenju gornje enacbe z AA,, dobimo

AA, AA, AA.
AA, Tvaa, PnTV

—o, 0. (1.137)

AA, AA,
Ravnotezni pogoj za delec, ki ga na povrsini telesa doloca tocka @), do-
bimo z limitnim procesom, pri katerem gredo dolzine Az, Ay, Az proti
ni¢. Pri tem je elementarna plos¢ina AA, koli¢ina drugega, elemen-

tarna prostornina AV pa koli¢ina tretjega reda, zato gre kolicnik
n
proti ni¢ in ob upostevanju zvez (1.135) sledi

y : p’fl — 0-3367133 + a-yeny + a-ze'n,z (1.138)
ali zapisano z vsoto

S Pn = Zdj Enj (j==x,y,2). (1.139)
J

Tako smo izpeljali ravnotezni pogoj na povrsini telesa, ki mora biti
izpolnjen v vsaki tocki () zunanje mejne ploskve . in predstavlja
staticni robni pogoj k diferencialni enacbi (1.122). V skalarni obliki
dobimo
Pnz = Ozz€nz + Oyx€Eny + 0zz€n2
S Pry = Ozy€na + Oyyeny + Ozy€ns (1.140)

Pnz = Ozz€ng + Oyz€ny + 02znz
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oziroma

S Pni = ZUji €nj (i,j =x,y,2). (1.141)
J

Momentni ravnotezni pogoj izpolnimo tako, da tudi na povrsini telesa
uposStevamo simetrijo napetostnih komponent v skladu z enacbami

(1.134).

Tako smo z ravnoteznima pogojema (1.122) in (1.129) ter z robnim
pogojem (1.138) povezali napetostne vektorje o, o, 0. koordinatnih
ravnin z zunanjima obtezbama p,, in v. Ob tem se moramo zavedati,
da smo pri zapisu ravnoteznih pogojev dejansko deformabilno trdno
telo nadomestili z modelom togega telesa. To pomeni, da smo zane-
marili vpliv spremembe velikosti in oblike telesa na smer, velikost in
medsebojne odnose zunanje obtezbe in napetosti. O upravi¢enosti take
poenostavitve in pogojih, ki jih morajo izpolnjevati pomiki in zasuki
telesa, da bi jo lahko vpeljali, bomo podrobneje govorili v drugem in
cetrtem poglavju.

V enacbah (1.108) in (1.109) smo ravnotezna pogoja za poljuben del
telesa izrazili z zunanjo obtezbo ter z notranjo silo N,, in notranjim
momentom M,,. Telesa, pri katerih je celotna zunanja obtezba znana
in uravnotezena, imenujemo staticno dolocena telesa. Pri staticno
dolocenih telesih lahko torej z ravnoteznima enacbama (1.108) in
(1.109) enoli¢no dolo¢imo notranjo silo N,, in notranji moment M,,.

Ce izrazimo ravnotezne pogoje poljubnega materialnega delca z nape-
tostmi, pa v treh ravnoteznih enac¢bah (1.131) in pripadajoc¢ih robnih
pogojih (1.140) nastopa Sest neodvisnih napetosti. Naloga je o¢itno
nedoloc¢ena, ne glede na to, ali je telo sicer staticno doloceno ali ne.
To pomeni, da racunski model togega telesa v sploSnem ne omogoca
enolicne dolocitve napetosti. Manjkajoce enacbe bomo v nadaljeva-
nju poiskali ob upostevanju deformabilnostnih lastnosti obravnavanega
telesa.
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1.7 Tenzor napetosti

Ena¢ba (1.138), ki smo jo izpeljali v prejsnjem razdelku, pred-
stavlja zvezo med koordinatnimi napetostnimi vektorji o, oy, o, in
specificno povrsinsko obtezbo p, v tocki ) zunanje mejne ploskve
telesa.

Slika 1.16

V primeru, da tocka () ne lezi na zunanji mejni ploskvi, temvec
znotraj telesa, in polozimo skoznjo poljubno ravnino II,, z normalo
e,, prevzame vlogo vektorja specificne zunanje povrsinske obtezbe p,
napetostni vektor o, (slika 1.16)

Op = Ogbny + Oyeny + 06, = Z i€ . (1.142)
i

Kartezijske komponente napetostnega vektorja dobimo po vzoru enach
(1.140)

Onz = Ogz€ng T Oyz€ny + 0.n€nz
Ony = Ogy€ng + Oyyeny + Ozyen (1.143)

Onz = Ogz€ng + Oyz€ny + 02z26nz

ali na kratko

Oni :ZO'ji enj (Z,j =Z,Y, Z). (1144)
J
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1.7 Tenzor napetosti

Zveza (1.142) je znana kot Cauchyjeva' enacba. Velja za eno naj-
pomembnejSih enacb v mehaniki trdnih teles, saj omogoca dolocitev
vektorja napetosti o,, ki v obravnavani tocki telesa pripada poljubni
ravnini z normalo e,,, e le poznamo napetostne vektorje o, oy, o, ki
v obravnavani tocki pripadajo koordinatnim ravninam izbranega karte-
zijskega koordinatnega sistema.

To ugotovitev lahko Se posplosimo: ¢e poznamo vektorje napetosti v
treh poljubnih nevzporednih ravninah skozi obravnavano tocko 7', lahko
ob upostevanju enacbe (1.142) izpeljemo izraze za vektorje napetosti,
ki pripadajo katerikoli drugi ravnini iz neskon¢ne mnozice ravnin, ki jih
lahko polozimo skozi tocko T'.

Napetostno stanje v tocki T' je torej enolicno dolo¢eno s tremi koordi-
natnimi napetostnimi vektorji

Oy =0z0€p + Ogy€y +0g2€, = Zaxj €,
J
Oy =0yz €+ 0yy€y + 0y, €, = Zayj €; (1.145)
J
O, = 0zzx €y +Uzyey +0..€, = Zgzj €;,
J
kar lahko zapiSemo Se krajse
o; = Zaij €; (i,j =z,9,2). (1.146)
J
Koordinatne napetostne vektorje doloca devet skalarnih vrednosti
napetosti, od katerih pa jih je zaradi simetrije striznih napetosti le Sest

medsebojno neodvisnih. Enac¢be (1.145) lahko zapiSsemo v matri¢ni ob-
liki

oy p=|0ys Oy Oy ey (1.147)

t Augustin Louis Cauchy, francoski fizik, 1789—-1857.

49



1.7 Tenzor napetosti

ali na kratko
{o:} = [0i;]{e;} . (1.148)

Pri tem smo s [o;;] oznacili matriko napetostnih komponent, ki jo
navadno imenujemo matrika napetosti

Oxx Ozy Ozxz
[0ij] = | Oye Oyy Oyz | - (1.148)
Ozz Ozy Ozz

Tudi komponente napetostnega vektorja o,

Op =0pz €y +0py€y +0p.€, = Z Onk€L (1.149)
k

pri prakticnem racunanju obic¢ajno dolocamo v matri¢ni obliki, ki sledi
neposredno iz zapisa (1.143)

Ony ¢ = | Ony Oyy Ozy eny ¢ - (1.150)
O-'rLZ O-.TZ O-yZ O-ZZ e'rLZ

Kvadratna matrika 3 x 3 na desni strani enacbe (1.150) je ocitno trans-
ponirana matrika napetosti [0;;]. Zaradi simetrije napetostnih kompo-
nent velja

[oij]" = loji] = loy] (1.151)

in enacbo (1.150) lahko na kratko zapisemo takole
{oni} = loi] {ens} - (1.152)

Velikost normalne komponente o,, napetostnega vektorja o, je dolo-
¢ena z enacbo (1.112). V matricni obliki jo zapiSemo takole

T

Onn = { €ny Ony ¢ =1{eni} {oni}- (1.153)
enZ O-TLZ
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1.7 Tenzor napetosti

Ob upostevanju enacbe (1.152) dobimo

T
Onn = {€ni} [Um]{eng} =3 €Eny Oyz Oyy Oyz Eny

Z uporabo dvojne vsote lahko pisemo

Tnn =D D Tijnitn; (i, =2,y,2). (1.155)
v

Pri analizi napetosti v obravnavani tocki telesa je torej osnovni podatek
matrika [0;;], v kateri so, kakor sledi iz enacbe (1.147), po vrsticah
in stolpcih urejene komponente napetostnih vektorjev v koordinatnih
ravninah. Matriko [o;;] torej lahko razumemo kot urejeno dvorazsez-
no shemo vrednosti, s katerimi opisujemo napetostno stanje v izbrani
tocki obmocja #". Tako smo prisli do nove matemati¢ne koli¢ine, ki jo
dolocajo trije vektorji oziroma devet skalarnih komponent. Imenujemo
jo tenzor 2. reda, ker pac¢ njeni elementi tvorijo dvorazsezno shemo
stevil. V nasem primeru gre za opis napetostnega stanja, zato vpeljemo
pojem tenzor napetosti in ga oznacimo s o (2).

V splosnem so tenzorji abstraktne matematic¢ne kolic¢ine, ki so neodvisne
od privzetega koordinatnega sistema. Tenzorji so opisani s komponen-
tami, ki imajo bistveno lastnost, da se pri zamenjavi koordinatnega
sistema obnaSajo v skladu z dolocenimi pravili. Omenili smo ze, da
je napetostno stanje materialnega delca odvisno od oblike in velikosti
telesa, nacina podpiranja, lastnosti materiala in zunanje obtezbe; izbira
koordinatnega sistema pa na napetostno stanje ne vpliva. Seveda pa
imajo vektorji napetosti, s katerimi opiSemo napetostno stanje, v razlic-
nih koordinatnih sistemih razlicne komponente. Torej ima tudi tenzor
napetosti v razlicnih koordinatnih sistemih razlicne komponente. Mi-
mogrede omenimo, da ime tenzor izvira ravno iz latinske besede za
napetost (lat.: tensio — napetost, angl.: tension — nateg, napetost).
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1.7 Tenzor napetosti

Za boljse razumevanje si oglejmo Se nekaj primerov tenzorjev. Skalarno
polje temperature v prostoru, na primer, je v vsaki tocki prostora
dolo¢eno z enim samim podatkom, ki pove, kolikSna je temperatura
v tisti tocki, in ki seveda ni odvisen od tega, kakSen koordinatni sistem
smo izbrali za dolocitev lege tocke v prostoru. Zato lahko recemo, da
je tenzor nictega reda. Podobno je na primer vektor hitrosti gibajocega
se delca v trirazseznem prostoru opisan s tremi komponentami. Ce za
opis gibanja delca izberemo kak drug koordinatni sistem, se kompo-
nente vektorja hitrosti spremenijo, njegova velikost in smer v prostoru
pa ostaneta nespremenjeni, saj se fizikalno stanje delca s tem ni prav
ni¢ spremenilo. Vektor hitrosti je torej tenzor prvega reda. Napetostno
stanje delca je opisano s tremi koordinatnimi vektorji napetosti, ka-
terih devet komponent je razvrscenih v dvorazsezno shemo. Ta shema
predstavlja tenzor drugega reda v izbranem koordinatnem sistemu. V
nadaljevanju bomo spoznali Se nekatere tenzorje visjih redov, ki se rav-
najo po enakih pravilih, njihov red pa je odvisen od potrebnega stevila
podatkov za opis obravnavanih koli¢in.

Najpomembnejsa lastnost tenzorjev je torej invariantnost. Invariante
so kolicine, ki se pri spremembi koordinatnega sistema ne spremenijo.
Se enkrat pa moramo opozoriti, da vsaka urejena shema Stevil Se ni
nujno tenzor, temve¢ morajo ta Stevila izpolnjevati dolocene pogoje. Z
lastnostmi tenzorjev in z racunanjem z njimi se ukvarja posebna veja
matematike, tenzorski rac¢un’.

Vrnimo se k tenzorju napetosti, ki je v kartezijskem koordinatnem si-
stemu s koordinatno bazo e;, e,, e, opisan s komponentami matrike
[0i]. Kakor kaze enacba (1.150), je tedaj mogoce dolociti komponente
napetostnega vektorja o,, ki pripada poljubni ravnini z normalo e,.
Zato vektor o, pogosto imenujemo tudi vrednost tenzorja napetosti o
Vv smeri e,,.

t Glej na primer knjigo: Saje, Srpci¢, Osnove nelinearne mehanike trdnih teles I,

Ljubljana (1993).
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1.7 Tenzor napetosti

Vrstice matrike [0;;] (zaradi simetrije striznih napetosti pa tudi stolpci)
vsebujejo kartezijske komponente napetostnih vektorjev o, oy, o, ki
po vrsti pripadajo ravninam z normalami e, e,, e,. Skalarne kom-
ponente o;; napetostnega tenzorja o(2) imenujemo napetosti. Pri
tem prvi indeks vedno doloca smer zunanje normale na ravnino, ki ji
napetost pripada, drugi indeks pa dolo¢a smer koordinatne osi, vzdolz
katere je usmerjena komponenta. Ce ima napetost oba indeksa enaka, jo
imenujemo normalna napetost, ker ima smer normale na obravnavano
ravnino. Tako so 04, 0yy, 0. PO vrsti normalne napetosti v ravninah z
normalami e,, e,, e,. Pozitiven predznak normalne napetosti pomeni,
da gre za natezno, negativen pa, da gre za tlacno normalno napetost.

Ugg >O

Slika 1.17

Predznaki so pri podajanju normalnih napetosti zelo pomembni, saj je
znano, da se nekatere snovi (posebej znacilno je to za beton, malto,
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1.8 Transformacija napetosti

opeko, mavec, ...) zelo razlicno obnasajo pri natezni oziroma tla¢ni
obremenitvi.

Komponente, ki imajo razlicna indeksa, predstavljajo strizne napetosti.
Tako je 0., strizna napetost v ravnini z normalo e,, in sicer v
smeri baznega vektorja e,, oy, pa je strizna napetost v ravnini z
normalo e,, vendar v smeri baznega vektorja e,. Iz momentnega
ravnoteznega pogoja (1.134) vemo, da sta ti dve strizni napetosti
enaki. Podobno velja za strizne napetosti v preostalih dveh koordi-
natnih ravninah. Negativen predznak strizne napetosti pomeni, da je
strizna napetost usmerjena v nasprotni smeri ustreznega baznega vek-
torja. Ob upostevanju enacb (1.98), (1.114) in (1.115) lahko s predznaki
napetostnih komponent opravimo na kratko:

Ce ima zunanja normala smer katerega od baznih vektorjev e, ey, e,
imajo pozitivne komponente ustreznih napetostnih vektorjev smeri
ez, €y, e, negativne komponente pa nasprotne smeri (—e,, —e,, —e).
Ce pa ima zunanja normala smer —e,,—e, ali —e,, velja ravno
obratno: pozitivne komponente imajo smeri —e,, —e,, —e., negativne
pa e;, ey, e, (slika 1.17). S tem je zagotovljeno, da so pozitivne nor-
malne napetosti natezne, negativne pa tlacne.

1.8 Transformacija napetosti

Pri resevanju prakti¢nih nalog konstrukcijske mehanike se pogosto
zgodi, da poznamo napetosti v koordinatnih ravninah izbranega koor-
dinatnega sistema, dolociti pa zelimo napetosti, ki pri istem napetost-
nem stanju pripadajo koordinatnim ravninam kakega drugega koordi-
natnega sistema. Kakor smo poudarili v prejSnjem razdelku, je namrec
isto napetostno stanje v razlicnih koordinatnih sistemih opisano z raz-
licnimi komponentami pripadajocega tenzorja napetosti.

Oglejmo si primer, da je napetostno stanje v obravnavani tocki telesa
opisano s komponentami o;; simetricnega tenzorja napetosti glede na
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1.8 Transformacija napetosti

izbrani kartezijski koordinatni sistem z bazo e;, e,, e..

Slika 1.18

V isti tocki si zamislimo Se nov kartezijski koordinatni sistem, katerega
bazo tvorijo trije paroma pravokotni enotski vektorji e¢, e,, ec (slika
1.18). Ker obe koordinatni bazi pripadata isti tocki prostora, si lahko
predstavljamo, da novo bazo e¢, e,, e dobimo s primernim zasukom
prvotne baze e,, ey, e,. Lega novih baznih vektorjev glede na prvotno
bazo e, ey, e, je podana z njihovimi smernimi kosinusi. V matri¢ni
obliki dobimo

3 Cex  Cgy  C¢z Cx
€, ¢ = |tz €ny Ens ey (1.156)
€¢ €z €y €¢z e

oziroma v simboli¢nem zapisu

{ea} = [eail{ei} - (1.157)
Z enakimi enac¢bami (1.31) oziroma (1.32) smo v razdelku 1.2 zapisali
zveze med baznimi vektorji mirujoce in telesne koordinatne baze. Ma-
triko smernih kosinusov [e,;] smo imenovali transformacijska matrika
in opisali njene lastnosti. Pri izpeljavi pravila za transformacijo kom-
ponent tenzorja napetosti pri zamenjavi koordinatne baze se bomo zato
sklicevali na enacbe (1.29) do (1.71), ki smo jih spoznali v razdelku 1.2.

Napetostne vektorje v koordinatnih ravninah novega koordinatnega si-
stema z bazo e¢, €, ¢ izracunamo z enacbo (1.142), ki jo na kratko
zapisemo takole

on = Zai Eni (i==xy,2). (1.158)
Ce splogni indeks normale n zamenjamo z a (a = &, 0, ¢), dobimo
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aa:Zeaiai (a=&,n,( i=x,y,2). (1.159)

Koordinatne vektorje napetosti o; izrazimo z enac¢bo (1.146) in vstavi-
mo v enac¢bo (1.159)

Ta =)D Cailije; (a=8&n,C i,j=12,9,2). (1.160)
]

Komponente napetostnih vektorjev v koordinatnih ravninah novega ko-
ordinatnega sistema dobimo s skalarnim mnozenjem teh vektorjev z
baznimi vektorji e¢, e, ec

Oap = O0q " €3 (0575:57777C>' (1161)
Ker je
ej . eg = €jp5, (1.162)

sledi ob upostevanju enacbe (1.160) konéni zapis poljubne komponente
0.3 obravnavanega tenzorja napetosti v koordinatni bazi e¢, e, e¢

Cas =D D Caiij€ig =) ) 0ijCais;
i g i g
(,B=6&n.G i,)=1,9,2). (1.163)

Poudarili smo, da pri zapisu transformacijske enacbe z dvojno vsoto
vrstni red mnozencev ni pomemben. Gornja enacba je ugodna, kadar je
treba dolociti le posamezne komponente tenzorja napetosti v zasukanem
koordinatnem sistemu. Kot zgled dolo¢imo komponenti o, in .
Ob upostevanju simetrije zunajdiagonalnih komponent napetostnega
tenzorja dobimo

a=p=mn:

— 2 2 2
Onn = OzaCpy + OyyCry + Uzzenz—f—

20 pyCnabny + 20y.€nyen, + 2056600,

a=1,p=C:
One = Owa€na€la + Oyyenyecy + 0z2€n2€c: + Ouy(enaecy + enyeca)+

Oyz(enyecz + enzecy) + 0zalenzeco + enpecs) -

56



1.8 Transformacija napetosti

V primeru, da Zelimo izracunati vse komponente tenzorja napetosti v
zasukanem koordinatnem sistemu, je ugodneje zapisati enacbo (1.163)
v matric¢ni obliki

[0ap] = [eailloijllejs] - (1.164)

Upostevajo¢ oznako (1.67) lahko tudi pisemo
loas] = [T [03][T]. (1.165)

Ker je le;o| = |T| = 1, je transformacijska formula vedno obrnljiva.
Tako lahko tudi v primeru, da poznamo komponente napetosti o, v za-
sukanem koordinatnem sistemu e¢, e,, e¢, dolotimo komponente istega
napetostnega tenzorja v bazi e,, e,, e,. Enacbo (1.165) pomnozimo z
leve s [T] in z desne s [T]T, upostevamo enaébo (1.70) in dobimo

o351 = [T][oasl[T]" (1.166)

03] = [eialloas]les;] - (1.167)

Zapisimo enacbo (1.167) Se z dvojno vsoto

Cij =D Y Cio Oap €5 (ij =202 a,B=£67,C).
a B

(1.168)
Enacbi (1.163) oziroma (1.168) lahko posplosimo v pravilo za transfor-
macijo kartezijskih tenzorjev visjih redov. Kot primer zapiSimo trans-
formacijsko pravilo za kartezijski tenzor C(4), ki ima v koordinatah
x,y, 2 komponente Cj;i;, v koordinatah £, 7, ¢ pa komponente Cyg-s

Cap~ys = Z Z Z Z Cijki €ai €85 €yk €51
i k1

(t,5,k,l=x,y,2; o, 03,7, =&,1,().

(1.169)
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1.9 Glavne normalne napetosti

V prejsnjih razdelkih smo ugotovili, da izbranemu delcu telesa v
namisljeni prerezni ploskvi z normalo e,, pripada napetostni vektor o,.
Pri obravnavanem mehanskem stanju telesa in izbranem materialnem
delcu sta torej velikost in smer napetostnega vektorja o,, odvisna od ori-
entacije prerezne ploskve, ki je podana z enotskim vektorjem njene nor-
male e,,. Vektor e, je dolocen s tremi smernimi kosinusi €,4, €ny, €n-.
Ce v smislu enacbe (1.1) predpisemo vrednosti koordinat (z,y, 2) in s
tem “izberemo” delec telesa, lahko torej recemo, da je napetostni vektor
o, izbranega delca funkcija treh spremenljivk ey, €py, €n.. Te spre-
menljivke niso neodvisne med seboj, saj morajo ustrezati pogoju, da je
e,, enotski vektor

ey e, +en, =1. (1.170)

Napetostni vektor o, razstavimo v normalno in strizno komponento.
Normalna komponenta o,, pripada smeri enotskega vektorja normale
e,, strizna komponenta o,; pa smeri tangentnega vektorja na izbrano
prerezno ploskev ey, ki je dolocen s presecnico ravnine vektorjev o, in
e, s tangencialno ravnino prerezne ploskve (slika 1.19).

Slika 1.19
Pri tem je
Or, = Onn€n + Ont € (1.171)
€ €y = €zlng + Cryny + €126n, =0, (1.172)

saj sta vektorja e, in e; medsebojno pravokotna. Sedaj se lahko
vprasamo, ali obstaja taksna ravnina skozi izbrani delec, da je pri-
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1.9 Glavne normalne napetosti

padajoc¢i napetostni vektor o, vzporeden s smernico zunanje normale
na to ravnino. Ce ozna¢imo enotsko zunanjo normalo take ravnine z
ey, lahko pripadajoc¢i napetostni vektor o, zapisemo takole

Oy =0g45€g. (1.173)

V tem primeru ima napetostni vektor o, samo normalno komponento
044, medtem ko je strizna komponenta enaka nic¢

Og-€ =0yt =0 (et Leg). (1174)

Normalno napetost o4, imenujemo glavna normalna napetost ali kar
glavna napetost, smer zunanje normale e, pa glavna smer ali glavni
vektor. Ugotoviti torej moramo, ali obstaja glavna smer

€ =¢€gp € +egy ey t+ey.e,, (1.175)

za katero lahko v skladu z enacbama (1.142) in (1.173) izrazimo
napetostni vektor o, na dva nacina

Og=03€q +0y€gy+ 0,65, =0g5€,. (1.176)
V komponentni obliki dobimo

Ogz = Ozx€gx + Oyz€gy + 022€, = Ogg€gn
Ogy = Oay€gx + Oyy€qy + 02y€q2 = TggCgy (1.177)

Ogz = Og2€gx T Oyzgy + 022€4, = Ogg€yg -

Pri tem je napetostno stanje izbranega delca opisano s Sestimi znanimi
neodvisnimi komponentami napetostnega tenzorja o.., Ozy, ..., 022
glede na koordinatni sistem (z,y, z). Kot neznanke pa v sistemu enacb
(1.177) nastopajo trije smerni kosinusi ey, €4y, €4 ter glavna napetost
049- Skupaj s pogojem (1.170) imamo torej Stiri enacbe za $tiri neznan-
ke. Enacbe (1.177) obravnavamo kot sistem treh homogenih linearnih
algebrajskih enacb za tri smerne kosinuse ey, €4y, €g-- Ce te enache
zapiSemo v matri¢ni obliki, dobimo
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Oxz — Ogg Oy fo o €gx 0
Oy Oyy — Ogg Oy egy ¢ =1 0 p . (1.178)
Oz Oy2 0.2 — Ogg €gz 0

Trivialna resitev ey, = €4y = €4, = 0 ne pride v postev zaradi pogoja
(1.170), netrivialne resitve pa je mogoce dobiti le, ¢e je matrika koefi-
cientov sistema linearnih enacb (1.178) singularna. To pomeni, da mora
biti njena determinanta enaka nic

Oxx — Ogg Oyzx Oz
’ [0-'5.7] - 099 [I] ’ = O-my Uyy - Ugg Uzy == 0, (1179)
Ozz Oyz Oz2z — Ogg

kjer je [I] enotska matrika
0 0
1 0] . (1.180)
0 1
Ce razvijemo determinanto in jo uredimo po neznanki 04g, dobimo
kubi¢no enacbo

P(ogg) = =0, + 17 00y — IS 04g + 1§ = 0. (1.181)

V matematiki je naloga, ki jo zastavlja enacba (1.178), znana pod
imenom problem lastnih vrednosti in lastnih vektorjev matrik. Pri tem
oznake 17, I§ in I§ pomenijo

I7 = 040 + 0yy + 0. = Tr([o45]) (1.182)
g =|%w v ' 4 |Cze Cwz| g | Twz Oy (1.183)
Ozy Ozz Ozx Ozz Oyx Oyy

Oxx Ozy Ozxz
IS =|oys oyy 0y | =|0i;| = det[oy]. (1.184)
Ozx Ozy Ozz
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Za kolicine I, I§, I je mogoce dokazati (zgled 1.2), da se nji-
hove vrednosti ne spremenijo, ¢e opiSemo napetostno stanje v kakem
drugem koordinatnem sistemu, na primer v kartezijskem sistemu z bazo

€¢, €, €¢
I = o¢e + oy + 0¢c = Tr([oag]) (1.185)
]g — Onn UUC‘ Oee  0¢¢ ‘ + O¢e  O¢n (1.186)

O¢n  0¢¢ o¢ce 9¢¢ Ong  Onn

O¢ge O¢n 0¢¢
IS =\ ope onn Oy | = |oag| = det[oag]. (1.187)

g¢e O¢n 0¢¢

Enacbe (1.182) do (1.187) lahko z uporabo znaka za vsoto ter Kroneck-
erjevega simbola ¢;; in permutacijskega simbola e;;1, ki smo ju vpeljali
v razdelku 1.2, zapiSemo tudi na kratko

7 :ZZUij dij = Zaii = ZZaag dap = Zaaa (1.188)
J % a g a

%

13 :% Z Z (0ii0j; — 0ij0ji) = % > (0aatss — Caposa)
o o (1.189)
I5 = Z > % Cijk TaiTyi 0ol = g g 3" eapy Tatnpocy
(i,J,;=x,y,Z; a, B,y =&,1,¢). W (1.190)

Kolicine I7, I, 1§ so torej neodvisne od izbire koordinatnega sistema.
Zato jih imenujemo osnovne invariante napetostnega tenzorja

I{ je prva ali linearna invarianta,
I je druga ali kvadratna invarianta,
I je tretja ali kubi¢na invarianta.

Kubi¢no ena¢bo (1.181) imenujemo lastna ali karakteristicna enacba
napetostnega tenzorja, njene korene
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1.9 Glavne normalne napetosti

Ogg = 011, 022, 033

pa lastne ali karakteristicne vrednosti napetostnega tenzorja. Ker so
koeficienti enacbe (1.181) neodvisni od izbire koordinatnega sistema,
so take, torej invariantne, tudi resitve o171, 092, 033.

Glede na to, da so komponente napetostnega tenzorja, ki opisujejo
napetostno stanje delca, realna Stevila, je umestno pricakovati, da
so tudi glavne normalne napetosti realne vrednosti. O tem se lahko
prepricamo takole:

Leva stran karakteristi¢ne enacbe (1.181) je kubi¢ni polinom. Ker
nastopajo kompleksne ni¢le polinomov v parih, ima kubi¢ni polinom
vedno vsaj eno realno niclo. Vzemimo, da smo to nic¢lo ze dolo¢ili in
jo oznagcili s 011 kot prvo od glavnih normalnih napetosti. Tej glavni
normalni napetosti naj pripada glavna smer e;. Razen tega vzemimo,
da smo kartezijsko bazo e,, e,, e, izbrali tako, da se smer e, ujema z
glavno smerjo e;. Tedaj je zaradi zveze (1.174) 01, = 01, = 0 in enacbo
(1.179) lahko zapisemo takole

Jg11 — Ugg 0 0
Pogg) =| 0wy  Oyy—0g9 0z |=0. (1.191)
Ozz Uyz Ozz — Ugg

Determinanto razvijemo po elementih prve vrstice in dobimo
(011 — 0gg) [039 — (Oyy + 022)0gg + (0yy0zz — 0y202y) | = 0. (1.192)

Resitvi 099 in 033 sta nicli kvadratnega polinoma v oglatem oklepaju na
levi strani enacbe (1.192). Diskriminanta D ustrezne kvadratne enacbe

2 _
Ogg — (Oyy +022)0gg + (0yy0zz — 0y202y) =0
je pozitivna, saj je tenzor napetosti simetricen (o, = 0,,)

D = (oyy + 0.2) — UoyyOsz — 0y202y) = (Oyy — 0.2)% + 40;z >0.

(1.193)
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1.9 Glavne normalne napetosti

Ker je diskriminanta pozitivna, so vsi trije koreni realni. Lahko so
pozitivni, negativni ali enaki nic.

Z dolocitvijo glavnih normalnih napetosti 011, 022, 033 iz karakteristicne
enacbe napetostnega stanja smo zagotovili obstoj netrivialnih resitev
sistema homogenih enac¢b (1.178) za smerne kosinuse pripadajocih
glavnih smeri e1, €3, e3. Izracunane glavne napetosti zaporedoma vsta-
vimo v sistem (1.178) in ga za vsako od njih resimo po kateri od metod
za reSevanje homogenega sistema linearnih enacb. Tako dobljene resitve
moramo Se normirati, da dobimo enotske vektorje e, es, es.

Oglejmo si primer dolo¢itve smernih kosinusov glavnih smeri e, (g =
1,2,3) z uporabo Cramerjevegal pravila.

Vsaj eden od smernih kosinusov mora biti razlicen od ni¢; naj bo to na
primer e,,. Enacbe (1.178) delimo z ey,

e e
gz 9y _
(0w — 0gg) + Oya = Oz
€gz €gz
e e
gz 9y _
Ozy + (0yy — Tgg) = " Ozy (1.194)
€yz €yz
e e
gz 9y _
Opz —— + 0yy == = —(0., — 0gg) .
€gz €gz

Dobili smo torej tri enacbe za dva neznana kolicnika med smernimi
kosinusi. Ker smo glavno normalno napetost o4, dolocili kot koren
karakteristicne enacbe, bo resitev enoli¢na, ne glede na to, kateri dve
od enacb (1.194) izberemo za dolocitev obeh neznank. Iz prvih dveh,
na primer, po Cramerjevem pravilu dobimo

’ —Ozg Uy:c
Cox _ “Ozy Oyy — Ogg _ Ko (1.195)
€9z Ozz — Ogg Oya K .

Oxy Oyy — Ogg

t Gabriel Cramer, Svicarski matematik, 1704—-1752.
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1.9 Glavne normalne napetosti

Oxx — Ugg Oz
Sov _ T O] K (1.196)
€gz Ozz — Ogg Oyx K. .

Oxy Oyy — Ogg

Pri tem smo s K., K.,, K. oznacili ustrezne kofaktorje k ¢lenom

tretje vrstice determinante (1.179), izracunane pri glavni vrednosti o,

K _ Uy:c Oz | | = Oz Uym
zZxr -
Oyy — Ogg Ozy —O0zy Oyy —Ogg
Opy — O o Opy — O —0
sz - _ TT gg T | _ TT qg zx (1197)
Oy Oy Oy —0 4y
K _ Ogx — Ugg Uy:c
zZzZ
Ogy Oyy — Ogg
Upostevajo¢ enacbo (1.170) dobimo
K? 2
2 2 2 _ B oo zy 2 2
€op t €5y T e, = o2 Caz + o2 Coz +ey, =1, (1.198)
zZz zZz
od koder sledi %
zZz
(1.199)

€g, = & .
VEZ K2, 4 K2,

Ce vpeljemo oznako k. za normo kofaktorjev k Elenom tretje vrstice
determinante (1.179)

k, =+ \/Kgx + K2+ K2, (1.200)

lahko ob upostevanju ena¢b (1.195), (1.196) in (1.199) pisemo
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1.9 Glavne normalne napetosti

Kakor vidimo, so smerni kosinusi €4, €4y, €4- glavne smeri e, premoso-
razmerni kofaktorjem tretje vrstice determinante (1.179), pa¢ zato, ker
smo pri reSevanju sistema enacb za smerne kosinuse te enacbe delili s
smernim kosinusom ey,. Ugotovitev lahko posplos§imo: Smerni kosinusi
glavne smeri so premosorazmerni kofaktorjem ene od vrstic ali enega od
stolpcev determinante matrike koeficientov homogenega sistema enach
(1.178).

V splosnem primeru, ko imamo tri med seboj razlicne vrednosti
glavnih normalnih napetosti (011, 022, 033), moramo poiskati tri tro-
jice smernih kosinusov kot resitve sistema enacb (1.178) pri vredno-
stih glavnih normalnih napetosti o4y = 011, 022, 033. Tako dolo¢imo
smerne kosinuse vseh treh glavnih smeri. Z enac¢bami (1.201) je dolo-
¢ena smernica glavnega vektorja e,. Njegovo smer pa dolo¢imo z izbiro
predznaka norme kofaktorjev. Pri doloc¢evanju dveh od glavnih vektor-
jev lahko ta predznak poljubno izberemo, pri dolo¢evanju tretjega pa
ga dolo¢imo iz pogoja, da glavni vektorji e, es, es tvorijo desnosucno
bazo. V nadaljevanju bomo pokazali, da so glavni vektorji paroma
pravokotni med seboj, zato je najenostavneje, ¢e najprej po opisanem
postopku dolo¢imo, na primer, glavna vektorja e; in eo, tretjega pa
izracunamo kot vektorski produkt prvih dveh

€3 =€ X ey. (1202)

Ugotoviti moramo Se, kakSna je medsebojna lega glavnih vektorjev
e1, ey, e3. Oznacimo dva izmed njih z e, in e, in zapisSimo pripadajoca
vektorja napetosti v skladu z ena¢bo (1.176)

Og =03€q0+0y€ay+0.€; =04q€q (1.203)
Op=0gz€p +0y€py +0.€ =0p€p. (1.204)

Enac¢bo (1.203) skalarno pomnozimo z ey, enac¢bo (1.204) pa z e,, nakar
enacbo (1.204) odstejemo od enacbe (1.203) in dobimo

(Jaa - O’bb) €y - €p — 0. (1.205)
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1.9 Glavne normalne napetosti

Pri tem smo upostevali, da je o, - e, = o} - e, (enakost izpeljemo v
zgledu 1.3), in Ce je 044 # Opp, dobimo

e, € =0. (1.206)

Ce sta dve glavni normalni napetosti razlicni (0., # o), Sta torej
pripadajoca glavna vektorja e, in e, med seboj pravokotna (e, L ep).

V splosnem so mozni trije primeri:
1. Vse tri glavne normalne napetosti so med seboj razlicne (011 #

099 # 033) (slika 1.22). V tem primeru dobimo tri glavne smeri
e1, e, e3, za katere iz ugotovitve (1.206) sledi

61'62262'83283'61:0. (1207)

2. Dve glavni normalni napetosti sta enaki in razli¢ni od tretje (na
primer 017 = 092 # 033). 1z enacbe (1.206) lahko sklepamo, da je

€y -3 =€3-e =0. (1208)

V tem primeru imamo le eno glavno smer e3 in glavno ravnino, ki
je pravokotna na es. V tej ravnini so vse smeri enakopravne (vsi
enotski vektorji v ravnini z normalo ez so glavni vektorji obravna-
vanega napetostnega stanja). Tak primer napetostnega stanja je
znan kot osnosimetricno oziroma rotacijsko simetri¢cno napetostno
stanje.

3. Vse tri glavne normalne napetosti so enake med seboj (017 =
099 = 033). Tedaj so vse smeri skozi obravnavani delec enako-
pravne. Napetostno stanje je izotropno: v vseh ravninah imamo
enake normalne napetosti, striznih napetosti ni. Primer taksnega
napetostnega stanja je hidrostati¢ni tlak (017 = 092 = 033 = —p).
Podoben primer je prikazan v zgledu 1.8.

V splosnem primeru ima napetostni tenzor [o;;] tri razli¢ne glavne nor-
malne napetosti 11, 022, 033, ki jim pripadajo tri med seboj pravokotne
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1.9 Glavne normalne napetosti

smeri e, €3, e3. To so glavne smeri, ki se ujemajo s smermi rezulti-
rajocih napetostnih vektorjev v glavnih ravninah (slika 1.20)

01 =011€1
09 = 0922 €9 (1209)

O3 — 033€3.

Slika 1.20

V ravninah glavnih normalnih napetosti so strizne napetosti enake nic
093 — 031 — 012 =0. (1210)

Glede na kartezijsko bazo, ki jo tvorijo glavni vektorji eq, ez, e3, ima
napetostni tenzor diagonalno matriko

011 0 0
[capl =] 0 022 0 |. (1.211)
0 0 033

Komponente glavnih vektorjev ei, ez, es sestavljajo transformacijsko
matriko [e,;], ki z enac¢bo (1.164) diagonalizira matriko napetosti. Pro-
blem dolocitve velikosti in smeri glavnih normalnih napetosti lahko torej
razumemo tudi kot nalogo, poiskati tako transformacijsko matriko [eq;],
ki preslika splosno matriko napetosti [0;;] v diagonalno obliko [o44].
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1.9 Glavne normalne napetosti

Ce poznamo glavne vektorje e1, eq, e in pripadajoce glavne napetostne
vektorje (enacbe 1.209), je s tem napetostni tenzor povsem dolocen.
Napetostni vektor o,, ki pripada ravnini z zunanjo normalo e,,
dolo¢imo z enacbo (1.142)

O, = 01€nl + 02 €na + 03 €3 (1.212)
in ¢e v gornji enacbi upostevamo se zveze (1.209), dobimo
O, =—011€n1 €1 +O’22€n2 82—|—0'336n3 e3. (1.213)

Komponente napetostnega tenzorja v poljubnem kartezijskem koordi-
natnem sistemu z bazo e, e,, e, dolo¢imo z enacbo (1.168), ki se
obcutno poenostavi

Tij = Zz%ﬁ@z’aew (i,) =2,y,2; 0,8 =1,2,3)
a g

Uij = 0'1161'16j1 + 0'2261'26j2 + 0'3361'363'3 . (1214)

Glavne normalne napetosti 011,099,033 in vektorji glavnih smeri
e1, €y, e3 niso odvisni od izbire koordinatnega sistema (na primer z
bazo e;, ey, e;), temvec le od zunanje obtezbe (p,, v), oblike telesa,
nacina podpiranja in izbire delca, ki ga opazujemo. Zato jih imenu-
jemo tudi lastne ali karakteristicne vrednosti oziroma lastne ali karak-
teristicne smeri napetostnega tenzorja. Podobno imenujemo napetostni
vektor o, vrednost napetostnega tenzorja o (2) v smeri e,, ¢eprav sta
smeri vektorjev o, in e, razlicni (slika 1.17). Pri podprtem telesu z
dolo¢enimi geometrijskimi in materialnimi lastnostmi je napetostni vek-
tor, ki v obravnavani tocki telesa pripada ravnini z normalo e,,, odvisen
le od zunanje obtezbe (p,, v) in od izbrane smeri e,,.

Z enatbami (1.188) do (1.190), v katerih vzamemo «, 3,7 = 1,2, 3,
lahko osnovne invariante napetostnega tenzorja izrazimo z glavnimi nor-
malnimi napetostmi

IT =011+ 022 + 033

15 = 092033 + 033011 + 011022 (1.215)

g
I3 = 011022033 .
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1.9 Glavne normalne napetosti

Iz povedanega sledi, da so tudi glavne normalne napetosti 011, 022, 033
in glavni vektorji e, es, e3 invariante napetostnega tenzorja z matriko
[0i;] in da torej niso odvisni od izbire koordinatnega sistema.

V tem razdelku smo vpeljali pojem glavnih normalnih napetosti. Po-
magali smo si s fizikalnim razmislekom o dolocitvi takih ravnin skozi
obravnavano tocko telesa, v katerih ni striznih napetosti. Hitro lahko
tudi pokazemo, da tako dolo¢ene glavne normalne napetosti predstavlja-
jo ekstremne vrednosti normalne napetosti v obravnavani tocki telesa.

Kakor smo ze veckrat poudarili, je pri znanem napetostnem stanju in v
izbrani tocki telesa napetostni vektor (in s tem tudi njegova normalna
komponenta) odvisen le od izbire ravnine, ki ji ta napetostni vektor
pripada. Velikost normalne napetosti smo v razdelku 1.7 dolocili z
enacbo (1.155), ki jo tokrat zapiSemo v razviti obliki

— 2 2 2
QUmyenxeny + 20yzenyenz + QUzmenzenm .

Pri znanih vrednostih napetosti 0.4, 0yy, ..., 0.2 je torej normalna
napetost o, funkcija treh spremenljivk ez, €y, €n2, ki pa niso neod-
visne med seboj, saj so povezane s pogojem (1.170), ki pove, da gre za
komponente enotskega vektorja
_ _ 2 2 2 _
Peneseny,enz) =1 —ep-en=1—e,, —e,, —e€,, =0. (1.217)
V matematicnem pogledu imamo torej opraviti s problemom vezanega

ekstrema funkcije treh spremenljivk. Resimo ga z metodo Lagrangevih!
mnoziteljev. V skladu s to metodo sestavimo funkcijo

F(enma €ny, €nz, )\) = Unn(enma Eny, enz) + A (I)(enma €ny, enz) y (1218)

kjer je A\ nova neznana spremenljivka.

t Joseph Louis Lagrange, italijansko—francoski fizik in matematik, 1736—1813.
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1.9 Glavne normalne napetosti

Pogoje za nastop ekstrema zapisemo sedaj tako, kakor da gre za funkcijo
stirih neodvisnih spremenljivk

oF 0

Do 8em —(opn +AP) =0
F
aa = 88 (Opn +AP) =0
5;}4 ny (1.219)
—(Opn + AP) =0

0e,,. 8enz

OF 0
In a)\(ann—i—)\q))—()

ODb upostevanju enacb (1.216) in (1.217) lahko sistem pogojev (1.219)
zapisemo takole

(Umx - )\)enaz + OyxCny + 0206n: =0

Ozyena + (Oyy — Neny + 02yen. =0 (1.220)
Ogz€nz + Oyz€ny + (Uzz - )\)enz =0

Q(eng, eny,enz) =0.

Primerjava dobljenega sistema enacb z matri¢no enacbo (1.178) kaze, da
se pogoji za nastop ekstremov normalne napetosti ujemajo z enacbami
za dolocitev glavnih vektorjev napetostnega stanja, pri cemer La-
grangevi mnozitelji prevzamejo vlogo glavnih normalnih napetosti.
Resitve enacb (1.219) predstavljajo tocke v prostoru s koordinatami
€nzs €ny, €nz, vV katerih ima funkcija o0, (€ny,€ny, €n.) stacionarno
vrednost. Funkcija o, ima v taki tocki lahko lokalni ekstrem ali sedlo.
Za kaksno stacionarno vrednost gre v posameznih tockah, bi lahko ugo-
tovili s podrobnejsim proucevanjem drugih in visjih odvodov funkcije F'.
Tej analizi se v tem ucbeniku odpovedujemo in se zadovoljimo z neko-
liko ohlapno ugotovitvijo, da so glavne normalne napetosti 011, 023, 033
lokalni ekstremi funkcije o, glede na spremenljivke €.z, €ny, €nz-
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1.10 Glavne strizne napetosti

1.10 Glavne strizne napetosti

Ugotovili smo, da so glavne normalne napetosti 011, 022, 033 enake
lastnim vrednostim napetostnega tenzorja [o;;] in da pripadajo ko-
ordinatnim ravninam desnosucne kartezijske baze, ki jo tvorijo pri-
padajoci glavni vektorji e,, e,, e,. V teh ravninah ni striznih napetosti
(slika 1.20), normalne napetosti pa zavzamejo stacionarne vrednosti.
Podobno imenujemo stacionarne vrednosti striznih napetosti glavne
strizne napetosti. Zaradi enostavnejsih zapisov izberemo pri dolocanju
teh napetosti za referen¢no bazo kar vektorje glavnih smeri eq, es, es.

Slika 1.21

Napetostni vektor o, ki pripada ravnini s poljubno normalo e,,

e, =¢ep1e] +epnes +ep3es, (1.221)
lahko zapisemo v skladu z ena¢bama (1.212) in (1.213)

o, = 01,1 + O2¢,1 + 03,3 (1.222)

oziroma
Op = 011€n1€1 + O22€p2€2 + 033€,3€3 . (1.223)

Razstavimo ga v normalno in strizno komponento po ena¢bi (1.171)
(slika 1.21)
Oy, = Opn€n + Oni€s . (1.224)
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1.10 Glavne strizne napetosti

Kvadrat velikosti strizne komponente o,; dolo¢imo s Pitagorovim?
izrekom, tako da enacbo (1.224) skalarno pomnozimo s o,

o2, =02 —02, . (1.225)

nt nn
Pri tem je o,, velikost napetostnega vektorja o,,. Iz enacbe (1.223) sledi

2 _ 2 2 2 2 2 2

Onn je velikost normalne komponente napetostnega vektorja o,. Ob
upostevanju enacb (1.223) in (1.221) dobimo

2 2 2
Onn = Op " €n = 011€,1 + 022€,,9 + 033€,,3 - (1227)

Ugotoviti moramo, v kateri ravnini z zunanjo normalo e, zavzame
strizna napetost o,; stacionarno vrednost. Pri tem so smerni kosinusi
en; normale e, vezani z dodatnim pogojem o njeni enotski dolzini

D(ent, enasenz) =1 —e2, —e2, —e2; =0. (1.228)

Vezani ekstrem strizne napetosti o,; spet poiS¢éemo z metodo La-
grangevih mnoziteljev, pri ¢emer moramo dolociti ekstreme funkcije

F(enb €n2,€n3, )\> - Unt(en17 €n2, en3> + A q)(enly €n2, en3> . (1229)

Pogoji za nastop ekstrema funkcije F' so

or 0
86nl 6enl (J et ) 0
F
;;3 €n2 (1.230)
(Unt + )\q)) =0

86n3 8en3

oF 0

t Pitagora (Pythagoras), grski matematik, 569-475 p. n. 8.
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Oglejmo si prvega od gornjih pogojev. S parcialnim odvajanjem enacbe
(1.225) po e,1 dobimo

0o 002 00 pn
2 = n—2 —_—. 1.231
Ont 8€n1 aenl Onn 36711 ( )

Ob upostevanju enacb (1.226) in (1.227) sledi

0o 011
= — -2 . 1.232
5€n1 Ot (011 Unn) €nl ( )

Cetrti izmed pogojev (1.230) izraza zahtevo, da je izpolnjena enacba
(1.228) @ = 0. S parcialnim odvajanjem te enacbe dobimo Se

0P
86711

= —2en1 . (1.233)

S tem preide prvi od pogojev (1.230) v naslednjo obliko

E (0'11 — QO'nn) Enl = 2)\€n1 . (1234)

Ont

Podobno zapisemo Se preostala dva od pogojev (1.230)

g
=22 (022 - 2Unn) €n2 = 2)‘6712
t
O_” (1.235)
23 (033 - 20nn) €n3 = 2)\en3 .
Ont

Vsaj dva od smernih kosinusov e,1, €,2, €,3 sta razlicna od nic. Ce
bi bila namre¢ dva od njih enaka ni¢, bi to pomenilo, da je ravnina z
normalo e,, ena od glavnih ravnin obravnavanega napetostnega stanja.
Kakor smo ugotovili, nastopa v glavni ravnini ekstremna normalna
napetost, strizna napetost pa je ni¢. Zato vzemimo, da sta smerna
kosinusa e,s in e,3 razli¢na od ni¢. Tedaj lahko prvo od enac¢b (1.235)
krajSamo z e,s, drugo pa z e,3 in ju zapisemo takole
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2
059 — 20920y = 2\ 0py

9 (1.236)
033 — 20330 nn = 2 ont -
Enacbi odstejemo med seboj in dobimo
030 — 033 = 2 (022 — 033) O (1.237)
oziroma
1
Tnn = 5 (022 + 033) . (1.238)

Primerjava dobljene zveze z enacbo (1.227) pove, v kateri ravnini
je izpolnjen pogoj za nastop stacionarne vrednosti strizne napetosti.
Oznac¢imo normalo te ravnine z e in ker so glavne normalne napetosti
neodvisne med seboj, dobimo
V2

€11 =0 6122613::|:7. (1.239)
Ce si podobno kakor zgoraj ogledamo e preostali dve moznosti, da sta
od nic¢ razlicna smerna kosinusa e,3 in e,; oziroma e, in e,s, najdemo
Se dve ravnini glavnih striznih napetosti in njuni enotski normali po
vrsti ozna¢imo z ey in ey. Z enacbama (1.114) in (1.115) smo pokazali,
da skalarne vrednosti napetosti niso odvisne od tega, s katere strani
opazujemo obravnavano ravnino, zato tako za vektor e; kakor tudi za
vektorja ey in ey izberemo kar pozitivne predznake smernih kosinusov.
Tako dobimo enotske normale treh ravnin, v katerih zavzamejo strizne
napetosti stacionarne vrednosti

er = g (82 + eg)
eq = g (es+eqp) (1.240)
eqnq = g(el—keg).

Kakor vidimo, lezijo normale ravnin glavnih striznih napetosti na sime-
tralah koordinatnih ravnin glavne baze e, e, e3. Napetostne vektorje
v teh ravninah dolo¢imo v skladu z enac¢bo (1.142)
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1.10 Glavne strizne napetosti

o1 = g (o2 + 03)
o = g (o3 + 01) (1.241)
oqm = g(al—{—ag).

Ob upostevanju medsebojne pravokotnosti glavnih vektorjev e, es, €3
lahko s skalarnim mnozenjem napetostnih vektorjev oy, oy, ogp samih
s seboj izracunamo kvadrate njihovih absolutnih vrednosti

o1 = B) (032 + 03%3)

1
Uﬁ = B) (03%3 + 0%1) (1~242)

U%I = B) (0%1 + 032)~

Velikosti pripadajoc¢ih normalnih komponent v ravninah stacionarnih
striznih napetosti so dolocene po vzorcu enacbe (1.238), oziroma kot
projekcije napetostnih vektorjev o1, oy in ogp na enotske normale
€1, e in en

1
Olp = 011 = O1 - €] =§( 22 + 033)
1
Olln =001 =0 € = 5( 33+011) (1.243)
1
UngUmmZUDI'emZ5(011—1—022)-

Z zaporednim vstavljanjem zvez (1.242) in (1.243) v enacbo (1.225)
dobimo koné¢no tudi velikosti glavnih striznih napetosti

1

o = i§ (022 — 033)
1

Ot — :|:§ (0’33 - 0'11) (1244)
1

omt = ig (011 — 022) .
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1.10 Glavne strizne napetosti

Pri tem smo glavne normalne napetosti oznacili po zaporedju njihovih
vrednosti

011 = 022 2> 033 . (1.245)

Podobno kakor pri glavnih normalnih napetostih lahko tudi pri glavnih
striznih napetostih ugotovimo, da smerni kosinusi normal er, ey, e
predstavljajo tocke, v katerih ima funkcija F(en1,€n2,€n3;A) sta-
cionarno vrednost. S podrobnejsSim preucevanjem drugih odvodov
funkcije F', ¢esar pa tu ne navajamo, lahko ugotovimo, da sta oy in
om: ekstremni vrednosti. V ravnini z normalo e; ima strizna napetost
o1t stacionarno vrednost, tip te stacionarne tocke pa ni ekstrem, temvec
sedlof.

Omenili smo zZe, da je pri dolocanju normalnih napetosti pomembno
vedeti, ali gre za natezne ali tlacne napetosti. Pri racunanju striznih
napetosti je njihov predznak pomemben le v primerih, da seStevamo
strizne napetosti, ki pripadajo razli¢nim obteznim primerom?*. Glavne
strizne napetosti smo izracunali iz kvadratne zveze (1.225), zato lahko
dolo¢imo le njihove velikosti, ne pa tudi predznaka. Ena od moznosti,
kako dolociti tudi smeri delovanja glavnih striznih napetosti, sledi iz
naslednjega razmisleka:

Enacbe (1.240) kazejo, da, na primer, normalni enotski vektor e; lezi v
ravnini, ki jo doloc¢ata glavni smeri es in e3. Iz ena¢b (1.209) in (1.241)
pa sledi, da v isti ravnini lezi tudi napetostni vektor o7. Ce vpeljemo
tangentni enotski vektor t;, ki prav tako lezi v ravnini (e, es) in je
pravokoten na smer e (slika 1.22)

tI = g (62 - e3) s (1246)

t Glej n. pr. knjigo M. Stanek, G. Turk, Osnove mehanike trdnih teles, FGG, Ljub-
ljana, (1998).
t Sestevanje vplivov razli¢nih obteznih primerov je mozno le, ¢e velja zakon super-

pozicije (glej poglavje 3).
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1.10 Glavne strizne napetosti

lahko ugotovimo, da projekcija napetostnega vektorja o; v smeri
enotskega vektorja t; ustreza pozitivhemu predznaku glavne strizne
napetosti oy; v ravnini z normalo ey

1
o7 - tI = 5 (0’22 - 0’33) =01t - (1.247)

€ I

Slika 1.22

Podobno vpeljemo $e tangentna enotska vektorja ty v ravnini (es,eq),
pravokotno na smer ey, in ty v ravnini (e, e2), pravokotno na smer ey

t][ = (e3 — el)

(1.248)

o[5S

t]][ = (e1 — 62) .

V smereh enotskih vektorjev ty in tgr dobimo pozitivne predznake glav-
nih striznih napetosti v ravninah z normalama ey in ey

1
og -ty = 3 (033 —011) = ome

1 (1.249)
onq-tm = 3 (011 — 022) = omy -
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1.10 Glavne strizne napetosti

Ugotovitev lahko obrnemo tudi takole: ¢e za desne strani v enacbah
(1.244) izberemo pozitivne predznake, imajo pozitivne glavne strizne
napetosti oy, ont, ome po vrsti smeri enotskih vektorjev tp, ty, to,
negativne pa nasprotne smeri.

Tako smo definirali smeri pozitivnih glavnih striznih napetosti v nji-
hovih ravninah. Pri prakti¢nih nalogah se o pravilnosti predznakov
in vrednosti izracunanih napetosti lahko prepricamo tudi s kontrolo
ravnotezja elementarnih delov telesa v okolici obravnavanega delca, kar
je podrobneje prikazano v zgledu 1.7.

Na sliki 1.23 so prikazane ravnine glavnih striznih napetosti in oznacene
smeri delovanja pozitivnih normalnih in striznih napetosti v teh ravni-

nah.
1
O1n=5 (0% + 0l )
Oz
- 15°
1
0” :é (622 - (733)>O
Oag
1
(THn:é (033 +gll>
a-
2 e
1
Onre :é (Uss *(711>>O
Oy
1
GIHTL:é(gM +(722>
0}
11 ‘450
1
Ot :é(Uu —0y,)>0
Ogs

Slika 1.23
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1.10 Glavne strizne napetosti

Na koncu si Se oglejmo, kaksne medsebojne lege zavzamejo ravnine
ekstremnih striznih napetosti v obravnavani tocki telesa. Z medseboj-
nim skalarnim mnozenjem enotskih vektorjev er, ey, eg ugotovimo,
da ti trije vektorji niso pravokotni med seboj, temvec¢ oklepajo drug z
drugim kote 60°

1
en-em:em-elzel-enz52005600. (1.250)

Enotski vektorji er, ey, eyq torej dolocajo robove tetraedra, to je tri-
strane piramide, ki jo tvorijo Stirje enakostrani¢ni trikotniki (slika 1.24).

€;
eH eI

11

Slika 1.24

V nekaterih u¢benikih so strizne napetosti oznacene z grsko ¢rko 7

Oxy = Tay Ot = 71
Oyz = Tyz ont = T (1.251)
Ozx — Tzx omt — T

normalne napetosti pa z grsko ¢rko o, ki ji pripiSemo en sam indeks

Ogx = Og OIn = 01
Oyy = Oy Olln = 01 (1.252)
Ozz =02 OMn = O -
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1.11 Hidrostaticni in deviatoricni del tenzorja napetosti

1.11 Hidrostatic¢ni in deviatoricni del tenzorja napetosti

V nekaterih posebnih primerih mehanske analize zveznih teles,
posebej v teoriji plasti¢nosti, je ugodno razdeliti tenzor napetosti na
njegov hidrostaticni in deviatori¢ni del. Za hidrostaticni del napetosti
sta v rabi tudi izraza sferi¢ne ali volumetri¢ne napetosti, za deviatori¢ni
del pa distorzijske napetosti. Za opis plasticnega deformiranja teles
namrec ponavadi vpeljemo predpostavko o nestisljivosti snovi, pri cemer
je pomemben le deviatori¢ni del napetostnega tenzorja.

Pri obravnavani razstavitvi napetosti ima pomembno vlogo hidro-
stati¢na napetost o, ki je vpeljana kot aritmeti¢na sredina normalnih
napetosti

1 1 17
ol = 3 (Opa +Oyy +0.2) = 3 (011 + 022 +033) = ?1 . (1.253)

Pri simbolu za prvo invarianto napetostnega tenzorja smo z zgornjim
indeksom “.?” poudarili, da gre za invarianto napetosti. Kakor vidimo,
je hidrostati¢na napetost invarianta napetostnega stanja in pove, kako
je materialni delec “v povprecju” obtezen: e je hidrostati¢na napetost
pozitivna, je delec v povprecju obremenjen natezno, ¢e je negativna, pa

tlacno.

Poljubno komponento o;; tenzorja napetosti razstavimo na njen hidro-
staticni del ag in deviatori¢ni del 05
o = 05 + 05. (1.254)

Zaradi preglednejSega pisanja za deviatori¢ne napetosti obicajno vpe-

ljemo krajso oznako s;; = 05 in dobimo

Oij = O'g + Sij - (1255)

Pri tem je hidrostatic¢ni del O'g definiran z enacho

1
05 =50 = gaijjf (1.256)
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1.11 Hidrostaticni in deviatoricni del tenzorja napetosti

oziroma v matriéni obliki

o0 0 o [1 00
[cd]=10 o 0 :?1 010 (1.257)
0 0 of 0 0 1

Preostali del tenzorja napetosti je definiran kot deviatoricni, tako da je

- D _ 5 H R Y |
Sij = 0i; = Oij — 0j; — Sij = 0ij — 0550 . (1.258)

V kartezijskih koordinatah z,y, z tako dobimo

Ogxx — O U:r:y Oz
A _ ~H
[sij] = Oy Oyy — O Oy e (1.259)
Oz Uzy Ozz — 0

Kakor vidimo, sta tako hidrostaticni kakor tudi deviatori¢ni del sime-
tricna tenzorja drugega reda.

ODb upostevanju enacb (1.182), (1.253) in (1.258) je mogoce hitro ugo-
toviti, da je prva invarianta deviatori¢nega dela tenzorja napetosti I7
enaka nic

I} = 0pp +0yy +0.. — 307 =0. (1.260)

Preostali dve invarianti deviatoricnega tenzorja napetosti izracunamo z
enacbama (1.183) in (1.184) in po krajSem urejanju dobimo

I 2

I =1 — ( ;,) (1.261)
719 2(I7)3

I3 =19 — 132 + (217) (1.262)

V primeru, da je napetostno stanje opisano z glavnimi normalnimi
napetostmi o1, 092, 033, ima tudi deviatoricni del napetostnega ten-
zorja diagonalno obliko

g11 — O'H 0 0
[Sij] = 0 099 — O'H 0 . (1263)
0 0 g33 — O
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1.11 Hidrostaticni in deviatoricni del tenzorja napetosti

ODb upostevanju enacb (1.215) in (1.261) lahko drugo invarianto devia-
toricnega dela napetosti izrazimo z glavnimi normalnimi napetostmi z
enacho

1
I5 = 6 [(011 — 022)° + (022 — 033)° + (033 — 011)2} . (1.264)

Iz enacbe (1.257) sledi, da je hidrostati¢no napetostno stanje izotropno,

saj so vse tri glavne normalne napetosti tega stanja enake hidrostaticni
H

napetosti o
H__ _H __ _H _ _H
011 =09y =035 =0 . (1.265)
To pomeni, da hidrostati¢no napetostno stanje nima posebnih glavnih
smeri, temvec so vse smeri v prostoru enakovredne.

Glavne deviatoricne normalne napetosti s11, S22, S33 dobimo neposred-
no iz enacbe (1.258)
H
$11 =011 — O

So9 = 099 — 0! (1.266)
$33 =033 — 0O

Za glavne smeri deviatoricnega napetostnega stanja lahko hitro doka-
zemo, da se ujemajo z glavnimi smermi celotnega napetostnega stanja
e1, €2, 3. Po vzorcu enacbe (1.179) bi namre¢ smerne kosinuse glavne
smeri ey dolocili iz enacbe

[Sij — 5ijsgg] {e;j} = {0} . (1267)

Ob upostevanju enacbe (1.258) sledi

(035 — 810" = 8ij (099 — )] {eg;} = {0} (1.268)

in po ureditvi
(035 — 60 gg] {e;j} = {0} . (1.269)

Dobili smo torej enak sistem enacb kakor za dolo¢itev glavnih smeri
celotnega napetostnega stanja. Do enake ugotovitve pridemo tudi z
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1.12 Napetosti v oktaedrski ravnini

naslednjim sklepanjem: hidrostaticno napetostno stanje je izotropno,
zato so glavne smeri celotnega napetostnega stanja dolocene z glavnimi
smermi deviatoricnega dela napetostnega tenzorja.

Kon¢no se pokazimo, kako so invariante deviatori¢nega dela napetost-
nega tenzorja izrazene z glavnimi deviatori¢nimi normalnimi napetost-
mi $11, S22, S33. Upostevajo enacbe (1.215), (1.253) in (1.266) dobimo

Ils = S11 + S22 + S33 =0
1
Iés = 8118929 + 822833 + S33811 = —5 (5%1 —+ 832 + S%S) (1.270)

S
13 = 511 S22 533 -

1.12 Napetosti v oktaedrski ravnini

V tem razdelku obravnavamo primer, da je napetostno stanje delca
T podano z glavnimi normalnimi napetostmi 011, 0922 in o33 in Zelimo
dolociti napetosti v ravnini, katere normala oklepa enake kote s smermi
glavnih normalnih napetosti e, es, es (slika 1.27).

Enotski vektor normale iskane ravnine skozi delec 1" oznac¢imo z e,
€, = €1 €1 + €y2 €3 + e,3€3. (1.271)
Pri tem so smerni kosinusi glede na smeri €1, e2, e3 enaki med seboj
l€o1| = leoz| = [eos| (1.272)
in iz pogoja, da je e, enotski vektor, sledi
€2+ ey te2, =1 — 3e2, =1. (1.273)

Zato je

1
€01 = €02 = €p3 = +—. (1274)

V3
83



1.12 Napetosti v oktaedrski ravnini

Moznih je osem razlicnih kombinacij glede na predznake smernih ko-
sinusov. To pomeni, da gre za osem enotskih normal, od katerih po
dve in dve lezita na isti premici skozi delec T', vendar imata nasprotni
smeri. Te normale torej dolo¢ajo Stiri ravnine, ki so vzporedne mejnim
ploskvam pravilnega oktaedra in jih zato imenujemo oktaedrske rav-
nine. V naSem primeru vzemimo kar pozitivne predznake smernih ko-
sinusov, tako da lezi normala e, obravnavane oktaedrske ravnine v I.

oktantu (slika 1.25)
1
e, = —=(e;+ex+e;3). (1.275)

V3

Slika 1.25

Vektor napetosti o, ki v tocki T' pripada oktaedrski ravnini, dobimo z
enacbo (1.142)
Oy, = 01651 + O2€02 + 03643 . (1.276)

Ker je
o1 =011€1, 02 = 022€2, 03 = 033€3, (1~277)

sledi
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1
O, =—=(011€1 +020€y +033€3). 1.278
o= ) (1.278)
Normalna komponenta o,, vektorja napetosti o, je

1
Opo = Oy * €y — Ooo — 5(0'11—|-0'22+0'33>. (1279)

Iz primerjave z enacbo (1.253) sledi, da je normalna napetost o,, v

oktaedrski ravnini enaka hidrostati¢ni napetosti o

1
Top = glf =gl (1.280)
Doloc¢imo Se kvadrat velikosti vektorja napetosti o,

1
03 =0, 0, = 3 (afl + 032 + 032,3) . (1.281)

Za strizno napetost v oktaedrski ravnini je splosno uveljavljena oznaka
T, = 0ot- Kvadrat te napetosti izracunamo s Pitagorovim izrekom

2 =0, 0y 02, =
1 1 (1.282)
3 (03, + 03y + 033) — 9 (011 + 090 + 033)2 .
Po ureditvi in korenjenju sledi
1
To = ig V(011 — 022)% + (022 — 033)% + (033 — 011)2. (1.283)

Primerjava z enac¢bo (1.264) pokaze, da je izraz pod korenom so-
razmeren z drugo invarianto deviatoricnega dela tenzorja napetosti

2
To = i,/—glg. (1.284)

Zaradi enacb (1.261) in (1.270) lahko strizno napetost 7, v oktaedrski
ravnini zapiSsemo tudi na naslednji nacin

1 1
Ty = ig\/Q [(If)2 - 315] - i\/§ (s2,+ 82y +52,).  (1.285)
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Podobno kakor zgoraj lahko dolo¢imo napetostne vektorje ter njihove
normalne in strizne komponente v katerikoli od preostalih treh oktae-
drskih ravnin. Rezultat je nekoliko presenetljiv, saj se izkaze, da so
normalne in strizne napetosti enake v vseh stirih oktaedrskih ravninah.
Bralcu prepuscamo, da se o tem sam preprica.

1.13 Ravninsko napetostno stanje (RNS)

Prostorsko napetostno stanje, ki smo ga obravnavali v prejSnjem
razdelku, je najbolj splosen primer napetostnega stanja. Pri praktic-
nem delu v mehaniki pa veckrat naletimo na primere, pri katerih zaradi
posebnih geometrijskih in materialnih lastnosti telesa ter nacina pod-
piranja in obtezbe vsi napetostni vektorji, ki pripadajo obravnavanemu
delcu telesa, lezijo v isti ravnini. To pomeni, da so vse napetostne kom-
ponente v smeri normale na to ravnino enake ni¢. Takemu mehanskemu
stanju materialnega delca pravimo ravninsko napetostno stanje (RNS).

Kot primer lahko navedemo pokoné¢no prizmo, katere visina oziroma de-
belina ¢ je zelo majhna v primerjavi z izmerami osnovne ploskve (slika
1.26). Ce je zunanja obtezba takega telesa pravokotna na normalo
osnovne ploskve, ga imenujemo stena. V sliki 1.26 smo vzeli, da se nor-
mala osnovne ploskve ujema s koordinatno osjo z kartezijskega koordi-
natnega sistema. Presek prizme s koordinatno ravnino z = 0 imenujemo
srednja ploskev ali srednja ravnina stene. Srednja ploskev predstavlja
racunski model stene pri ravninskem napetostnem stanju, ki je v naSem
primeru definirano z zahtevo, da so vse komponente napetosti v smeri
z enake nic

Oz =0y, =0,, =0. (1.286)

Matrika napetosti ima v tem primeru naslednjo obliko
Oz Ozy 0

[Uij]: Oyz Oyy 0 ali [Uij]:{gmx O—my} . (1.287)
0 0 0 Oyz  Oyy
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Sklenjeno ploskev ., ki omejuje obravnavano steno (obmoéje ¥ v
prostoru), razdelimo na tri kose: “zgornjo” osnovno ploskev <7t
“spodnjo” osnovno ploskev .27~ in plas¢ .¥},;. Zunanja normala zgornje
osnovne ploskve &7t je enaka baznemu vektorju e,, zunanja normala
spodnje osnovne ploskve o7, pa je —e,. Zato je

t
Jziz+...(z= 5) ene = €ny = 0, enr = 1

t
%_"'(z:_i): enm:eny:()? enz:_l-

Slika 1.26

Zapis ravnoteznih pogojev (1.140) na obravnavanih ploskvah hitro
pokaze, da morata biti obe osnovni ploskvi neobtezeni

t
Z = 5

¢ Pnz = Pny = Pnz = 0 — Pn = 0. (1289)
Z2=—=

2

Do te ugotovitve bi lahko prisli tudi z logi¢nim sklepanjem: ¢e bi bili
osnovni ploskvi stene obtezeni, se stena v smeri normale ne bi mogla
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1.18 Ravninsko napetostno stanje

prosto deformirati in v njej bi se pojavile tudi od ni¢ razlicne napetosti
Oxzs Oyzy Ozz-

Normala e,, v poljubni tocki plasca .#},; obravnavane stene je odvisna
od oblike roba, sicer pa je pravokotna na smer z (e,, = 0)

Fpl €, =¢€ng €+ enyey. (1.290)

Ravnotezni pogoji (1.140) pripeljejo do ze omenjene zahteve, da mora
biti zunanja specificna povrsinska obtezba plasca vzporedna s srednjo
ravnino stene

Pnz = Ogznz + Oyz€ny

T (1.291)

Pny = Oxybng + Oyy€ny

in zato
pl Pn = Pnz €z + Pny €y - (1.292)

Zunanja obtezba se v sploSnem lahko spreminja po debelini stene. Ker
je stena tanka, je umestno namesto spremenljive obtezbe upostevati kar
njeno povprecno vrednost glede na debelino stene. Zato obic¢ajno vza-
memo, da sta tako zunanja povrsinska obtezba p,, kakor tudi zunanja
prostorninska obtezba v enakomerni v smeri normale na ravnino stene,
v naSem primeru torej neodvisni od koordinate z

Pn = pn(ma y) in vV = V(ma y) . (1293)

Oglejmo si Se ravnotezne pogoje za delec znotraj stene. Enacbe (1.131)
se v obravnavanem primeru ravninskega napetostnega stanja glasijo

004 O0ys

=0
Ox y v
7/ . aaxy 8O'yy (1294)
=0
Oz + Y + vy
v, =0,
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kar pomeni, da mora biti tudi specificna prostorninska zunanja obtezba
vzporedna s srednjo ravnino stene

V=056, +U,€,. (1.295)

Upostevajo¢ dosedanje ugotovitve lahko upraviceno predpostavimo, da
so tudi od ni¢ razlicne komponente napetosti enakomerne po debelini
stene

Oz = Oza(2,9), Oyy = oyy(T,9), Oy = Ogy(z,y).  (1.296)

Napetostni vektorji v koordinatnih ravninah kartezijskega koordinat-
nega sistema (x,y, z) so tedaj

Oy = Oz €+ Ogy €y
Oy = Oyz €5 + Oyy € (1.297)

o, =0.

Vzemimo, da je z napetostno matriko (1.287) opisano ravninsko
napetostno stanje poljubnega delca 7 obravnavane stene, in sicer glede
na koordinatni sistem (z,y). To pomeni, da v ravnini II, z normalo
e, deluje napetostni vektor o, s komponentama o, in o4, v ravnini
I, z normalo e, pa napetostni vektor o, s komponentama oy, in o,

(slika 1.27).

Zamislimo si sedaj poljubno novo ravnino Il¢, katere normala e¢ je za

kot a nagnjena glede na os z in tvori skupaj s tangencialnim enotskim

vektorjem e, novo pravokotno koordinatno bazo (slika 1.28)
€ = €€ T gy €y

(1.298)
€y = Enr €z T Eyy €y .

Smerne kosinuse obeh baznih vektorjev lahko izrazimo kar s kotom «

€ep = COSCQ egy = Sin o ee, =0
& _ v ¢ (1.299)
€z = — SN« €ny = COS Qv en: =0,
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1.18 Ravninsko napetostno stanje

zato lahko piSemo

€ = cosae;t+sinaey (1.300)

€, = —sSlla e, +COsSe,.

Slika 1.27

Slika 1.28

Delcu T pripada v ravnini II¢ napetostni vektor o¢ z normalno kom-
ponento oge in strizno komponento og,. Dolo¢imo ga z enacbo (1.142)
in ker je o, = 0, dobimo

O¢ = Og6ey + Oyeey . (1.301)
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1.18 Ravninsko napetostno stanje

Enacba (1.301) je tedaj
O¢ =0, cosa+ oysina. (1.302)
ODb upostevanju enacb (1.297) dobimo
¢ = (0gz cOSQ+ 0ypsina) e + (04 cosa+ oy sina) e, . (1.303)

Normalno in strizno napetost v ravnini Il lahko ob upostevanju
simetrije striznih napetosti zapisemo kakor sledi

— _ 2 : .2
O¢e = Og - € = 0y COS™ O + 204y SiN (v cOS a0 + 0y, SIN” 0 (1.304)
Oen = O¢-€n =
— 04 SIDCOs o + ny(cos2 o — sin® ) + Oyy Sin v cos a.

(1.305)

Gornji enacbi lahko z uporabo dvojnih kotov zapiSsemo tudi takole

1 1 .
Oee = 5( vx + Oyy) + §(Um — Oyy) COS 20 + 04y sin 20 (1.306)

1
Oy = —i(am — 0yy) sin2a + 04y cos 2a. (1.307)

Pri znanih napetostih o,,, 0y, in 04, sta torej normalna in strizna
napetost v poljubni ravnini Il z normalo e¢ funkciji ene same spre-
menljivke a.

Ta ugotovitev omogoca enostavnejso dolocitev ravnin in velikosti ek-
stremnih normalnih in striznih napetosti. Naklonski kot «,, ki dolo-
¢a normalo ravnine, v kateri nastopa ekstremna normalna napetost,
izracunamo iz pogoja za ekstrem funkcije og¢

dO’gg

—0. 1.
= 0 (1.308)

a=as

Z odvajanjem enacbe (1.306) po o dobimo
—(0pg — Oyy) sin 20, + 204, cos2a, =0 (1.309)
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oziroma 5
o
tg 20, = ——24— . (1.310)
Ogx — Uyy
Ker je tga periodi¢na funkcija s periodo 7, dobimo neskonéno veliko
resitev

1 20,y :tk_ﬂ'

A =3 arctg (k=0,1,2,...). (1.311)

Oxz — Oyy 2

Zanimivi sta resitvi pri ¥ = 0 in k = 1, saj nadaljnje (pri k& > 2) ne
povedo ni¢ novega

— 1 2
afj_o == arctgA
2 OOy (1.312)
el 1 20,y T ’
o, = -arctg—— + —.
2 Oxz — Oyy

k=

Ob upostevanju enacb (1.312) lahko oznaéimo a, = a*=° in dobimo

dve med seboj pravokotni ravnini z normalama

e = COsagy e, +sina, ey,
(1.313)
€y = —sinag, e, + cosas ey .

Glavni normalni napetosti, ki nastopata v omenjenih ravninah, dobimo
po nekoliko daljsi, vendar enostavni izpeljavi ob uposStevanju znanih
trigonometri¢nih zvez

tg2a, 1

sin 2a, = in cos 2, = .
+/1 + tg%2a, +/1 + tg*20,

Z vstavitvijo v enac¢bo (1.306) dobimo ekstremni normalni napetosti

1

1
011,22 = 5(0-33.% +oyy) = \/Z(Um —oyy)? + oz, (1.314)

Pri uporabi enacbe (1.314) je potrebna previdnost, saj zaradi kvadrat-
nih zvez, ki nastopajo v izpeljavi, ni mogoce vnaprej vedeti, kateri
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1.18 Ravninsko napetostno stanje

od smeri e; oziroma es pripada katera od obeh dobljenih ekstremnih
normalnih napetosti. Tej dvoumnosti se najlaze izognemo tako, da
izracunamo glavni normalni napetosti z neposrednim vstavljanjem nu-
meri¢nih resitev enac¢be (1.310) v enacbo (1.306). Zaradi lazjega zapisa
spet oznacimo o, = o*=C, Tedaj je 2a%=! = 2a,, +7 in ob upostevanju
znanih trigonometrijskih obrazcev dobimo

1 .
E(Jm +oyy) + E(Um — Oyy) COS 20, + O gy sin 20,
(1.315)

(Ogz + Oyy) — E(Um — Oyy) COS2Q; — O gy sin 20y, .

Pri tem smo se izjemoma odpovedali razvrstitvi glavnih normalnih
napetosti po velikosti, kakrsno smo vpeljali z enacbo (1.245).

S primerjavo enacb (1.307) in (1.309) se lahko tudi prepricamo, da je
strizna napetost v ravnini glavne normalne napetosti enaka nic

1 .
oen(0g) = —§(am — Oyy) Sin 20, + 04y cos2a, = 0. (1.316)

Vse naloge v zvezi z RNS bi seveda lahko resili tudi tako, da bi dosledno
sledili postopkom, ki smo jih za transformacije napetosti in za dolocitev
ravnin in velikosti glavnih normalnih napetosti izpeljali pri prostorskem
napetostnem stanju, pri cemer bi upostevali posebno “ravninsko” obliko
matrike napetosti (glej zgled 1.10). Vendar v tem razdelku namenoma
prikazemo enacbe, ki jih za RNS navajajo klasi¢ni uc¢beniki, da bi se
izognili njihovi dvoumni ali napa¢ni uporabi.

Podobno ravnamo tudi pri doloc¢itvi ravnin in velikosti glavnih striznih
napetosti in prikazemo kombiniran pristop, pri katerem iz pogoja za
ekstrem striZzne napetosti og,

dogn

= 1.31
- 0 (1.317)

a=a,
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izracunamo naklonski kot «,, ki doloca normalo ustrezne ravnine. 7
odvajanjem enacbe (1.307) po o dobimo

—(0pa — Oyy) COS20; — 204y sin2a, =0 (1.318)
in dalje
Ozz — Tyy
tg 20, = — 222 %y 1.319
820 20m (1.319)
Resitve so
1 Ogy — Oyy | kT
ay = ——arctg 2L W ¢ T (k=0,1,2,...). (1.320)
2 204y 2
Primerjava enacbe (1.319) z enatbo (1.310) pove, da je kot a*=0 za Z
vecji od kota af=0
tg 2070 = —ctg 2ar=0 — af=0 = k=0 4 % . (1.321)

S kotom a*=C je torej dolocen enotski vektor, ki smo ga v razdelku
1.10 oznacili z ey. Pri ravninskem napetostnem stanju uporabimo za
ta vektor oznako e,

2
em = e, = g (e1 4 e3). (1.322)
Po zgledu druge od enacb (1.248) vpeljemo Se enotski vektor ty oziroma
tr
2
t]]I = tT = g (e1 — eg) . (1323)

Hitro se lahko prepricamo, da vektor t. ustreza resitvi enacbe (1.320), v
kateri odstejemo periodo pri k = 1. Enotska vektorja e, in t, dolocata
dve med seboj pravokotni ravnini, v katerih nastopa glavna strizna
napetost om; = 71, ki jo pri RNS obi¢ajno oznacimo kar s 7. Z drugo
od enach (1.249) in ob upostevanju enacbe (1.314) dobimo

1 1
Tm=7= 5 (011 - 022) = \/Z(Um: - Uyy>2 + agzcy' (1'324)

94



1.18 Ravninsko napetostno stanje

Gornje ugotovitve lahko strnemo tudi takole: V ravnini z normalo e,
nastopa glavna strizna napetost 7; ¢e to napetost izracunamo z enacbo
(1.324) in dobimo pozitivno vrednost, je njena smer dolo¢ena z enot-
skim vektorjem t,. Ce je vrednost negativna, pa deluje v nasprotni
smeri vektorja t,.. Podobno ima pozitivna strizna napetost v ravnini z
normalo t, smer enotskega vektorja e,. ZapiSimo oba enotska vektorja
Se 7 reditvijo enacbe (1.320) pri k =0 (o, = a*=9)
e, = C.OS Qr €, + SN Q- €y (1.325)
t, =sina,e; —cosa,e,.
Normalno napetost oy = o, v ravnini z normalo e, lahko izracunamo
s tretjo od enacb (1.243) ali pa z vstavljanjem kota a.; v enac¢bo (1.306)

1 1
omm = 0+ = 0'55(057-) = 5( T —+ Uyy) = 5(0’11 + 0'22) . (1326)
Podobno kakor pri prostorskem lahko tudi pri ravninskem napetostnem
stanju najdemo Se dve ravnini glavnih striznih napetosti z normalama
er in eg. Ker je pri obravnavanem ravninskem napetostnem stanju

e3 =e, in 033 = 0., = 0, iz enacb (1.240), (1.244) in (1.243) sledi

\/5 022

6127(82+ez) = om =
- (1.327)
V2 . o on
en =y (ester) e o Ty

Smeri glavnih striznih napetosti 77 in 7 sta doloc¢eni s pomoznima tan-
gencialnima enotskima vektorjema t; in ty

tr= - (e2 —e.)
(1.328)
tp = g(ez—el).

Dokaz, da napetostna vektorja op in oy, ki nastopata v ravninah z
normalama ej in ey, lezita v ravnini (x,y) in torej nimata komponent
v smeri z, prepus¢amo skrbnemu bralcu.
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1.14 Mohrov' krog za ravninsko napetostno stanje

V razdelku 1.13 smo pokazali, da je pri ravninskem napetostnem
stanju napetostni vektor o, ki pripada obravnavanemu materialnemu
delcu 7 glede na poljubno ravnino II¢, dolo¢en z normalno (o¢¢) in
strizno (o¢,) komponento. Omenjeni komponenti napetosti sta podani
z enacbama (1.306) in (1.307). Zapisimo ti dve enacbi nekoliko drugace

1 .
Oee — i(gm +0yy) = 5 c0s 20 (030 — Oyy) + 0y sin 2cx

Ten = =5 Sin 2 (040 — Oyy) + Opy COS 20

Ce enacbi kvadriramo in sestejemo, dobimo

1 2

Ogg — §(Um~ +oy)| + Ugn = 2 (0a — 0yy)* + ‘732:?;' (1.329)

e e

Napetostno stanje obravnavanega delca T je doloceno s podanimi
napetostnimi komponentami 0., 0yy in 04y, komponenti o¢e in ogy
pa se spreminjata v odvisnosti od orientacije ravnine Il¢.

Sestavimo pravokotni napetostni koordinatni sistem tako, da na abscis-
no os nanasamo normalne, na ordinatno os pa strizne napetosti. V tem
koordinatnem sistemu predstavlja enacba (1.329) kroznico s sredis¢em
S[%(0zz + 0yy), 0] in s polmerom

1
R= \/Z (Opx — Oyy)? + 02, (1.330)

Z enactbama (1.306) in (1.307) smo dolo¢ili normalno in strizno kompo-
nento vektorja napetosti v odvisnosti od kota «, ki opisuje lego obrav-
navane ravnine II¢ skozi opazovani delec. Z razlicnimi izbirami kota «
lahko torej dolo¢imo napetostne vektorje v vseh moznih ravninah skozi

f Otto Mohr, nemski inzenir, 1835-1918.
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delec 7. Normalna in strizna komponenta o¢¢ in og, vsakega od teh
vektorjev zadoS¢ata enacbi kroznice (1.329). Na tej kroznici torej lezijo
vrhovi vseh napetostnih vektorjev, ki bi jih v tocki T' dobili z izbira-
njem razlicnih leg ravnine Il¢. Z njo je dolocen znani Mohrov krog za
ravninsko napetostno stanje (slika 1.29). Ta krog predstavlja grafiéno
upodobitev transformacijskih pravil, ki smo jih sicer analiticno izpeljali
za ravninsko napetostno stanje.

Ont

Onn

.

Slika 1.29

Konstruirati je mogoce tudi Mohrove kroge za prostorsko napetostno
stanje, vendar se bomo temu zaradi nepreglednosti in dale¢ enostavnej-
Sih analiti¢nih postopkov odpovedali.

Izhajajo¢ iz geometrijskih zvez lahko v Mohrovem krogu resujemo
razlicne ravninske napetostne naloge. V ta namen moramo najprej
dolociti znacilno tocko, imenovano pol Mohrovega kroga.
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Vrh podanega oziroma obravnavanega napetostnega vektorja (to je
lahko tudi vektor, ki pripada eni od koordinatnih ravnin, na primer
o, ali o) projiciramo v smeri ordinate na nasprotno stran Mohrovega
kroga. Skozi dobljeno tocko nariSemo smer ravnine, na katero deluje
podani vektor napetosti (na primer ravnina z normalo e, ali e,). Tocka,
v kateri ta smer preseka Mohrov krog, je pol Mohrovega kroga (P).

Ko poznamo pol P Mohrovega kroga, lahko dolo¢imo vektorje nape-
tosti, ki pripadajo poljubno izbranim ravninam skozi tocko T. Smer
izbrane ravnine nariSemo skozi pol Mohrovega kroga, presecisce te smeri
z Mohrovim krogom projiciramo na nasprotno stran in tako dobimo
vrh iskanega napetostnega vektorja. Analogno, le v obrnjeni smeri,
postopamo, ¢e poznamo vektor napetosti in zelimo dolociti ravnino, ki
ji ta vektor pripada.

Uporabo Mohrovega kroga si oglejmo na primeru dolocitve velikosti in
smeri glavnih normalnih napetosti pri ravninskem napetostnem stanju.
Mohrov krog nariSemo ob upostevanju podatkov o napetostnem stanju
delca T, ki je doloceno z napetostmi 04, 0yy i 04y. Pri tem so smeri
koordinatnih ravnin dolo¢ene z enotskima vektorjema e, in e, (slika
1.29).

Velikosti glavnih normalnih napetosti sta doloCeni s preseciscema
Mohrovega kroga z abscisno osjo. 1z slike 1.29 sledi

1 1
011,22 = 5 (Um: + Uyy) + \/Z (Uxm - Uyy>2 + 0-32Uy s
2
tg2a, = _ Oy ,
Oz — Oyy

kar se ujema z enacbama (1.314) in (1.310), ki smo ju v razdelku 1.13
analiti¢no izpeljali za ravninsko napetostno stanje v ravnini (x, y).

V Mohrovem krogu lahko dolo¢imo tudi ekstremne strizne napetosti ter
ravnine, ki jim te napetosti pripadajo (slika 1.30).
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Ont

U’I’L’I’L

Y

Slika 1.30

Iz slike 1.30 lahko razberemo

1
T = \/Z (Ozz — Oyy)? + Uc%y

1
Or = 5(0-:533 +Uyy) — 5(0'11 + 022)
thG{’T — _M ,
204y

kar se prav tako ujema z analiticnimi ugotovitvami.
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1.15 Premiki togega telesa

Gibanje togega telesa v prostoru je poseben primer gibanja trdnega
telesa, pri katerem se telo iz zacetne lege B premakne v novo lego B,
njegova velikost, oblika in medsebojne lege delcev pa pri tem ostanejo
nespremenjene.

Premik telesa je opisan z vektorskim poljem pomikov u. To vektorsko
polje vsakemu delcu 7, ki je v zacetni legi B dolocen s krajevnim
vektorjem r glede na izbrano nepomic¢no tocko prostora O, priredi novi
krajevni vektor r’ v konéni legi B’ (slika 1.31-a)

r'=r+u. (1.331)

V skladu s Chaslesovim' teoremom si lahko premik togega telesa
iz ene lege v drugo tudi v primeru najbolj splosnega gibanja pred-
stavimo takole (slika 1.31-b): telo najprej vzporedno (translatorno)
premaknemo tako, da so pomiki vseh delcev telesa enaki pomiku ug
poljubno izbranega referencnega delca Ty, ki je v legi B dolocen s tocko
Ty. Tako dobimo vmesno lego B*, v kateri je referencni delec 7y doloc¢en
s tocko T{, delec T pa s tocko T*. Nato telo zasu¢emo (zarotiramo)
okrog nepomicne referenéne tocke T} v konéno lego B'.

Za referenéno tocko To(xo, Yo, z0) lahko izberemo katerokoli tocko telesa
in jo dolo¢imo z njenim krajevnim vektorjem ry. Obic¢ajno za refe-
rencno tocko izberemo katero od podpor ali kako drugo tocko telesa,
za katero poznamo posamezne ali vse komponente pomika in zasuka.
Lega poljubnega delca 7T, ki ga v stanju B doloca tocka T'(z,y, z) s
krajevnim vektorjem r, je glede na referencno tocko Ty doloc¢ena z re-
lativnim krajevnim vektorjem o

o=r—r9=(x—x0)es+ (y —yo)ey, + (2 — z0)e, . (1.332)

t Michel Chasles, francoski matematik in astronom, 1793—-1880.
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V slikah 1.31 in 1.32 so zaradi preglednosti oznacene le tocke, ki doloc¢ajo
delca Tg in 7 v legah B, B* in B'.

Slika 1.31

Ce ozna¢imo z u, tisti del pomika tocke T, ki je posledica zasuka togega
telesa okrog referen¢ne tocke 7, dobimo

u=1ug+u,. (1.333)
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Zasuk okoli referencne tocke definiramo s smerjo osi zasuka in njegovo
velikostjo. Smer osi zasuka dolo¢imo z njenim enotskim vektorjem e,.
Skozi tocko T polozimo ravnino II, pravokotno na e, (slika 1.32) in
oznacimo prebodisce s tocko A. Kot wy, ki ga v ravnini II, opise daljica
AT* pri zasuku telesa okoli osi zasuka, imenujemo velikost zasuka. Ta
je pozitivna, Ce se tocka T™ giblje v nasprotni smeri urnega kazalca,
oziroma negativna, ¢e se giblje v sourni smeri. Brez izgube na sploSnosti
lahko vzamemo 0 < |wg| < 2w, saj tocka T™ potuje ves ¢as po isti
kroznici.

Slika 1.32

Ena od moznosti, kako izrazimo pomik u, v sploSnem primeru, je

prikazana v nadaljevanju. S pomocjo slike 1.32 najprej doloc¢imo nje-
govo velikost, nato pa Se njegovo smer. Iz pravokotnega trikotnika
(THAC) sledi

o 1
AC =T/C sina = 3 lo+ 0| sina, (1.334)

iz pravokotnega trikotnika (ACT") pa ob upostevanju enacbe (1.334)
dobimo

. 1
CT' = AC tg%zingrg’y sin o tg%. (1.335)
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Ker je CT" = L T*T' = 5 |uy|, sledi

|u| :tg% lo+ o'| sina. (1.336)

Tako smo dobili absolutno vrednost vektorja u,. Ker je ta vektor pra-
vokoten na ravnino TJAC, dobimo enotski vektor njegove smeri z vek-
torskim produktom vektorjev e, in %(g + 0'), tako da je

e, X 5(e+0’)
1

u, = [uy| . (1.337)
lew X 5(e+ @)
Ker je | e, X %(g+g’)| = % o0 + o'|sina, dobimo ob upostevanju
enacbe (1.336)
u, = tg %ew X (o+0'). (1.338)
S tem preide enacba (1.333) v naslednjo obliko
wo ’
u:uo—l—tg?ewx(g—kg ). (1.339)

To je znani Rodriguesov! obrazec, ki opisuje gibanje togega telesa pri
poljubno velikih pomikih in zasukih.

slika 1.33

t Benjamin Olinde Rodrigues, francoski matematik, 1794—1851.
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Izjema je primer wg = 7. Tedaj bi namre¢ dobili tg % = oo, kar ocitno
ni pravi rezultat. V tem primeru dolo¢imo pomik u,, s formulo

uw:Q/_QZQ[(ew'Q)ew_Q]u (1340)

ki jo brez tezav izpeljemo ob upostevanju slike 1.33.

V konstrukcijski mehaniki imamo pogosto opraviti s primeri, ko so za-
suki teles zelo majhni. V takih primerih lahko opis gibanja togega telesa
ob¢utno poenostavimo. Enacbo (1.339), ki dolo¢a premik togega telesa
pri neomejenih pomikih in zasukih, zapisimo nekoliko drugace

2 wo 1 /
— L 20 % = . 1.341
u u0+wo g 5 woeu 2(Q+Q) ( )

Ce je zasuk majhen (|wg| < 1), se relativna krajevna vektorja g in @',
ki sta ze sicer enaka po velikosti, tudi po smeri le malo razlikujeta, zato
lahko pisemo

/

) 1
wol <1 — e'me in S(ete)=e=o' (1.342)

Razen tega lahko pri majhnem zasuku wy vzamemo

wo wo 2 wo
to — ~ 2 N —tg— =1 1.343
85 N ey ( )

in dobimo Rodriguesovo ena¢bo (1.339) v poenostavljeni obliki
u=ugt+wyxe=ug+wyxo. (1.344)
Pri tem smo z oznako wq vpeljali vektor zasuka oziroma vektor rotacije
Wo = Wo €y - (1.345)

Pomik u lahko torej izrazimo s katerimkoli od relativnih krajevnih vek-
torjev g ali o', pa¢ v odvisnosti od tega, ali poznamo zacetno ali konéno
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lego togega telesa; v obeh primerih naredimo napako istega velikostnega
reda, ki je zanemarljiva, ¢e je le zasuk wy zadosti majhen.

Za obcutek in oceno napake pri privzetih poenostavitvah so v pregled-

wo

nici 1.1 prikazane vrednosti w% tg %> za nekatere velikosti zasuka wq

Preglednica 1.1

0.01 | 0.10 |0.20 0.30 0.40 0.50
wo

0.57° | 5.73° | 11.45° | 17.19° | 22.92° | 28.65°

ltg% 1.000 | 1.001 | 1.003 | 1.008 | 1.014 | 1.021

wo

V vecini primerov, s katerimi se srecamo v tej knjigi, poznamo zacetno
lego telesa, velikosti zasukov pa so omejene tako, da lahko pomike to-
gega telesa dolocamo s poenostavljeno Rodriguesovo enacho

u=uy+wyxXE=1ug+wyx (r—rp) (1.346)
w=uwq. (1.347)

Pri tem smo poudarili, da imajo vse tocke togega telesa enak zasuk wy.

Iz enacb (1.339) oziroma (1.346) vidimo, da je pomik poljubne tocke
togega telesa odvisen od dveh vektorjev (ug in wy = wpey). Zato
ima togo telo v trirazseznem prostoru Sest prostostnih stopenj (Sest
neodvisnih moznosti gibanja), ki jih dolo¢ajo komponente vektorjev ug
in wqy. V kartezijskih koordinatah dobimo

Uy = U0y T (Z - ZO) Woy — (y - yO) Woz
Uy = Ugy + (T — 20) Wor — (2 — 20) Wog (1.348)

Uy = Uz + (Y — yo) woz — (T — o) woy

t Glej na primer dokaz v knjigi M. Stanek, G. Turk, Statika I, FGG, Ljubljana (1996).
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1.15 Premiki togega telesa

We = Wog
Wy = Woy (1.349)
Wy = Woz -

Vse dosedanje ugotovitve o gibanju togega telesa lahko torej strnemo
v naslednjo trditev: Ce predpiSemo translacijo ugy in zasuk wqy v neki
poljubno izbrani tocki Ty, smo s tem predpisali tudi pomik u in zasuk
w katere koli druge tocke T togega telesa.

Oglejmo si Se primer, da je gibanje togega telesa vezano na doloceno
ravnino v prostoru. Brez izgube na splosnosti lahko za to ravnino izbe-
remo kar katero od koordinatnih ravnin, na primer ravnino (x, y). Tedaj
mora biti pomik poljubne tocke T togega telesa v smeri z enak nic

u.(T) =0. (1.350)

Iz tretje od enacb (1.348) sledi, da je gornji pogoj izpolnjen pri poljubni
izbiri koordinat z, y, z tocke T' le, ce velja

Ugy = O, Wozr = Woy = 0. (1351)
Preostale enacbe (1.348) in (1.349) so sedaj

Uy = Uz — (y - yO) Woz

(1.352)
Uy = Uy + (l' - l'O) Woz
we =20
wy =0 (1.353)
Wy = Woz -

To pomeni, da ima togo telo pri gibanju v ravnini (x,y) tri neodvisne
prostostne stopnje (uog, oy, Wo.). Podobno lahko ugotovimo, da je
gibanje togega telesa v ravnini (y, z) dolo¢eno s prostostnimi stopnjami
Uy, U0z, Wog, V raviini (z, x) pa s prostostnimi stopnjami ug., oz, Woy-
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1.15 Premiki togega telesa

Kot zgled si oglejmo Se dva posebna primera izbire tock Ty in T pri
gibanju togega telesa v ravnini (x,y) (slika 1.34).

Y U0z (h )
Uz
To - Uy
. Y~Yo
0O u
T v
X
Slika 1.34
V primeru (a) je y = yo in iz enacb (1.352) sledi
Uy = Upy
’ (1.354)
Uy = Uy + (T — Z0) Wo -
V primeru (b) pa je z = z( in dobimo
Uy = Uor — (y - yO) Woz (1 355)

Uy = Uy -

Dobljeni rezultati nas skupaj s skicama na sliki 1.34 spet opozorijo, da
smemo pomike togega telesa dolocati s poenostavljeno Rodriguesovo
enacbo (1.344) le tedaj, ko je zasuk wp, dovolj majhen.

Konéno si na primeru (a), ki je nekoliko podrobneje predstavljen na
sliki 1.35, Se oglejmo, koliksno napako naredimo pri razli¢cnih vrednostih
wp, ¢e pomike zaradi zasuka izracunamo s poenostavljenim namesto s
toénim Rodriguesovim obrazcem (preglednica 1.2).
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1.15 Premiki togega telesa

Slika 1.35

Preglednica 1.2

0.01 0.05 0.10 0.20 0.50 1.00

Woz
0.57° 2.86° 5.73° 11.45° | 28.65° | 57.30°
x 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
z’ 1.0000 | 0.9988 | 0.9950 | 0.9801 | 0.8776 | 0.5403

napaka % | 0.0 0.1 0.5 2.0 14.0 85.1

Y 0.0100 | 0.0500 | 0.1003 | 0.2027 | 0.5463 | 1.5574

v’ 0.0100 | 0.0500 | 0.0998 | 0.1987 | 0.4794 | 0.8415

napaka % | 0.0 0.1 0.5 2.0 14.0 85.1

V preglednici 1.2 so primerjane koordinate tocke T po izvrSenem za-
suku, pri ¢emer smo zaradi enostavnosti vzeli Tp(0,0) in 7°(1,0). Na-
pake so izracunane glede na toc¢ne vrednosti koordinat, pri ¢emer se
brez tezav prepricamo, da sta napaki pri obeh koordinatah enaki:
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1.16 Togo telo — Zgledi

= ' 1
napaka % = 100 —— = 100 2= :100( —1). (1.356)

T 1y COS W2

Rezultati kazejo, da pri vecini primerov prakticne statike, kjer so
pricakovani zasuki manjsi od 0.1rad (5.73°), pri dolo¢anju pomikov s
poenostavljeno Rodriguesovo enacbo ne naredimo omembe vredne na-
pake. Priomenjeni vrednosti zasuka je napaka zgolj 0.5 %. Obicajno pa
so zasuki elementov gradbenih konstrukcij Se veliko manjsi od 0.1 rad,
kar pomeni, da so napake dejansko zanemarljive. Navedena ugotovitev

se seveda nanasa na primer, da je togo telo predstavljeno z daljico TyT,
ki je vzporedna z “vodoravno” osjo x.

1.16 Togo telo - Zgledi

Zgled 1.1

Zapisi enatbe (1.85), (1.86), (1.100) in (1.101) v komponentni obliki!

Enacbi (1.85) in (1.86):
R=R,e,+ Rye,+R.e. =) Rie;=0
M:Mxem+Myey+MzeZ:ZMiei:0 (i==x9,%)

r=xe;t+ye,t+ze, = E T; €;

7
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1.16 Togo telo — Zgledi

Rm:f pnxd5+/ Ve, dV =0
4 4
Ryzf pnde—i—/ vy, dV =0
4 4
RZ:]{ andS—I—/ v,dV =0
54 4
Mw:f (ypnz—zpny)d5+/(yvz—zvy)dV:O
S v
My:]{ (anx—xpnz)ds—i—/(va—acvz)dV:O
S 4
MzZ]{ (wpny—ypm)d5+/(mvy—yvx)dvzo,
S 4
Enacbi (1.100) in (1.101):
Nn = Nnm e, + Nn’g €y -+ an e, = ZaneZ

(i=uz,y,2)
Mn = Mna: €; + Mny €y + an €, = Zan €;
A

an = / Ong dAn
o,
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1.16 Togo telo — Zgledi

Zgled 1.2

okazi, da so koli¢ine neodvisne od izbire koordinatnega siste-
Dok d kol 17, 13, IS d d izbire koordinat t
ma, torej invariantne!

Za dokaz invariantnosti koli¢ine I{ jo najprej izracunamo v koordinat-
nem sistemu (z,y, z) in jo ozna¢imo z I{(z;)

I7 (@) = Ous + Oy + 022 = ) _ 0. (a)
A

V koordinatah (&, 7, () pa dobimo
I (za) :U€€+UUU+UCC:ZUaa- (0)

Komponente 0,3 obravnavanega tenzorja napetosti v koordinatah
(&,m, ¢) dolocimo s transformacijsko enacbo (1.163)

OaB = Z Z aijeaiegj . (C)
g

Tako dobimo
Oge = amegm + ayyegy + azzegz+
20y€CerCey + 20y €cyCe, + 20 6. €¢,
Onn = Jme%m + Jyye%y + O'ZZG%Z—F
20 yCnzny + 20y2€nyen, + 2056560y
o¢c = Jmegx + Uyyegy + Jzzegz—f—
205y€caCiy T 20y6cy€c, + 20 €060, .

Dobljene izraze za napetosti vstavimo v enac¢bo (b) in po ureditvi do-

bimo ) ) )
If(l’a) = Um:(egm + em: + eCm>+

oyy(€gy + €ny + €6y)+
azz(ezz + e%z + egz)+
200y (€catey + Enaeny + ecaboy)t
20y (€ecyez + enyens + ecyecz)t

205 (e €0 + €nzens + €czca) -
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1.16 Togo telo — Zgledi

Zaradi znanih lastnosti transformacijske matrike [e,;] imajo prvi trije
izrazi v oklepajih na desni strani enacbe (d) vrednost 1, drugi trije pa
so ni¢. Tako dobimo enakost

I7 (za) :Um"‘gyy"'”gzzsz(xi)a (e)

kar dokazuje, da je I{ res invarianta glede na zamenjavo koordinatnega
sistema.

7 zgoscenim zapisom nastopajocih koli¢in lahko dokaz obcutno skraj-

IU .fBa ZO’aa = Zzzameazea] (f)

Samo

Ker je
Z CaiCaj = 0ij in Zaijéij = 04 » (9)
o J
preide enacba (f) v iskano enakost

17 (x4) E aaa—g o = 17 (x;) .

Podobno, vendar le v zgostenem zapisu, dokazemo invariantnost
koli¢ine I§. V koordinatah (z,y, z) je v skladu z enacbo (1.189)

]2 LL‘Z = ZZ 0ii0kk — Uzkgkz)a (h)

v koordinatah (£, 7, () pa

IQ :L“a = 522 000038 —Ua[gO'/ga) . (Z)

—_

V enacbi (i) izrazimo napetosti s transformacijsko formulo (¢) in po
ureditvi dobimo

15 (za) =

LYY S ouou (Coicasenment — caepsenear) - ()
() j k l a p
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1.16 Togo telo — Zgledi

Ob upostevanju enacb (1.49) se desna stran nekoliko skrajsa
o 1
IQ (xa) = §ZZZZJUJM (5ij6kl —5“6jk) . (k‘)
i j k1
Ker je
Zgij(sij = 04 Z 0ij0jk = Oik
J J
> ok = on > owbia = 0%,
l l

preide enacba (k) v iskano enakost
g 1 g
I3 (za) = 2 Z Zk: (oiiokk — oiori) = I3 (2:) - (m)

Dokaz invariantnosti koli¢ine I je najlaze izpeljati v matricnem zapisu.
V koordinatah (z,y, z) je namrec¢

I3 (2;) = det [o35] , (n)
v koordinatah (£, 7, () pa
15 (va) = det[ous) (0)
Uporabimo transformacijsko enac¢bo (1.165) in dobimo
I§ (wa) = det ([T]"[oy][T]) - (p)
Determinanta produkta je enaka produktu determinant, zato je
I§ (z4) = det [T]7 det [o;] det [T] . (1)
Zaradi znanih lastnosti transformacijske matrike je
det [T]T =1 in det [T] =1 (s)
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1.16 Togo telo — Zgledi

in enacba (r) pokaze iskano enakost
IS (xq) = det [o45] = I3 (z;) - (3)

Bralcu prepuscamo, da to enakost dokaze neposredno iz zapisa (1.190).

Zgled 1.3

Napetostno stanje v to¢ki P je podano s komponentami o;; tenzorja
napetosti glede na kartezijski koordinatni sistem (z,y,z). Skozi totko
P polozimo dve nekomplanarni ravnini: I', z enotsko normalo e, in I’y
z enotsko normalo e;. Dolodi vektorja napetosti o, in oy, ki v to¢ki P
pripadata ravninama I', in 'y ! DokaZzi, da je projekcija napetostnega vek-
torja o, na smer e, po velikosti enaka projekciji napetostnega vektorja oy
na smer e, |

Enotska vektorja normal na ravnini I', in I'y sta
Iy : e, =e€q€r+eqyey+eqe, (a)

I'y : ey,=¢€prer+ €hy €y + €y €, . (b)

Napetostna vektorja o, in oy, ki v tocki P pripadata ravninama I'; in
I'y, dolo¢imo z enacbo (1.158)

Ou =0g3€q5+0y€ay+ 064, (c)

Op = Oy €hy + Oy by + 0 €ps . (¢)
Ce zapisemo napetostne vektorje o, o, in o, z njihovimi komponen-
tami o;; v izbranem koordinatnem sistemu (z, y, 2)

Oy = Ozg €+ Ogzy €y + 02 €,

Oy = Oyz €+ Oyy €y + 0y €, (d)

g :Uzmem+azyey+azz627
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1.16 Togo telo — Zgledi

dobimo po mnozenju in ureditvi enacb (¢) in (¢)

Oq = (Uxm €ax + Oyx €ay + 0z eaz) e,+
(Ouy €az + Oyy €ay + 02y €qz) €4+

(sz €az + Oyz €ay + 0, eaz) €, (6)

Op = (Uxm €pr + Oyx €by + 02 ebz) e;t+
(Ozy €bw + Oyy €by + T2y €b2) €+

(szebm+0yzeby+gzzebz) €. (f)

Projekcijo napetostnega vektorja o, na smer e izracunamo kot skalarni
produkt vektorjev o, in e;; ob uposStevanju simetrije napetostnega
tenzorja dobimo

Oq €y = O0zq €ag €br + Oyy €ay Cby + 022 €qz €p2t
Oxy (eax €by + €ay ebm)"’
Oyz (eay €pz + €az eby)+

Oz (eaz €pz + €az ebz) . (g)

Podobno dolo¢imo projekcijo napetostnega vektorja o na smer e,

Op - €y = Ozg €y €az + Oyy €by Cay + 0,z €pz €2t
Oxy (ebx €ay + €y eam)"’
Oyz (eby €az T €bz eay)+

2z (€bz €az + €be €az) - (h)
Iz primerjave enacb (g) in (h) sledi
Ou €, =0y €,
in dokaz je koncan.
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1.16 Togo telo — Zgledi

Nalogo lahko resimo tudi po krajsi poti, ¢e nastopajoCe koli¢ine
zapiSemo z vsotami (i,j = x,y, 2)

(d) : o= Z Tij €j (4)
(C), (d) : aa:Zeaiai:ZZeaiazjej (])
@), (d): op= Z €b; O = Z Z €bi Tij € (k)

%
in ker je
ej-eb:ejb:ebj mn ej-eazejazeaj,

sledi po skalarnem mnozenju enacbe (j) z e, in enacbe (k) z e,

Zzeaz Tij Cbj (1)
op e, = Z Z €pi Tij €aj - (m)

V enac¢bi (m) ni¢esar ne spremenimo, ¢e zamenjamo sestevalna indeksa
¢ in 7. Tako dobimo

op-e, = E E €bj Tji €qi - (n)
v
Ker je tenzor napetosti simetricen (o;; = 04;), sledi

Ub'eaZZZijUijeaz‘- (0)
i

S primerjavo enacb (1) in (o) spet dobimo

O, €, =0p-€,. (p)
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1.16 Togo telo — Zgledi

To je znani izrek o konjugiranosti napetostnih vektorjev v nekompla-
narnih ravninah.

V primeru, da sta ravnini I', in I'y, pravokotni med seboj, predstavljata
skalarna produkta o, - e, in oy, - e, strizni napetosti v teh ravninah

Ou €= O in Op-€, = Opy - (r)

Izrek (p) se v tem primeru ujema z momentnim ravnoteznim pogojem
(1.134), ki zahteva, da so strizne napetosti v medsebojno pravokotnih
ravninah enake (simetri¢ne)

Oab = Obg - (s)

Zgled 1.4

Izhajajo¢ iz Gaussovega integralskega izreka izpelji ravnotezne pogoje za
delec trdnega telesa, izraZene z napetostmi v kartezijskih koordinatah!
UposStevaj, da je zunanja obteZba telesa v ravnotezjul!

Gaussov integralski izrek * (imenovan tudi izrek Gaussa t — Ostrograd-
skega 1) je eden od osnovnih in najmoé¢nejsih izrekov matematiéne ana-
lize. V elementarnih matemati¢nih ucbenikih ga navadno najdemo za-
pisanega v naslednji obliki

7{ P-endS:/ divP dV (a)
& 4

oziroma v kartezijskih koordinatah z, y, z

Glej na primer: Bronstejn, Semendjajev, Musiol, Miihlig, Matemati¢ni priroénik
(1997), str. 522.
T Johann Carl Friedrich Gauss, nems§ki matematik, 1777-1855.
i Mihail Vasiljevi¢ Ostrogradski, ukrajinski matematik, 1801-1861.
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1.16 Togo telo — Zgledi

0P, 0P, oP
Px nx P, n Pz nz - E 4 - .
j{y(e + Pyeny + Pen.) dS /y(6x+8y+8z)dv

(b)

Pri tem so Py (z,vy, 2), Py(z,y,2), P.(x,y, z) zvezne funkcije z zveznimi
prvimi parcialnimi odvodi, definirane na obmocju ¥ in na njegovi mejni
ploskvi ., ki je orientirana z enotsko zunanjo normalo e,. V tem
ucbeniku uporabljamo Gaussov izrek v posploSeni obliki

oP oP oP
Pm nx P n Pz nz s = - ! - dv7
]{y( enz +Pyeny +P.ey) /y<6x+8y+8z)

(©)

kjer so P,, P,, P, vektorske funkcije podobnih lastnosti kakor P,, P,,
P, v izreku (b). Gaussov izrek lahko torej razumemo tudi takole: Ce
sta vektorski polji A in B povezani z enacbo

éA%:LBW, e

potem obstajajo tri take vektorske funkcije P,, P,, P, da velja

opP oP oP
.. : B - T Yy z
na obmocju ¥ 7 + 2y 9,

(d)
na mejni ploskvi ¥ : A=P,e,; +Pye,y +Pey. . (e)

Ravnotezne pogoje za zunanjo obtezbo telesa kot celote smo izrazili z
enacbama (1.85) in (1.86), ki ju tokrat zapiSsemo malo drugace

(1.85) ... ]iﬁpndS:—/yvdV (f)

(1.86) ... ]{ rnxpndS:—/ rxovdV. (9)
S v
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1.16 Togo telo — Zgledi

Podobno kakor zgoraj lahko torej sklepamo, da sta integranda na levi in
desni strani enacbe (f) povezana med seboj s tremi vektorskimi funkci-
jami, ki jih tokrat oznacimo s o, o, o, in ki so z zunanjo obtezbo p,
in v povezane v smislu ena¢b (d) in (e)
oo oo do
na obmocju ¥ : —v=—4+ L4 == (h)

Ox Oy 0z’

na mejni ploskvi .7 : Pn=0gz€ng +0y€ny+0;¢€n,. (7)

S preureditvijo enacbe (h) dobimo ravnotezni pogoj (1.122), enacba (7)
pa predstavlja robni pogoj (1.138).

Z vstavitvijo enacbe (i) v enacbo (g) dobimo

]{ [(r X 03) eng + (r X 0y) €y + (r X 0.) €] dS +/ rxvdV =0.
7 v

(7)
Prvi integral na levi strani gornje enacbe prevedemo z Gaussovim
izrekom v trojni integral po obmocju ¥ in rezultat nekoliko preure-

do, 0o, 0o,
d
[,/rx<6x * Oy - 0z +V) Vi

/ (ex X0y +e€,xo,+e, xo,)dV =0. (k)
v

dimo

Pri tem smo upostevali, da je

or Or Or

5~ o a—y:ey, 5, = (1)
Zaradi enacbe (h) je prvi ¢len na levi strani enacbe (k) enak ni¢, o
drugem pa sklepamo takole: Ravnotezna pogoja (f) in (g) bi lahko za-
pisali tudi za poljubno podobmocje #*, ki bi ga v mislih “izrezali”
iz obmocja ¥/, le da bi v tem primeru namesto specificne zunanje
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povrsinske obtezbe p,, nastopale napetosti o,,. Ker mora biti tudi pod-
obmocje 7 v ravnotezju, bi z analognim izvajanjem kakor zgoraj dobili

/ (e X0z +e€,x0,+e, xo,)dV =0. (m)

Ker smo podobmocje ¥* poljubno izbrali, je pogoj (m) izpolnjen le
tedaj, ¢e na celotnem obmocju 7 velja

e, X0, +e,xo,+e, xo,=0. (n)

Tako smo z napetostmi izrazili tudi momentni ravnotezni pogoj.

Zgled 1.5

Napetostno stanje telesa je podano s komponentami o;; tenzorja napetosti
glede na kartezijski koordinatni sistem (z, y, z). Doloti vektor napetosti ter
njegovo normalno in strizno komponento v ravnini I', ki je podana z odseki
na koordinatnih oseh (slika Z-1.5), in sicer v totki T'(3,1,2), (T € I')!
Doloti vektorsko polje specifi¢ne prostorninske obteZbe v tako, da bodo
izpolnjeni ravnoteZni pogoji v vsaki tocki telesa! Enota dolZin je m, enota
napetosti pa kN/cm?.

2 2 z4+1 zy
loijl=2z+1 4z 2yz
Ty 2yz  5z>

Slika Z-1.5
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Zapisimo najprej enacbo ravnine I' v segmentni in nato Se v splosni
obliki

+% 221 5 d=4dr+6y+92—36=0.

z
9 4

Normalo ravnine I' dolo¢imo kot gradient skalarnega polja ®

0P od 0d
n:Vq):%ex+—ey+£ez:4em+6ey+9ez,

njena dolzina pa je
n=|n|=+v42462+92 =133 =11.53.
Enotski vektor normale ravnine I' je tako

en = — =0.347e, +0.520e, + 0.780e. .
n

Doloc¢imo sSe koordinato z tocke T' tako, da bo ta tocka zares lezala v
ravnini I’

T:z=3, y=1 ... &=4-346-1+92-36=0 — z=2.

Napetostno stanje v tocki T'(3, 1, 2) je sedaj podano z naslednjo matriko
komponent napetosti

6 3 3
[Uij]T =13 12 4
3 4 20

Komponente vektorja napetosti o, ki v tocki T pripada ravnini I',
dobimo z enacbo (1.150)

Tna 6 3 37 (0347 5.983
Ony p = 3 12 4| {0520 p = 10.405 3 |
s 3 4 20 (0.780 18.730
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tako da je
Op = Opg €+ Ony €y +onz€;

o, =5.983e, +10.405e, + 18.730 e, .

Normalno komponento ¢, napetostnega vektorja o, dobimo kot pro-
jekcijo tega vektorja na smer normale

5983) " (0.347
Oom = Oy - €, = 4 10.405 0.520 % — opn = 22.105kN/cm?.
18.730 0.780

Dolo¢imo Se velikost 0,, = |o,,| napetostnega vektorja o,

02 =0, 0, = 5.983% +10.406% + 18.730> — o, - 0, = 494.865
On = \/Opn -0y, = 22.246 kN /cm?.

Strizno napetost v tocki T ravnine I' izracunamo po Pitagorovem izreku

Ont = \/On - Op — 02, = 1/494.865 — 22.1052
Opt = 2.494 kN /em? .

Drugi del naloge zahteva dolocitev komponent specificne prostorninske
obtezbe, ki ustreza ravnoteznemu stanju telesa. V vsaki tocki telesa
morajo biti torej izpolnjene ravnotezne enacbe (1.131)

00 1z n 00 ys n 00 s
ox oy 0z
004y 0oy, 00y
or + oy + 0z
00y, 0oy, 0o,
+ +

ox oy 0z

+v, =0

+ vy, =0

+v,=0.
Po vstavitvi parcialnih odvodov funkcij napetosti sledi

U:I::_Qa Uy:_an UZ:_(y+12'z)7
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tako da je

v=—-2e,—2ye,— (y+12z)e,.

Zgled 1.6

Napetostno stanje v to¢ki P je podano s komponentami o;; tenzorja

napetosti glede na kartezijski koordinatni sistem (z,y, 2)

8 5 —3
[0i] = 5 2 2
-3 2 —4
Dolo¢i:
a. normalno in strizno komponento ter velikost vektorja napetosti, ki v

_()<

to¢ki P pripada ravnini z normalo

1 1 V2
e€: Qem+§ey+7ez;

komponente podanega tenzorja napetosti v desnosu¢nem koordinat-
nem sistemu (£, 7, ), ki ga tvori dana smer e¢ z dvema pravokotnima

smerema:

2 2 .
en:—\/?_ex—f—%ey—f—enzez n ec;

velikosti in smeri glavnih normalnih napetosti;

velikosti in ravnine ekstremnih striznih napetosti ter pripadajoce nor-
malne napetosti v teh ravninah;

. sferi¢ni in deviatori¢ni del tenzorja napetosti ter velikosti in smeri

glavnih deviatori¢nih napetosti;
normalno in strizno napetost v oktaedrski ravnini skozi to¢ko P.
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a. Komponente vektorja napetosti o¢, ki v tocki P pripada ravnini z
normalo e¢, dobimo z enacbo (1.150)

O¢x 8 5 -3] (1 4.379

oey = | 52 2050 1 p=( 49145,

O, -3 2 —4 V2 —3.328
tako da je

O¢ = 0¢zp € +0¢y€y +0¢z €,
o =4.379e, +4914e, — 3.328e, .

Normalno komponento o¢¢ napetostnega vektorja o¢ dobimo kot pro-
jekcijo tega vektorja na smer normale

T

4.379 1 1
Oge = O¢ - €¢ = 4.914 . 5 1 — O¢¢ = 2.293.
—3.328 V2

Dolo¢imo Se kvadrat velikosti o¢ = |o¢| napetostnega vektorja o
0f = 0¢ - 0¢ = 4.379° +4.914% + 3.328° — o - 0c =54.401.

Strizno napetost o¢; v tocki P ravnine z normalo e¢ izracunamo po
Pitagorovem izreku

et = \/O¢ - 0¢ — 0% = /54401 — 2.2932 — 0¢y = 7.010.

b. Ce naj vektorji e¢, e,, ec tvorijo ortonormalno bazo, velja

(9)-15.2

9 enz:O;

O = %_ _
e ey =0 2 579 T3

zato mora biti e,, = 0 in bazni vektor e, je

V2 V2
———e; + —e

ey = 5 5 y -
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Tretji bazni vektor e; doloc¢imo kot vektorski produkt vektorjev e¢ in
e, tako, da skupaj z njima tvori desnosuc¢no ortonormalno bazo

e
’ 1 V2
2% T e

N[

1

S ofy 8

w|§w|»—n QCD

_¥2
2

Komponente baznih vektorjev e¢,e,,es glede na koordinatno bazo
(es, €y, €;) tvorijo transformacijsko matriko [eq;], ki doloca transforma-
cijo komponent tenzorja napetosti pri prehodu iz koordinatnega sistema
(x,y,z) v kooordinatni sistem (£, 7, ()

Cen €ey e 0.500  0.500  0.707
leail = | enz €y €. | = [ —0.707  0.707 0
eco oy €cx ~0.500 —0.500  0.707

Pri tem smo ulomke zaradi lazjega zapisa nadomestili z decimalnimi
Stevili.

Matriko napetosti

O¢e O¢n  0¢¢
[Oap] = On¢e Onn On¢ | >
O¢e O¢n 0¢¢

ki pripada obravnavanemu napetostnemu stanju tocke P v koordinat-
nem sistemu (&, 7, ¢), dolo¢imo po enacbi (1.164)

[0ap] = [eailloijllejs] -

Po prvem mnozenju dobimo

0.500 0.500 0.707 8 5 -3
leail[oij] = [0a;] = | —0.707  0.707 0 5 2 2],
—0.500 —0.500 0.707 -3 2 —4
Otw Ocy Oca 4.379  4.914 -3.328
0aj] = | Onz Opy oye | = | —2.121 —2.121  3.536
O¢x O¢y O¢z —8.621 —2.086 —2.328
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V prvi vrstici dobljene matrike prepoznamo komponente napetostnega
vektorja o¢ v bazi e, ey, e, ki smo jih dolo¢ili pod tocko a). V drugi
in tretji vrstici so zapisane komponente napetostnih vektorjev o, in o¢
v bazi e;, e, e,. Gre torej za napetostne vektorje, ki pripadajo koordi-
natnim ravninam “novega” koordinatnega sistema (&, n, (), razcepljeni
pa so v smereh baznih vektorjev e, ey, e,. Zato matrika napetosti [04,]
ni simetri¢na.

Opravimo sedaj Se drugo mnozenje!

4.379 4914 -3.328 0.500 —-0.707 —0.500
[0ap] = | —2.121 —2.121 3.536 0.500 0.707 —0.500
—8.621 —2.086 —2.328 0.707 0 0.707

Tako dobimo

O’gg 0'577 O’gc 2.293 0379 —7.000
l0agl = | One ony one | = 0379  0.000 4.621
Oce Ocn Oce ~7.000 4.621  3.707

V vrsticah oziroma stolpcih dobljene matrike [o,4] so zapisane kompo-
nente istih treh napetostnih vektorjev o¢, o, in o¢ kot v matriki [0,
le da so ti vektorji sedaj razcepljeni v bazi e¢, e, ec. Zato je matrika
napetosti [0,4] simetri¢na.

c. Za dolocitev glavnih normalnih napetosti moramo najprej dolociti
invariante napetostnega tenzorja

I =04 +0yy+0,,=8+2-4=56

J° = Oyy Oyz + Oxx Oxz + Oxx Oxy
2 0.y 0. Ore Oaz Oyz  Oyy
2 2 8 -3 8 5
_'2 —4’+'—3 —4’+'5 o| = 02
Ig = det [Uij] = ’O'ij‘ =-T74.

(Kontrola: dolo¢i invariante napetosti Se iz matrike [0,3]!)
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Karakteristicna enacba obravnavanega tenzorja napetosti je torej
B(o)=0® ~I{0* + o0 — I = 0% —60% — 620+ T4 =0.

Kakor vemo, ima ta enacba tri realne korene. Pois¢emo jih z
Newtonovo' (tangentno) iteracijsko metodo, pri kateri je priblizek
reSitve v r-tem iteracijskem koraku doloc¢en z enacbo

(r-1)
o) = o= _ 2@
qy(o-(rfl)>
kjer je
dd
(o) = — =30* — 120 — 62.
do

Pri racunanju korenov nelinearnih enacb po Newtonovi metodi je
zelo pomembna izbira zacetnih priblizkov. Zacetne priblizke lahko
dolo¢imo graficno, tako da priblizno skiciramo potek funkcije ®, lahko
jih uganemo ali si pomagamo kako drugace. V nasem primeru vsekakor
lahko pricakujemo, da bo velikostni red resitev enak velikostnemu redu
komponent tenzorja napetosti, to je +10. Zato za zacetne priblizke
izberemo naslednje vrednosti

a9 =10, a5 =0, o5y = —10.

Zacnimo z Newtonovim iteracijskim postopkom za dolocitev prve glavne
normalne napetosti o11. Ob zacetnem priblizku Uﬁ)) = 10 dobimo

®(10) = —146,  ®'(10) = 118.

Prvi izboljsani priblizek za 011 je

~14
o\ =10- T86 —11.237.

t Sir Isaac Newton, angleski fizik in matematik, 1643—-1727.
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Postopek ponovimo z novim priblizkom
®(11.237) = 38.635, ®’(11.237) = 181.982.

2 38.635

—11.237 — — 11.025.
a1 181.982

$(11.025) =1.239,  ®'(11.025) = 170.351 .

- 1.239
= 11.025 — ——>" = 11.018.
711 170.351

®(11.018) = 0.0014,  ®(11.018) = 169.957 .

(4 0.0014

—11.018 — — 11.018.
a1 169.957

Ce se odlo¢imo, da bomo iteracijski postopek konéali tedaj, ko se vred-
nosti dveh zaporednih priblizkov na tretjem decimalnem mestu ne bosta
razlikovali, pridemo torej v cetrti iteraciji do prvega korena karakteri-
sticne enacbe obravnavanega napetostnega stanja: o7 = 11.018. Prav
tako bi dolocili Se preostala dva korena. Priblizki so prikazani v nasled-
nji preglednici

r 011 022 033

0 10 0 —10

1 11.237 1.194 -7.469
2 11.025 1.099 -6.370
3 11.018 1.098 -6.128
4 11.018 1.098 -6.116
5 -6.116

Boljse zacetne priblizke bi, kakor smo omenili, dobili tako, da bi narisali
priblizen potek funkcije ® (o) (slika Z-1.6 a) in odmerili njene nicle.
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—100

—200

-300

Slika Z-1.6 a

Dolociti moramo Se enotske vektorje e, es in e3 glavnih smeri obrav-
navanega napetostnega stanja, tako da bo za napetostne vektorje o1,
o9 in o3, ki pripadajo ravninam z normalami eq, e in es, veljalo

o1 =011€1, 02 = 022€2, 03 = 033€3.

Smerne kosinuse e, €14 in €1, glavne smeri e; izracunamo kot resitve
enacbe (1.178), kjer vzamemo o4, = 011

Ozx — 011 Oy Oz €lix 0
Oy Oyy — 011 Oy ey ¢ =40
Oxz Oyz Ozz — 011 €1z 0

V nasem primeru dobimo

—3.018 5) -3 €1z 0
) —9.018 2 ey 0 =40
-3 2 —15.018 €1z 0

Ker smo vrednost o171 dolocili iz pogoja, da mora biti matrika koeficien-
tov gornjega homogenega sistema enacb singularna, ima sistem netri-
vialno resitev. Kakor smo ugotovili v razdelku 1.9, so smerni kosinusi
glavnega vektorja e; sorazmerni kofaktorjem c¢lenov poljubne vrstice
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ali stolpca matrike koeficientov. V nasem primeru si pomagamo kar s
kofaktorji k ¢lenom prve vrstice

W _ |-9018 2 |_

KL 5 qsopg| = 131432
(1) _ 5) 2 _

K . _15.018’ 69.090
W | 5 —9018]

KD = | 5 7, |=-17.054.

Dobljene vrednosti normiramo tako, da bo e; enotski vektor

k(D = 4+1/131.4322 4 69.0902 + 17.0542 = +149.461 .
Ce privzamemo kar pozitivno vrednost norme kil), dobimo

o)
KLY 131.432
P — 0.879
Gl =W T 149.461

KLY 69.090
T 0 T 149.461
K 17054

@270 T 149.461

= 0.462

Smerne kosinuse e, €2, in ey, glavne smeri e; dobimo iz enacbe

Oxx — 022 Oyzx Oz €2x 0
Oxy Oyy — 022 Ozy €2y = 0 )
Oxz Oyz Ozz — 022 €22 0

oziroma v nasem primeru

6.902 ) -3 €2y 0
) 0.902 2 €2y ¢ =40
-3 2 —5.098 €2, 0
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Tokrat si za Salo pomagajmo s kofaktorji k ¢lenom druge vrstice

@__| 5 =3 |_

K = ) _5.098’ 19.490
@ |6902 -3 |

K@ = P07 e] = 44186
@ |6902 5]

K@ =—|"70 )| =—28.804

k(P = £1/19.4902 + 44.1862 + 28.8042 = £56.231 .
Spet privzamemo pozitivno vrednost norme kg(f) in dobimo

Ky 19.490

e2m — k(2) — 56.231 - 0.347
Yy
K —44.186
Yy
KP?  _98.804
=¥ — = —0.512.

T D T 56,231

Podobno bi lahko dolocili tudi smerne kosinuse glavnega vektorja eg,
le pri izbiri predznaka norme kofaktorjev k ¢lenom izbrane vrstice ali
stolpca matrike koeficientov bi morali biti pazljivi, da bi dobljeni vektor
e3 z vektorjema e; in ey tvoril desnosu¢no koordinatno bazo. Zato je
najenostavneje, ¢e tretji glavni vektor es dolocimo kot vektorski pro-
dukt vektorjev e; in eq
e3 =e] X e
e, ey e,
es = |0.879 0.462 —0.114| = —0.326e, + 0.411e, — 0.852e, .
0.347 —0.786 —0.512

Tako smo dolocili glavne vektorje obravnavanega napetostnega stanja
v tocki P

e; = 0.879e, +0.462e, —0.114e,

e; = 0.347e, —0.786e, —0.512e€,

ez = —0.326 e, +0.411e, — 0.852e, .
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Komponente vektorjev e;, es in es tvorijo transformacijsko matriko
leai] (0 =1,2,3; i = x,y, z), ki opisuje zasuk izbrane koordinatne baze
e;, €,, €, V novo lego ey, ey, e3

€1z €1y €1z 0.879 0.462 —-0.114
[eai] = €ax €2y €2z = 0.347 —-0.786 —0.512
€3x €3y €3z —0.326 0.411 —0.852

V novi bazi e, es, eg ima matrika napetosti diagonalno obliko

o1 O 0 11.018 0 0
[0apl=| 0 022 0 |=| 0 1098 0
0 0 033 0 0 —6.116

(Kontrola: dolo¢i komponente tenzorja napetosti v bazi e, eq, es z
enacbo (1.164), podobno kot v tocki b.!)

¢. Enotske vektorje normal tistih ravnin, v katerih nastopajo glavne
strizne napetosti, oznac¢imo z ey, ey in e in jih izrazimo z glavnimi
vektorji napetostnega stanja e, es, eg

2

e = ig (e2 + e3)
2

ey = ig (es+eq)
2

eq = ig (e1 +e2).

Tako dobimo

e; = 0.014e,; — 0.265e, — 0.964 e,
er =0.391e, +0.617e, — 0.683 e,
eq = 0.867e, —0.229e, — 0.443 e, .

Pri tem smo v enacbah za enotske vektorje normal ravnin glavnih
striznih napetosti privzeli pozitivne predznake. Napetostni vektorji v
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teh ravninah so

V2
0'1:7(0'2—}-0'3)

V2
0'1127(0'3‘1‘0'1)

V2
0']11:7(0'1—1—0'2).

Ker velja

oy =o011e1 — op=968%e,+5093e, —1.257e,
oy =02€ — o09=0381e, —0.863e, —0.563e,
o3 =o033e3 — o03=1997e, —2513e,+5.206e.,
sledi
or = 1.68le, —2.387e, + 3.283 e,
oy = 8.263 e, +1.824e, +2.792e,
om ="7.120e, +2.991e, — 1.287e, .
Strizne komponente teh napetostnih vektorjev so glavne strizne napeto-

sti obravnavanega napetostnega stanja. Z vrednostmi glavnih normal-
nih napetosti jih izrazimo takole

1

O =71 = 5 (0'22 — O'33> — o = 3.607
1

oM =71 = 5 (0'33 — O'11> — o = —8.567
1

oMt = 7Tm — 5(0’11—0’22) — om: = 4.960.

Pripadajoce normalne napetosti so

1
O1l =01p = 5 (0’22 + 0'33) — o = —2.509
1
Ol = O1lpn, = 5 (0'33 + 0'11) — Ollp = 2.451
OmMm = O0ln = 5 (0'11 + O'22> — omn, = 6.058.
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Kontrola:

Ko poznamo enotske vektorje normal na ravnine glavnih striznih
napetosti er, ey, ey glede na koordinatno bazo e,, e, e., lahko pridemo
do enakih rezultatov tudi z neposredno doloc¢itvijo napetostnih vektor-
jev v teh ravninah. Kakor smo ugotovili v tocki b., dobimo komponente
napetostnih vektorjev v ravninah z normalami ey, ey, ey z matri¢cnim
mnozenjem ustrezne matrike smernih kosinusov in matrike napetosti v
bazi e, e, e,

Olx Oly Olz €lx €Iy €1z Oxx Ogy Oz
Ollz Ony Ollz | =— | €z €Iy €Iz Oyxr Oyy Oyz | =
Oz Omy Olz €z €my €Iz Oz Ozy Ozz
0.014 —-0.265 —0.964 8 5 —3
= 0.391 0.617 —0.683 5) 2 2
0.867 —0.229 —0.443 -3 2 -4

Tako dobimo

Olg Oly Oz 1.681 —2.387 3.283
o omy, om. | = | 8263 1.824  2.792
Oz Omy Ol 7.120 2991 —1.287

(Primerjaj komponente dobljene matrike s komponentami napetostnih
vektorjev o, o in oy !)

Normalne napetosti v ravninah glavnih striznih napetosti izracunamo
kot projekcije napetostnih vektorjev v teh ravninah na smeri normal
€1, €, €m

O] — 01 - €1 — —2.509

onqQ = Oy " e = 2.451
Oonm = O1 * e = 6.058 .

Glavne strizne napetosti pa sedaj izracunamo s Pitagorovim izrekom
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Slika Z-1.6 b
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O = /0101 — 0121 = 3.607
Ot = A/ 0101 —Oﬁn = 8.567

ome = \/am -oq — 012“1 = 4.960 .

Ravnine glavnih striznih napetosti ter smeri delovanja teh napetosti in
pripadajocih normalnih napetosti lahko simbolicno prikazemo na ele-
mentarnih prizmah, “izrezanih” iz telesa v okolici obravnavane tocke P

(slika Z-1.6 b).

(Kontroliraj ravnotezje prikazanih elementarnih prizem!)

d. Hidrostati¢no napetost off smo definirali z enacbo (1.253)

O'H

in hidrostaticni del [0;;] napetostnega tenzorja je

1
[05] =c |0
0

O = O
— o O
q’
=T
|
O O N

Deviatori¢ni del [s;;] dobimo kot razliko med celotnim in hidrostati¢nim
delom

6 5 -3
[sij] = o] = lof;] — [syl=| 5 0 2
~3 2 -6

Glavne deviatori¢ne normalne vrednosti izra¢unamo z ena¢bami (1.266)

s11 =011 — ol = 11.018— 2= 9.018
Sop = 099 — ol = 1.098 — 2 = —0.902
S33 = 033 — ol = —6.116 — 2 = —8.116.
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Prepricajmo se, da so dobljene vrednosti nicle karakteristicne enacbe
deviatori¢nega dela tenzorja napetosti! Invariante deviatorja so

IT =S40+ 8yy + 5. =6—-6=0

I = Syy  Syz + Sxx  Szz + Sxx  Szy
27 sy Sze Siz  Siz Syz  Syy
0 2 6 -3 6 5
IR I T R

[g = det [Sij] = ‘Sij’ =66.

Za kontrolo dolo¢imo drugo in tretjo invarianto deviatorja Se z enacba-
ma (1.261) in (1.262)

](7'2 62

ITIg  2(I9)3 6-62 263
I3 =19 — L2 L — 744 —= = 66.
3773 3 o7 T3 T o7

Karakteristicna enacba deviatoricnega dela tenzorja napetosti
s3I+ I5s—15=0
je sedaj

s2—T4s—66=0.

Ce za s vstavimo vrednosti s11, S29, S33, vidimo, da je karakteristi¢na
enacba pri vseh treh izpolnjena. s11, S22, S33 so torej glavne vrednosti
deviatoricnega dela tenzorja napetosti.

V razdelku 1.11 smo pokazali, da se glavne smeri deviatoricnega dela
napetostnega tenzorja ujemajo z glavnimi smermi celotnega tenzorja
napetosti. O tem se najhitreje prepricamo tako, da transformiramo
komponente deviatorja v sistem glavnih vektorjev ey, es, es
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[sap] = [ead[sis][es;] (,f=1,2,3i,j=2y,2).

Po prvem mnozenju dobimo

0.879 0462 —0.114][ 6 5 —3
[eail[sij] = [saj] = | 0.347 —0.786 —0.512 5 0 2
| —0.326 0411 —0.852] -3 2 —6

7.930  4.169 —1.029 |
= |1 -0.313 0.709 0.462 | .
2.649 —3.335  6.909

Dobljeno matriko [s,;] moramo pomnoziti Se s transponirano transfor-
macijsko matriko [e;g]. Tako dobimo

7930 4169 —-1.029 0.879 0.347 —0.326
[sap] = | —0.313 0.709 0.462 0.462 —0.786 0.411
2.649 —-3.335 6.909 —0.114 —-0.512 —0.852

[9.018 0 0
= 0 —0.902 0
0 0 —8.116

S tem smo pokazali, da so vektorji e1, es, e tudi glavni vektorji devia-
toricnega dela tenzorja napetosti.

Za kontrolo izracunajmo invariante deviatoricnega dela napetosti Se iz
glavnih deviatori¢nih napetosti, kakor to dolo¢ajo enacbe (1.270)

Ils = 811 + S99 + 833 = 9.018 —0.902 — 8.116 =0
1 1
I =—3 (571 + 835+ 833) = ) (9.018% + 0.902° + 8.116%) = —74
Ig — 811 S22 833 — 9.018 - 0.902 - 8.116 = 66.
e. Napetosti v oktaedrski ravnini smo obravnavali v razdelku 1.12. Ce

v izraz (1.275) za enotsko normalo oktaedrske ravnine vstavimo glavne
vektorje eq, es, e, po ureditvi dobimo
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1
e, = %(el +ey+e3) =0.519¢, +0.050e, — 0.853 €, .

Komponente o,; vektorja napetosti o, ki v tocki P pripada oktaedrski
ravnini, dolo¢imo z ena¢bo (1.150)

Oox 8§ 5 -3 0.519 6.966

Ooy ¢ = 5 2 2 0.050 » =< 0.991 , |

0oz -3 2 -4 —0.853 1.955
tako da je

o, =6.966e, +0.991e, +1.955e, .

Normalna napetost v oktaedrski ravnini je sedaj

6.966 )" ( 0.519
Ooo = 0o €, =4 0.991 0.050 » =2.
1.955 ~0.853

S tem smo potrdili ugotovitev, da je normalna napetost v oktaedrski
ravnini enaka hidrostati¢ni napetosti (o,, = o1 = 2).

Strizno napetost 79 v oktaedrski ravnini lahko izracunamo na dva
nacina

1
To = ig \/(011 — 092)% + (022 — 033)% + (033 — 011)?

1
=+; V/(11.018 — 1.098)2 + (1.098 + 6.116)2 + (—6.116 — 11.018)2
— +7.024

ali

2 2.-74
To = i\/—gff = \/T =+7.024.
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Zgled 1.7

Napetostno stanje materialnega delca Q je podano s tremi enakimi glav-
nimi normalnimi napetostmi (017 = 092 = 033 = ¢q). DokaZi, da je
v katerikoli ravnini skozi obravnavani materialni delec normalna napetost
enaka ¢, strizna napetost pa je ni¢ in da gre torej za izotropno napetostno
stanje!

Bazo, ki jo sestavljajo glavni vektorji obravnavanega napetostnega
stanja eq, es, e3, zavrtimo v poljubno novo lego e;, e,, e., definirano
s transformacijsko matriko [e;, ]. Komponente napetostnega tenzorja
0;j, s katerimi je obravnavano napetostno stanje opisano v poljubni
bazi e,, e,, e, izracunamo z enacbo (1.168)

Jij = Zzeiagaﬁeﬁj (27.] =T,Y,%; 0576 = 17273)7
a B
pri Cemer je

[Uaﬂ]Q =

O O
o O
QR O O

V nasem primeru je 012 = 023 = 031 = 0, zato se vsota v transforma-
cijski enachi poenostavi

0ij = 011 €51€51 + 022 €i2€j2 + 033 €;3€3 = q (ei1€j1 + €i2€52 + €i3€;3) .

Normalne napetosti v koordinatnih ravninah poljubnega koordinatnega
sistema z bazo e,, e,, e, dobimo, ¢e sta indeksa 7 in j enaka

j=1 — O'ii:q(6121+6122+6123>:q'

Pri tem smo v skladu s prvimi tremi od enacb (1.36) upostevali, da
je izraz v oklepaju enak 1. Strizne napetosti pa dobimo pri razli¢nih
indeksih 7 in j. Ob upostevanju druge trojice enacb (1.36) je

j 75 1 — Oij = ( (6i1€j1 + €i2€;2 + 61‘363'3) =0.
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Zato je v katerikoli bazi e,, ey, e,

[oijlg

O O
o O
R O O

Napetostno stanje delca Q je torej res izotropno.

Zgled 1.8

Napetostno stanje v toc¢ki T' je opisano s komponentami o;; tenzorja
napetosti glede na koordinatni sistem (x,y, z). Dolo& velikosti in smeri
glavnih normalnih napetosti!

—6 0 —12
[Uij] = 0 5 0
—12 0 1

Glavne normalne napetosti obravnavanega napetostnega stanja so

reSitev enacbe
—6—0 0 —-12
0 5—o 0 =0.
—12 0 l1—0

Determinanto razvijemo po elementih druge vrstice, ker ima najmanj
neni¢nih ¢lenov in dobimo

(5—0)(c?+50—150)=0.
Prvo resitev dobimo iz pogoja
5—0c=0 — 011 =9,
preostali dve resitvi pa iz pogoja

(0> +50—150)= (0 —10)(c +15) =0 — o9 = 10,

Jg33 — —15.
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Glavne normalne napetosti navadno razvrstimo po velikosti

o1 =10, 022 =9, 033 = —19,
tako da je
o1 O 0 10 0 0
0 Jg929 0 = 0 5 0
0 0 o33 0 0 —15

Smerne kosinuse glavne smeri e; izracunamo iz enacbe

—6-10 0 ~12 €12 0
0 5-10 0 ey p =140
~12 0 1-10| | e 0

Ce bi poskusili dolo¢iti glavni vektor e; kot normirani vektor kofaktor-

jev k ¢lenom druge vrstice matrike koeficientov, bi dobili vse tri smerne

kosinuse enake ni¢. To je posledica dejstva, da je ravnina z normalo e,

ze kar ena od glavnih ravnin, saj sta v tej ravnini obe strizni napetosti

enaki ni¢. Ta reSitev torej ni uporabna, zato moramo vzeti prvo ali

tretjo vrstico. Kofaktorji k ¢lenom prve vrstice so
K =45, K{)=0, K =-60,

njihova norma pa je

k(D) = 4+1/452 + 602 = £75.

Vzamemo k;l) = 75 in dobimo

45 —60
elm:%20~67 ey =0, elzzﬁ_

e; =0.6e, —0.8e,.

= -0.8,

Podobno dolo¢imo drugo glavno smer es, le da tokrat uporabimo ko-

faktorje k ¢lenom druge vrstice

—6-5 0 —127 ( e 0
0 5-5 0 €2 ¢ =140
—12 0 1-5] | e 0
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2) _ 2) _ 2) _
K2 =0, K@»=-100, K2=0,

Z NOIMmo
k(P = £4/100% = £100.
Tokrat vzamemo k:?E,Q) = —100 in dobimo
esr =0, €2y =1, e, =0 — e =e,.

Enotski vektor tretje glavne smeri e3 dolo¢imo z vektorskim produktom
glavnih vektorjev e; in es

e; € e,
es=e; xey =106 0 —-0.8 — e3;=0.8¢e, +0.6e,.
0 1 0

Kontrola:  Komponente enotskih vektorjev glavnih smeri e, ey in
es tvorijo transformacijsko matriko [e,;] za prehod iz koordinatnega
sistema (z,y, z) v koordinatni sistem glavnih smeri (1,2, 3)

€1z €1y €1z 06 0 -0.8
[eai] = | €2z €2y €22 | = 0 1 0
€3x €3y €3z 0.8 0 0.6

S transformacijsko enacbo

[0-06,3] = [eai][aij”ejﬁ] (/L?] =LY,%; 0575 = 17273>

dobimo v nasem primeru

(0.6 0 —0.8 —6 0 —12] 06 0 0.8
[oap] =1 0 1 0 0 5 0 0 1 0
|08 0 06] [—12 0 1][-08 0 06

10 0 0 o1 0 0]

= 0 5 0 = 0 0922 0

|0 0 -15 0 0 o33

Matrika napetosti [0,4] je diagonalna, rezultati so torej pravilni.
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Zgled 1.9

Prostorsko napetostno stanje delca 1" je podano z matriko napetosti [ o |.
Pri tem sta strizni napetosti 0., in 0., enaki ni¢, kar pomeni, da je 0.,
ena od glavnih normalnih napetosti, na primer 0., = 033. Dokazi, da je v
tem primeru mogo&e preostali glavni napetosti dolotiti z enatbo (1.314),
ki sicer velja za ravninsko napetostno stanje!

Osz Ozy O
[oij] = | oy oyy O
0 0 o0,

Glavne normalne napetosti podanega napetostnega stanja so koreni

enacbe
Opg — O Oy 0

Oy Oyy — O 0 =0.
0 0 Ouy — O

Determinanto razvijemo po elementih tretje vrstice in ob upostevanju
simetrije striznih napetosti dobimo

(022 — 0) [(O0e — 0)(0yy —0) — aiy} =0.

1z pogoja, da je prvi oklepaj na levi strani gornje enacbe enak nic, sledi
pricakovani rezultat

0,, —0 =20 — 033 = 04, -

Preostali dve glavni normalni napetosti dobimo kot resitvi kvadratne
enache

(am—a)(ayy—a)—aiy =0.

Ta enacba ima dva korena

Ogy + 0O Opx — O 2
011,22:7“2 Y4 (7”2 yy) + 02, .
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Obe resitvi sta realni, saj je izraz pod korenom vselej nenegativen. S
tem je dokaz koncan.

Kakor smo pokazali v razdelku 1.13, nastopata glavni normalni
napetosti 011 in 092 v ravninah, ki sta pravokotni na ravnino z nor-
malo eg = e, in ju glede na smer e, dolocata prvi resitvi enacbe

tg 20, = 202y .
Ozx — Oyy

Glavni normalni napetosti in njuni smeri v ravnini (z,y) lahko torej
kljub temu, da je napetostno stanje prostorsko, v opisanem primeru
dolo¢imo kar z izrazi, ki veljajo pri ravninskem napetostnem stanju.
Gornjo ugotovitev lahko seveda smiselno uporabimo tudi v primerih,
ko je kot ena od glavnih ravnin vnaprej znana ravnina (y, z) ali ravnina

(z,2).

(Uporabi gornje ugotovitve pri resitvi zgleda 1.8!)

Zgled 1.10

DokaZi, da je napetostno stanje, ki je v koordinatnem sistemu (z,y, 2)
dolo€eno s podanimi komponentami o;; tenzorja napetosti, enoosno!
Dolo¢i velikost in smer edine glavne normalne napetosti!

4 8 2
[Uij] =18 16 4
2 4 1

Invariante obravnavanega tenzorja napetosti so

I9=4+16+1=21

. |16 4| |4 2] |4 8|
=1y 1‘* 2 1' ‘8 16'_0
408 2
Ig=|8 16 4|=0.
2 4 1
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Karakteristicna enacba obravnavanega napetostnega stanja
0% —210*=0 — (c—21)0% =0
ima tri realne korene
o1 =21, 099 =0, o33 = 0.

Gre torej res za enoosno napetostno stanje z eno samo od ni¢ razlicno
glavno normalno napetostjo o117 = 21.

Smerne kosinuse enotskega vektorja e, ki mu pripada dobljena glavna
normalna napetost 011, dobimo iz enacbe

4-21 8 2 €1s 0
8 16—21 4 ey p =10
2 4 1-21| [ew 0

Resitve so sorazmerne kofaktorjem poljubne vrstice ali stolpca matrike
koeficientov. Vzemimo kar kofaktorje k ¢lenom prve vrstice

-5 4
Ko =| 7] =

8 4
Kmy——‘Q _20'—168

8 =5
e )

Dobljene vrednosti normiramo s faktorjem k,

ky = /842 + 1682 + 422 = 192.468

in izracunamo smerne kosinuse enotskega vektorja e

84
T p— p— .4
v = Toga6s 430
168
1 = 90468 ~ 0873
42
L= —0.218.
‘12 = 192.468
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Enotski vektor smeri edine glavne normalne napetosti o171 je torej
e; = 0.436e, +0.873e, +0.218e, .

V tem primeru imamo torej opraviti z eno samo glavno ravnino z nor-
malo e; in glavno normalno napetostjo o11. Vse druge smeri v tej
ravnini so enakovredne.

Zgled 1.11

V kartezijskem koordinatnem sistemu (z,y, z) je podana natezno obteZena
ravna palica. Krajis¢i vzdolZne osi palice sta A(200, 200, 300) in B(418.2,
636.4, 409.1) (slika Z-1.11 a). DolZine so v cm. Vzemimo, da v poljubnem
pre¢nem prerezu palice, pravokotnem na njeno vzdolZno os, nastopa le
po vsem prerezu enakomerna natezna normalna napetost 21 kN/cm?. V
poljubni tocki palice si zamislimo tri ravnine, ki so vzporedne koordinatnim
ravninam izbranega koordinatnega sistema. Dolo¢i napetosti v teh treh
ravninah! (Z drugimi besedami: Dolo&i komponente tenzorja napetosti, ki
opisuje podano napetostno stanje glede na koordinatni sistem (x,y,2)!)

Slika Z-1.11 a
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Relativni krajevni vektor med krajistema osi palice A in B je

r=(rp—za)es+ (yp —ya)ey + (2 — 24) €
— (418.2 — 200.0) e, + (636.4 — 200.0) e, + (409.1 — 300.0) e,
r=2182e, +436.4e, +109.1e,

r| = /218.22 + 436.42 + 109.12 = 500.0..
Enotski vektor v smeri vzdolzne osi palice ozna¢imo z eg¢

r 1
1 91826, +436.4e, +109.1 ¢,
® =[] = 5000 (218200 T 4364e, +109.1e.)

e = 0436e, +0873e, +0.218e, .

Ce si v obravnavani tocki palice zamislimo nov kartezijski koordinatni
sistem (&,7,(), ¢igar bazo tvori enotski vektor e z dvema nanj in
medsebojno pravokotnima vektorjema e, in e;, ima tenzor napetosti
v tem koordinatnem sistemu le eno od nic¢ razlicno komponento o¢e =
21 kN/cm?, vse ostale komponente napetosti pa so enake ni¢ (slika Z-
1.11 b)

Slika Z-1.11 b

oee 0 0 21 0 0
[oagl=| 0 0 0l=]|0 0 0 (, B=¢1,0).
0 0 0 0 0 0

Komponente o;; obravnavanega tenzorja napetosti v koordinatnem si-
stemu (z,y, z) izracunamo s transformacijsko enac¢bo (1.168)
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Uijzzzaaﬂeiaejﬁ (Z.vj:x7y7z; 0475:677774.)'
o B

Ker so vse komponente 0,3 razen o¢e enake nic, je zapis gornje dvojne
vsote zelo preprost. Komponente tenzorja napetosti glede na koordi-
natni sistem (z,y, z) so

Ozw = Oge €ae = 21-0.436° = 4

Oyy = Oge €2c = 21-0.873% = 16

0. = Oge e =21-0.2187 =1

Opy = Oge €ge €ye = 21-0.436-0.873 =8

Oyz = Ogg €y €2¢ = 21-0.873-0.218 = 4

Orp = Oge €ye e = 21-0.218-0.436 = 2.

[kN/cm?]

Tako dobimo

8
6
4

[aij] = (/Lv] = x,y,z) .

N 00 W~
—_
=N

Primerjava rezultata z resitvijo zgleda 1.10 pokaze, da gre v obeh nalo-
gah za isto napetostno stanje, kakrsno je znacilno za osno obtezeno pali-
co, pri kateri vzamemo, da je vzdolzna normalna napetost enakomerno
porazdeljena po precnem prerezu. Predpostavka o enakomernem po-
teku napetosti po pre¢nem prerezu je upravicena, c¢e je palica izra-
zito podolgovata — e je torej katerakoli izmera precnega prereza veliko
manjsa od dolzine palice.

Zgled 1.12

Na rob r tanke stene, v kateri vlada homogeno ravninsko napetostno
stanje, deluje enakomerna zvezna obtezba velikosti g, kakor kaze slika Z-
1.12 a. Doloti komponente tenzorja napetosti v koordinatnem sistemu
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(x,y) tako, da bosta glavni normalni napetosti nasprotno enaki med se-
boj (622 = —o11)! Dolo&i enotska vektorja normal ravnin obeh glavnih
normalnih napetosti !

Yy

q = 10 MPa
l' B =30°

Slika Z-1.12 a

Pri ravninskem napetostnem stanju v ravnini (z, y) sta glavni normalni
napetosti o1 in o9y doloceni z enacbo (1.314)

Orpe + 0O Oggp — O 2

oy = ——H 5 LS (7” 5 yy) + U%y
Ogx + O Opy — O 2

Oy = —— Y 5 W (7” 5 yy) + U%y.

Pogoj 099 = —011 je izpolnjen le, ¢e velja

Oyy = — Oz -

Najprej dolo¢imo enotski vektor zunanje normale e,, na robu r (slika
Z-1.12 b)

1 , V3
= = — — S1n = —
Enx COS ¢« 2, eny SN & B 5
1 V3
e, = iex + 7ey,
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nato pa Se vektor specificne povrsinske zunanje obtezbe p,, na robu r

V3 . 1
pnxzq0085=q7, pnyzq81n5=q§,
V3 1
Pn =¢q 7em+26y
Yy

Slika Z-1.12 b

Komponente tenzorja napetosti glede na koordinatni sistem (z,y) so na
povrsini (robu) telesa povezane s komponentami specificne povrsinske
zunanje obtezbe z enac¢bami (1.291)

Pnz = Ozz €nz + Ozy Eny

Pny = Oyz €nz + Oyy Eny -
Po vstavitvi znanih vrednosti smernih kosinusov in komponent zunanje
obtezbe dobimo
V3 1 V3
761 = 50-:1:33 + 70-331/
11 V3

24 = 3% T 5y

Ce v gornjih ena¢bah upostevamo zahtevo Oyy = —Ozz , sledi

Opg = Oyy =0, Opy = (.
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Glavni normalni napetosti sta sedaj
011 = =022 =(.

Dolo¢imo Se enotska vektorja ravnin obeh glavnih normalnih napetosti

thOéU:A:OO — aazz.
Ozx — Oyy 4
V2
e = 7(93; —I—ey)
V2
€y = 7(—(3m —I—ey) .

Slika Z-1.12 ¢

Zgled 1.13

Podana matrika napetosti [o;;] opisuje napetostni primer Cistega striga v
ravnini (z, z). Dolo&i velikosti in smeri glavnih normalnih napetosti v tem
primeru!  Nari8§i Mohrov krog, ki ustreza obravnavanemu napetostnemu
stanju!

[o4;] =

5 O O
o O O
S O3

Glavne normalne napetosti dolo¢imo neposredno z enacbo (1.179)

—o 0 T
0O —o 0 1]|=0
T 0 —0

Determinanto razvijemo po ¢lenih druge vrstice in dobimo
—0(0?> —1?) = —0o(oc —71)(c+7)=0.
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Koreni dobljene karakteristicne enacbe so
o1 =T, 022 =0, 033 = —T.

Ker gre o¢itno za ravninsko napetostno stanje v ravnini (z,z), je
e; = e,, smeri preostalih dveh glavnih normalnih napetosti pa lahko
dolo¢imo z enacbo (1.310)

2 2
tg 20, = L —— =00 — agzz.
Oxx — Oyy 0—-0 4

Enotska vektorja glavnih smeri e; in e3 sta v skladu z ena¢bama (1.313)

V2

e = cosa,e,+sina,e, = 7( e, +e,)
. V2
e3 = —sina, €, + cosa, e, = 7(—% +e,)
€

Onn

O3s3 014

Y

Slika Z-1.13
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Za vajo se Se prepricajmo, da v ravninah z normalama e; in es
nastopata glavni normalni napetosti o117 in 033. V obravnavanem
primeru so vektorji napetosti v koordinatnih ravninah

o, =Te€,, o, =0, o, =Te€,;,

zato je dolocitev vektorjev napetosti v ravninah z normalama e; in eg
Cisto preprosta

o1 =0g€1, +0,€1, = TS (ex +e€;)

V2
O3 =0,€3, +0,e3, = TS (e —e;).
Normalni napetosti v obravnavanih ravninah sta sedaj

011 =01 €1 = (1+1>:T

033 =03 €3 =

N AN

(-1-1)=—1,
strizna napetost 013 = 031 pa mora biti nic¢
0'1320'31:0'1'63:0'3'81:0.

Dobljene rezultate preverimo Se v ustreznem Mohrovem krogu (slika
Z-1.13).

Zgled 1.14

Vzemimo, da v tanki steni vlada homogeno ravninsko napetostno stanje.
OpiSemo ga z glavnimi normalnimi napetostmi 017 = 60MPa, g9 =
—15MPa, o33 = 0. Dolot¢i ravnine, v katerih nastopajo samo strizne
napetosti! Rezultat prikaZi tudi v ustreznem Mohrovem krogu!
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Vzemimo, da pogoju naloge ustreza ravnina z normalo e,, ki jo
zapisemo glede na glavna vektorja podanega napetostnega stanja

e, —eplel +enes. (a)
Napetostni vektor o, v ravnini z normalo e,, dolo¢imo z enac¢bo (1.213)
Op = 011€p1 €1 + 022€n2 €2. (b)

Ce naj v obravnavani ravnini nastopa le strizna napetost, mora biti
normalna komponenta o,, napetostnega vektorja o, enaka nic

2 2
Onn = Op - €, =011€,1 + 022€55 =0. ()

Ce kot, ki ga normala e,, oklepa s smerjo e,
ozna¢imo z « (slika Z-1.14 a), je e,1 = cos « in

en2 = sina. Tedaj lahko piSemo

Slika Z-1.14 a

Opn = 011 COS? v + 099 sin2a =0 (¢)
oziroma
011
tg?a = ——— . (d)
022

Enacba ima realno resitev le v primeru, da sta napetosti o117 in 099
razlicnih predznakov. V nasem primeru dobimo

2
= — :4 ::l:2.
tg o T — o (e)

Dobili smo torej dve resitvi

a, = 63.4° in ap = —63.4°. (f)
Enotski normali ravnin, v katerih nastopajo samo strizne napetosti,
oznacimo z e, in e

e, =0.447e1 + 0.894 €5

e, = 0.447e; — 0.894 e, . (9)
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Pripadajoc¢a napetostna vektorja o, in o} izratunamo z enacbo (b)

o, = 26.833e; — 13.416 e,

(h)
oy, = 26.833e; + 13.416 e, .

Hitro se lahko prepricamo, da sta normalni komponenti o,, in o
dobljenih napetostnih vektorjev res ni¢. Strizni napetosti 7, in 7, pa
izracunamo kar kot velikosti napetostnih vektorjev o,, in oy

Ta g 0’a :m: BOMPa
T = 0y =/Gp -0 = 30 MPa.

Rezultate lahko odmerimo v ustreznem Mohrovem krogu. Posebej je

prikazan tudi na¢in delovanja napetosti v obeh dobljenih ravninah (slika
Z-1.14 b).

(4)

€.

|

Slika Z-1.14 b
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Zgled 1.15

Premik togega telesa je glede na kartezijski koordinatni sistem z bazo
€., €y, €, opisan s translacijo ug referenéne totke Qy(5,5,1) in majhnim
zasukom wy

uy = 107%(2e, — 3e,+e,)

wo = 10"%(e, + 2e,+3e,).
Delec Q je v zaletnem stanju doloZen s to¢ko Q(8,2, —1) (telesne koordi-
nate delca Q so torej x =8, y =2, z = —1). Dolo&i pomik u in zasuk w
delca Q

a. vbazie,, ey e,

b. v bazi e, e, e¢, ki je glede na bazo e,, e, e, definirana s transfor-
macijsko matriko [e4;]

leai] =

oSSl
SIS
S-Sl

a. Pomik in zasuk poljubnega delca togega telesa Q, ki je lezi v tocki
Q(z,y, z), sta dolotena z enacbama (1.346) in (1.347)

u=up+wyxXE=ug+wyx (r—rp) in w=wp.
V nasSem primeru je

ro=5e, +5e, +e,

r=38e,+2e,—e,

o=r—rg=3e;, —3e, —2e,

€, €y e,
wox @=10"7 |1 2 3|=10"25e,+1le, —9e,).
3 -3 =2
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1.16 Togo telo — Zgledi

Pomik in zasuk delca Q v bazi e;, e,, e, sta tako
u=10"%*(7e, +8e, — 8e,)

w=10"%(e, +2e, +3e,).

b. Vektor pomika u je invarianta glede na zasuk koordinatnega siste-
ma, zato je

U= Uz€; + Uy€y + uU.€e, = uge¢ + uye, + ucec .

Z zaporednim skalarnim mnozenjem gornje enachbe z enotskimi vek-
torji e¢, e,, e dobimo komponente pomika v zasukani bazi, kakor smo
pokazali ze v enacbah (1.63) in (1.64). V matri¢ni obliki je

Ug Céx €ty €&z Ug
Un ¢ = | Enz CEny Enz Uy
U¢ € Cly €(z Uz

ali na kratko
uazzeaiui (z':a:,y,z; 05257777C>'
i

Podobno velja za komponente zasuka w

Wa = E €ai Wi

i

—~

i=x,y,2; a=§£,1,().

Tako dobimo

1 1 1 7

_ -2 -2 1 1 _ -2 —14

S i IR CH I B Gl B
e 0 % w1\~ Nl

u—10_2(—7 e ——14e ——16e)
3 V6 T V2 ¢
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DEFORMABILNO TELO

2.1 Deformabilno telo

V prvem poglavju smo vpeljali togo telo kot racunski model za
mehansko analizo tistih realnih trdnih teles, ki med delovanjem zunanje
obtezbe tako malo spremenijo svojo velikost, obliko in lego v prostoru,
da je vpliv teh sprememb v enacbah ravnotezja zanemarljiv, pa najsi gre
pri tem za ravnotezje telesa kot celote ali vsakega materialnega delca
posebej. Zato v ravnoteznih pogojih, ki smo jih izpeljali v prejsnjem
poglavju, nastopajo samo zunanje sile in napetosti. Ker gre za mirujoca
telesa, je zapis ravnoteznih pogojev tudi neodvisen od ¢asa. V razdelku
1.6 smo ugotovili, da ob upostevanju simetrije napetostnih komponent,
ki sledi iz momentnega ravnoteznega pogoja, dobimo tri projekcijske
ravnotezne pogoje, v katerih nastopa Sest neodvisnih napetostnih kom-
ponent. V sploSnem imamo za Sest neznanih napetosti le tri enacbe;
gre torej za stati¢no nedolocen problem, saj iz treh ravnoteznih pogojev
ne moremo enoli¢no doloc¢iti Sestih neznanih napetosti. To je mogoce le
v posebnih primerih, ko lahko zaradi posebnih geometrijskih in mate-
rialnih lastnosti telesa ter nac¢ina uc¢inkovanja zunanje obtezbe vnaprej
predvidimo razporeditev napetosti po telesu. Tako smo na primer v
zgledu 1.10 upraviceno predpostavili enakomerno razporeditev vzdolz-
ne normalne napetosti po precnem prerezu prizmaticne palice in dolocili
njeno velikost iz pogoja za ravnotezje enega od odrezanih delov palice
kot razmerje med delujoco osno obtezbo in plos¢ino pre¢nega prereza
palice.

Lahko torej ugotovimo, da je racunski model togega telesa sicer ugoden
za vpeljavo pojma napetosti ter izpeljavo ravnoteznih pogojev in trans-
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

formacijskih enach, vendar te enacbe same ne zadostujejo za racunsko
doloc¢itev napetosti. Zato v nadaljevanju vpeljemo strozji racunski
model za mehansko analizo trdnih teles, ki vkljucuje tudi lastnost de-
formabilnosti in ga zato imenujemo deformabilno telo.

2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

V razdelku 1.15 smo pokazali, kako opiSemo spremembo lege to-
gega telesa v prostoru. Podobno se pod vplivom zunanje obtezbe po
prostoru premika tudi deformabilno telo, pri cemer pa se razen njegove
lege spreminjata tudi njegova velikost in oblika. Pravimo, da se telo
deformira. V okviru koncepta zvezne snovi si lahko to razlozimo tako,
da med delovanjem zunanje obtezbe vezi med delci telesa nekoliko po-
pustijo; pri tem se medsebojne lege delcev spremenijo, vendar tako, da
je vseskozi ohranjena kompaktna narava snovi.

Pri togem telesu smo pomik in zasuk' kateregakoli delca telesa izrazili
s Sestimi neodvisnimi komponentami pomika in zasuka referen¢nega
delca. Opis deformiranja deformabilnega telesa pa oc¢itno zahteva po-
datke o gibanju vsakega od delcev posebej, kar pomeni, da ima de-
formabilno telo v splosnem neskoné¢no veliko prostostnih stopenj.

Vzemimo, da je telo B v nekem ¢asu ty neobtezeno in da je njegova
temperatura konstantna in izenacena s konstantno temperaturo okolja.
To stanje telesa imenujmo zacetno ali nedeformirano stanje telesa in
ga oznac¢imo z B. V tem stanju zavzema telo v trirazseznem prostoru
obmo¢je ¥, omejeno s sklenjeno mejno ploskvijo . (slika 2.1). Pro-
stornina obmocja ¥ je V, povrSina ploskve .¥ pa S.

Kakor smo pokazali v razdelku 1.2, je lega poljubnega delca T glede
na izbrano nepremicno tocko O trirazseznega prostora dolocena s kra-
jevnim vektorjem r. Ce izberemo tocko O tudi za izhodisée prostorskega

t O zasuku infinitezimalno majhnega delca pravzaprav ne moremo govoriti. Misljen

je zasuk elementarnega dela telesa v bliznji okolici obravnavanega delca.
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

kartezijskega koordinatnega sistema s koordinatami x, y, z, je v njem
delec T dolocen s tocko T'(z,y, z) oziroma s krajevnim vektorjem te
tocke

rzr(T):xem—i—yey—i—zeZ:inei (i=zy,2). (2.1)
i

Ker gre za model zvezne trdne snovi, pripada vsakemu krajevnemu
vektorju oziroma vsaki trojici koordinat z,y, z iz obmoc¢ja ¥ en sam
delec in obratno: vsakemu delcu 7 pripada ena sama trojica Stevil
T, 2

(r,y,2) <= T.

Slika 2.1

V razdelku 1.2 smo razen nepomicnega prostorskega kartezijskega ko-
ordinatnega sistema z bazo e;, ey, e, in s koordinatami x, y, z vpeljali
Se telesni koordinatni sistem z bazo e¢, e,, e¢ in s koordinatami £, 7, C.
V nadaljevanju obravnavajmo najpreprostejSo moznost, ko v zacetnem
stanju B izhodis¢i obeh koordinatnih sistemov sovpadeta v isti tocki
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

O, za telesni koordinatni sistem pa izberemo kartezijski koordinatni
sistem, za katerega velja

€ = €
B (t=tp): e, = e, (2.2)
€ =¢€;.

Koordinate delca 7 glede na telesni koordinatni sistem so tedaj

E==x
B (t=to): n=y (2.3)
(==z.

To pomeni, da smo v stanju B vsakemu delcu T, ki je v prostorskem ko-
ordinatnem sistemu dolocen s koordinatami x, y, z, priredili novo trojico
Stevil € =z, n =y, ( = 2. Ko se pri gibanju in deformiranju telesa lega
opazovanega delca glede na opazovalis¢e O spremeni, se pri tem spre-
meni krajevni vektor delca in s tem tudi njegove prostorske koordinate
x,vy, 2. Te koordinate so torej odvisne od casa t. Za koordinate &, 7,
pa nasprotno zahtevamo, naj ista trojica & = x, n = y, ( = z doloca
isti delec T v kateremkoli stanju telesa. To pomeni, da so koordinate
&, m, ¢ delca T neodvisne od casa

0%

Trojica stevil & = x, n = y, ( = z torej ves cas gibanja in deformi-
ranja doloca isti delec 7. Zato jih imenujemo telesne ali materialne
koordinate! delca T.

Lahko bi rekli, da smo s telesnimi koordinatami z,y, z poimenovali
(identificirali) delec 7. Vseh delcev, ki sestavljajo obravnavano trdno

t V splosnem bi lahko za telesne koordinate izbrali tudi katerekoli druge, na primer

krogelne, cilindri¢ne ali polarne koordinate.
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

telo, je namre¢ neskon¢no veliko, zato bi nam za njihovo poimenovanje
hitro zmanjkalo ¢rkovnih ali stevilskih oznak. Opisani nac¢in identi-
fikacije delcev pa omogoca, da vsak delec nedvoumno prepoznamo po
njegovih telesnih koordinatah, s prostorskimi koordinatami pa zasledu-
jemo njegovo pot med deformiranjem telesa.

Ce zacne na telo v stanju B delovati mehanska zunanja obtezba in
morebitna sprememba temperaturnega polja, se pri¢ne telo deformirati
in v nekem kasnejsem casu t > ty zavzame novo obmocje prostora ¥’
z mejno ploskvijo ./ T. To novo, deformirano stanje telesa oznaéimo z
B’. Pri prehodu iz zacetnega, nedeformiranega stanja B v deformirano
stanje B’ se v splosnem absolutno in relativno spremenijo tudi lege
vseh materialnih delcev telesa. Opazovani poljubni delec T se tako
premakne v novo tocko T'(x',4y/,2"), ki je v geometrijskem pogledu
dolo¢ena s krajevnim vektorjem r’

r' =2'e, +y'e, + e, = Zx; e, (i =m,y,2). (2.5)
i

Se enkrat poudarimo, da gre pri tem vseskozi za isti materialni delec
T; oznaka T’ pomeni le tocko v prostoru, v kateri je delec 7 v stanju
B’ vcasut >tg.

Ob zahtevi, da se med deformiranjem ves Cas ohranja zvezna narava
telesa, je torej tudi v stanju B’ s koordinatami z’/, ¢/, 2’ krajevnega
vektorja r’ dolocen en sam materialni delec, ki tokrat lezi v tocki T’

(«',y,7) = T.

Razliko krajevnih vektorjev r’ in r istega delca 7 imenujemo vektor
pomika in jo oznacimo z u

u=r —r. (2.6)

t Predpostavili smo, da poteka proces obtezevanja in deformiranja dovolj pocasi, da

lahko zanemarimo dinami¢ne uéinke (na primer nihanje telesa).
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

To pomeni, da predstavlja vektorsko polje pomikov u preslikavo telesa

iz stanja B v stanje B’ ali obratno. Mozna sta dva naéina opisa de-

formiranja:

a.

Lagrangev opis, pri katerem poznamo geometrijski opis telesa v
zacetnem, nedeformiranem stanju B (to je navadno nacrt konstruk-
cije, iz katerega so razvidne izmere telesa, njegova oblika in lega
v prostoru) in nas zanima vektorsko polje pomikov u, ki doloca
prehod telesa iz stanja B v deformirano stanje B’

v =r¢(T)+u(T)=1'(T). (2.7)

To pomeni, da pri Lagrangevem opisu za referen¢no stanje, na
katerega se sklicujemo pri opisu deformiranega telesa, izberemo
nedeformirano stanje B in da vektor pomika u kakor tudi krajevni
vektor r’ k opazovanemu delcu v deformirani legi T/ izrazamo kot
funkciji koordinat x,y, z tocke T' v nedeformirani legi.

Eulerjev opis, pri katerem poznamo deformirano stanje telesa B’
(na primer kot rezultat meritev ali kot zahtevano deformirano ob-
liko, na primer pri oblikovanju ploc¢evine v avtomobilsko $koljko)
in i8¢emo vektorsko polje pomikov u, ki povezuje znano stanje B’
z zaCetnim, nedeformiranim stanjem telesa B

r=1r'(T")—u(T')=r(T"). (2.8)

Pri Eulerjevem opisu je za referenc¢no stanje izbrano stanje B’ in
vse nastopajoce koli¢ine so funkcije koordinat z’,%’, 2’ opazovane
tocke v deformirani legi T''.

Vektorsko polje pomikov je v obeh primerih isto

u(T) =u(T’), (2.9)

saj je odvisno le od zunanje obtezbe, geometrijskih in materialnih last-

nosti telesa in nacina podpiranja, ne pa od tega, ali smo za opis de-

formiranja izbrali Eulerjev ali Lagrangev opis.
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

V nadaljevanju se omejimo na Lagrangev opis deformiranega telesa, saj
imamo v mehaniki konstrukcij opraviti v glavnem s takimi nalogami,
pri katerih poznamo nacrt nedeformirane konstrukcije. To pomeni, da
vse deformacijske kolicine izrazamo glede na nedeformirano velikost,
obliko in lego telesa v stanju B. Vzemimo, da poznamo vektorsko polje
pomikov u(z,y, z), ki je v kartezijskem koordinatnem sistemu podano
s komponentami u,(x,y, 2), uy(z,y, 2), u(z,y, 2)

uzuxem—f—uyey—f—uzeZ:Zuiei (i=umz,y,2). (2.10)
i

Tedaj lahko z ena¢bo (2.7) dolo¢imo krajevni vektor r’, ki doloca lego
delca T po opravljeni deformaciji

r'=r+u=(rx+uy)e,+ (Y+tuy)e,+(z+u,)e,

r = Z (x; +u;)e; (i=z9,2). (2.11)

Iz primerjave z enacbo (2.5) sledi
2 =x+ Uy
Y =y +uy (2.12)
2 =z+ Uy

oziroma
T =z + u; (i==x9,2). (2.13)

Z enacbami (2.3) smo koordinate x, y, z proglasili za telesne koordinate
delca 7. Zato v enacbah (2.12) te koordinate povedo, za kateri delec
telesa gre, koordinate z’, v/, 2’ pa dolocajo tocko prostora, v kateri je
obravnavani delec 7 v cCasu t, torej po opravljeni deformaciji. Ker
se koordinate x, ¥y, z nanasajo na zacetno, nedeformirano stanje telesa
B, jih imenujemo tudi Lagrangeve koordinate. Koordinate z’, ', 2’
pa povedo trenutno lego delca 7 v prostoru, zato jih imenujemo pro-
storske ali Eulerjeve koordinate delca 7. Telesne koordinate torej da-
jejo “ime” obravnavanemu delcu in ostanejo enake med celotnim de-
formacijskim procesom, prostorske koordinate delca pa se nanaSajo na
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

nepomicni prostorski koordinatni sistem in se med gibanjem in deformi-
ranjem telesa spreminjajo v odvisnosti od razvoja pomikov. Odlocitev
za Lagrangev opis deformiranega telesa zato tudi pomeni, da se ta opis
nanasa na telesne koordinate.

Pri znanem polju pomikov u lahko vsakemu delcu 7, ki ga v za¢etnem
stanju telesa dolo¢imo z izbiro njegovih telesnih koordinat z,y, z,
priredimo prostorske koordinate x’, 3/, z’, s katerimi je doloCena nje-
gova lega v prostoru po izvrSeni deformaciji. S tem pa so dolocene tudi
spremembe medsebojnih leg posameznih materialnih delcev. Geome-
trijske spremembe, ki med deformiranjem telesa nastopijo v bliznji oko-
lici obravnavanega delca, so zanimive predvsem v zvezi z vprasanjem,
koliksne napetosti se pri tem pojavijo v tej okolici.

Slika 2.2

Pri preucevanju geometrijskih sprememb pri deformaciji telesa je
ugodno vpeljati pojem materialnega viakna. Materialno vlakno tvori
podmnozica materialnih delcev, ki lezijo na poljubni gladki krivulji
skozi obravnavano tocko 7. Med deformiranjem se skupaj s telesom
deformira tudi namisljeno materialno vlakno, ki ga vseskozi sestavlja
niz istih delcev. To pomeni, da se med deformiranjem ti delci med
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

seboj priblizujejo oziroma oddaljujejo, materialno vlakno pa v obrav-
navani tocki spreminja tudi svojo smer. Oglejmo si spremembo medse-
bojne lege dveh infinitezimalno bliznjih delcev telesa, ki ju v stanju B
dolocata tocki T'(x,y, 2) in Q(x + dz,y + dy, z + dz) (slika 2.2). Njuna
medsebojna lega je dolo¢ena z infinitezimalnim krajevnim vektorjem dr

dr:dacem—l—dyey—i—dzeZ:deiei (i=wz,y,2). (2.14)

Infinitezimalni vektor dr predstavlja spremembo krajevnega vektorja
r tocke T pri infinitezimalnih spremembah dx, dy, dz neodvisnih spre-
menljivk x,y, z. Po deformaciji se spremenijo prostorske koordinate
obeh opazovanih delcev. Delec T preide v novo lego T/ (2, y’, '), delec
Qpav Q(x+de,y +dy,z + d2'). V stanju B’ je medsebojna
lega obeh delcev doloc¢ena z infinitezimalnim krajevnim vektorjem dr’.
Glede na nepomicni prostorski kartezijski koordinatni sistem lahko ta
krajevni vektor zapisemo takole

dr' =di'e, + dy'e, + dz'e, = Zda:; e; (i=zy,2). (2.15)

Kakor kaze enacba (2.11), je krajevni vektor r’ v Lagrangevem opisu
funkcija telesnih koordinat x,y, z, zato lahko spremembo krajevnega
vektorja dr’ v stanju B’ izrazimo tudi kot popolni diferencial kra-
jevnega vektorja r’
or’ or’ or’ or’
)3

dr' = —do+—dy+——dz = —
8.’1,‘1'

; =z, 2). (2.1
D oy P dx (i=z,9,2). (2.16)

i

Opazujmo materialno vlakno, ki se v zacetnem stanju B ujema s koor-
dinatno krivuljo x skozi tocko T'; to je krivulja, vzdolz katere se spremi-
nja samo telesna koordinata x, koordinati y in z pa sta konstantni. V
nedeformiranem stanju B pomeni prirastek koordinate x za Az tudi
fizikalni prirastek dolzine koordinatne krivulje za Ax, zato je parcialni
odvod krajevnega vektorja r po x enak enotskemu vektorju v smeri x.
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

Podobno dobimo s parcialnim odvajanjem enacbe (2.1) tudi enotska
vektorja v smereh y in z

or or or

_::L'7 -_— = 5 - — €, 2]_
ox © oy Cy 0z © (2.17)

ali na kratko
or

8a:i -

e; (i=uz,y,2). (2.18)

V kartezijskem koordinatnem sistemu tvorijo koordinatne krivulje
stanja B mrezo medsebojno pravokotnih premic. Med deformiranjem
se pripadajoca materialna vlakna deformirajo skupaj s telesom in prei-
dejo v mrezo krivulj (sliki 2.3 in 2.4).

B'(t>t,)

Slika 2.3

Ker vsakemu delcu pripada v sploSnem razlicen pomik, se materialna
vlakna pri tem raztegnejo ali skrcijo. Zato prirastek telesne koordinate
na deformirani koordinatni ¢rti ni enak fizikalnemu prirastku dolzine
koordinatne ¢rte. Parcialni odvodi krajevnega vektorja r’ po telesnih
koordinatah so zato enaki tangentnim vektorjem vzdolz deformiranih
koordinatnih krivulj v tocki T/, ki pa v sploSnem niso ve¢ enotski niti
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. . ~ . .o / / / .
pravokotni med seboj. Oznacimo jih z €, e, € :

or’ , or’ , or’ ,

al_ e:L'? ay ey? 62 ez ( )
Zaradi enacb (2.7) in (2.17) pa velja
e =e, + du
T Or
ou
e, =ey, + e (2.20)
e, =e, + du
S P

Ob upostevanju enacb (2.11) in (2.19) lahko gornje enacbe na kratko
zapisemo takole

,  or
eZ — ,
6.772'

ob upostevanju enacbe (2.11) pa sledi naslednji zapis

(2.21)

0 Ou;
e; =e; + 3711 = E (613 + 8—::) €; (Zuj = x,y,z) . (222)
J )

V matri¢ni obliki zapiSemo enacbo (2.22) takole

8uz au’y auz
e;; 1—2 ox 8% 88:1: €y
/ — Uy Uy Uz
e% = B, 1+ B0 e, ¢ . (2.23)
e Ouy Ouy Ou, e
i 0z 0z 1+ 0z N

/ /
yr €z

natno bazo v opazovani tocki T'. Ker je pomik u vektorska funkcija

Tangentni vektorji e/, e sestavljajo deformirano telesno koordi-

koordinat x,y, z, so tudi tangentni vektorji e}, e, €, funkcije teh koor-

/

y» €% se torej v splosnem

dinat. Velikosti in smeri baznih vektorjev €/, e
spreminjajo od tocke do tocke

e, =e)(z,y,2) (i=umz,y,2). (2.24)
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

Prirastek krajevnega vektorja dr’ v stanju B’ lahko sedaj zapisemo v
deformirani telesni koordinatni bazi v tocki T'. 1z enacb (2.16) in (2.19)
namrec sledi

dr' = dxe, +dye, +dze, = Z dz; e, (t=mzy,2). (2.25)

Ce primerjamo enaébi (2.25) in (2.14), vidimo, da ostanejo telesne koor-
dinate dx, dy, dz infinitezimalnega krajevnega vektorja po deformaciji
nespremenjene, le da se nanasajo na deformirano, v splosnem krivo¢rtno
telesno koordinatno bazo. Zato jih imenujemo krivocrtne koordinate
vektorja dr’ v bazi €, e}, e,. V stanju B’ so torej krivocrtne koor-
dinate vektorja dr’ stevilsko enake kartezijskim koordinatam tega vek-
torja v nedeformiranem stanju B, kar pomeni, da smo celotno defor-
macijo vektorja dr pripisali izklju¢no deformaciji telesne koordinatne

baze.

Dolzine baznih vektorjev deformirane baze dolo¢imo na znani nacin

e; = le;| = /e - €] (i=ux9,2). (2.26)
Sedaj lahko bazne vektorje deformirane baze normiramo glede na nji-
hove dolzine in dobimo enotske vektorje na koordinatnih krivuljah
stanja B’ v tocki T'. Prirastek krajevnega vektorja dr’ v stanju B’
lahko s tem zapiSemo na naslednji nacin

€y ey e
dr’ = dz ¢, (g) +dye, (%) +dz €, (g) (2.27)

ali na kratko

/
dr’ = Z dz; € (i) (i=wx,9,2). (2.28)

!
€;

/

Komponente dx;e;

e}, e, €, saj se nanasajo na enotske bazne vektorje.

imenujemo fizikalne koordinate vektorja dr’ v bazi
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

Na kratko lahko gornje ugotovitve strnemo takole: V nedeformiranem
stanju B smo vsakemu materialnemu delcu priredili enako kartezijsko
telesno koordinatno bazo e, e,, e,. Med delovanjem zunanje obtezbe
se je telo deformiralo, s tem pa so se vsaka po svoje “deformirale” tudi
telesne koordinatne baze vsakega delca. V deformiranem stanju B’

pripada zato vsakemu delcu v sploSnem razlicna “deformirana’”telesna
"
x,y, z. Kakor sledi iz enacbe (2.25), ponuja deformirana telesna baza

koordinatna baza €/, €/, €., ki je torej funkcija telesnih koordinat delca
ugodno moznost za zapis spremembe krajevnega vektorja dr’ med
obravnavanim in poljubnim bliznjim delcem kar s prirastki kartezijskih
telesnih koordinat.

Yy

b

'/:B

1

I

1/ B

el :

0 € 3 10

Slika 2.4

Za ilustracijo je na sliki 2.4 prikazan ravninski primer deformacije
telesnih koordinatnih ¢rt (z = 0). Vzeli smo, da se telesne koordinate
v nedeformiranem stanju B pri ¢asu ty ujemajo s prostorskimi koordi-
natami prostorskega kartezijskega koordinatnega sistema x, y, z. Delec
T je v stanju B dolocen s preseciséem koordinatnih ¢ért x = 3 in y = 4;
ima torej telesne koordinate (3,4, 0). Ko se pri gibanju in deformiranju
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

telesa lega opazovanega delca 7 spremeni, se spremeni njegov krajevni
vektor. V prostorskem koordinatnem sistemu je delec T v stanju B’
dolocen z novimi prostorskimi koordinatami =z’ = 10, ¢y’ = 7, 2/ = 0.
Mreza v zacetku ravnih in medsebojno pravokotnih telesnih koordinat-
nih ¢rt se deformira v mrezo nepravokotnih krivulj. Pri tem pa delec
T ves ¢as lezi v preseciscu telesnih koordinatnih krivulj z = 3 in y = 4.
Ista trojica telesnih koordinat (3,4,0) torej dolo¢a opazovani delec T
med celotnim deformacijskim procesom.

1z enacb (2.12) tudi sledi, da so pri enoli¢nem polju pomikov prostorske
koordinate funkcije telesnih koordinat in obratno. Prostorske koordi-
nate infinitezimalnega krajevnega vektorja dr’ v stanju B’ lahko zato
zapisemo tudi kot popolne diferenciale glede na prirastke telesnih koor-
dinat

/ / /
dx’:({;—xdx—f—aa—xdy—kaa—xdz
x Y z
/ / /
dy' = g—ydx+g—ydy+%—ydz (2.29)
x Y z
/ / /
dz’—g—zdx+g—zdy+g—zdz
Xz Yy z

dx’ ox Oy 0z dx

_ | oy oy’ oy’
dy ¢ = | 5% T dy (2.30)
dz' 9z’ 9z’ 0z’ dz

oziroma na kratko
. [0
{dx;} = oz, {dz;} . (2.31)

Enacbe (2.29) do (2.31) povezujejo kartezijske koordinate dveh razli¢nih
vektorjev dr in dr’. Obenem pa dolocajo pravilo za transformacijo

koordinat istega vektorja dr’ pri prehodu iz koordinatne baze €/, e, €/,
ox!

v bazo e, e,, e,. V matematiki je matrika [ &Ei} znana kot Jacobijeva
J
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2.2 Opis deformiranja trdnega telesa

matrika [ J] preslikave koordinat a’, ¢/, 2z’ v koordinate z, y, z

[J] = Bﬁ;} : (2.32)

Ob upostevanju enacbe (2.13) izrazimo poljubno komponento dx} vek-
torja dr’ z vsoto

r_
dz; =

: Ou; .
Ldry =) (%‘ + 8%) dey  (i,j =x,9,2). (2.33)
J

o0x.;
j J j

Izraz v oklepaju na desni strani enacbe (2.33) imenujemo komponenta
deformacijskega gradienta F;; stanja B’ glede na stanje Bt

Gui

Fpi =6 + —. 2.34
J J + axj ( )
Enac¢bo (2.33) lahko sedaj zapisemo Se krajse

dx), = Z Fijdx; (i, =z,9,2). (2.35)

J

Matrika komponent deformacijskega gradienta je ocitno enaka Jacobi-
jevi matriki preslikave koordinat z’, 3/, 2’ v koordinate x, y, 2z

Fyl =[] . (2.36)

Ce prostorske koordinate izrazimo s telesnimi koordinatami in pomiki
po enacbah (2.12), dobi matrika deformacijskega gradienta naslednjo
obliko

Oug Oug Oug
L+ ox Oy 0z
ou ou ou
[Fi;] = o T o (2.37)
ou, Ou, Ou,
ox Oy L+ 0z

t Nekateri avtorji uporabljajo pojem deformacijski gradient za transponirane vred-

nosti tega izraza.
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2.3 Tenzor velikih deformacij

oziroma 3
[Fi5] = [%’ + a_uz} : (2.38)

Lj
Upostevajo¢ enacbe (2.23) do (2.38) lahko tudi deformacijo telesne ko-
ordinatne baze zapiSemo kot preslikavo

oz’ Oy’ 82 T

/

ejv oz’ Ay’ 0z’ T

(= |y oy oy ey, ¢ =[Fy]" | ey (2.39)
eZ

ali na kratko

: v e; (i,7 =m,y,2). (2.40)

2.3 Tenzor velikih deformacij

Kot najbolj naravno in vsakdanjim izkusnjam z deformabilnimi
telesi najblizjo mero za opis deformiranja v neposredni okolici opa-
zovanega delca vzamemo kar normirano spremembo razdalje med
bliznjima tockama 7" in @ med deformacijo telesa (slika 2.2). V nede-
formiranem stanju B je ta razdalja enaka dolzini ds = |dr| prirastka
krajevnega vektorja r. Ob upostevanju enacbe (2.14) dobimo

ds? = dr - dr = Z dei dzje;-e; (i,j =x,9,2). (2.41)

? J

V deformiranem stanju B’ pa je ds’ = |dr’| in zaradi enacbe (2.25)
sledi

ds’? = dv’ - dr’ = Z Zda}i dzje; - € (G, =wy,2). (2.42)
J

Razlika kvadratov obeh elementarnih dolzin je tako
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2.3 Tenzor velikih deformacij

ds'? —ds* = ZZ(e; -e; —e; - e;) dr; d;
(2N

(i,j =z,y,2). (2.43)
Z vpeljavo okrajSave
2E¢j = e; . e;- —€; ej (244)
lahko piSemo
ds'? —ds®> =2 Z ZEij dz;dz; (1,7 =2,9,2). (2.45)
(2N

Ker je ds’? — ds? = (ds’' + ds)(ds’' — ds), je razlika elementarnih dolzin
(ds’ — ds) sorazmerna izrazu na desni strani gornje enacbe. Zato lahko
novo vpeljano kolicino s komponentami F;; vzamemo kot primerno
mero za deformiranje telesa v okolici opazovanega materialnega delca
7. Upostevajo¢ invariantnost razlike ds’? — ds? lahko sklepamo, da so
E;; komponente tenzorja. Glede na definicijo (2.44) lahko zaradi komu-
tativnosti skalarnega produkta ugotovimo, da gre za simetricen tenzor
2. reda E(2).

Eij =FEj; . (2.46)

Imenujemo ga tenzor velikih deformacij, saj v dosedanjih izvajanjih
velikosti pomikov nismo omejili. Podobno kot komponente tenzorja
napetosti lahko tudi komponente tenzorja velikih deformacij uredimo v
simetri¢no kvadratno matriko reda 3 x 3. V kartezijskih koordinatah
T, Y, zje
Ema: Ea:y Ea:z
[Eijl = | Eya Eyy Ey.| . (2.47)

Ob upostevanju enacb (2.44) in (2.22) lahko komponente tenzorja ve-
likih deformacij izrazimo s pomiki

ou ou

2F;; = (e; + —) - (€; + —
J (e+6xi> (ej+6xj

) —€;-€; (27] =T,Y, Z) (248>
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2.3 Tenzor velikih deformacij

in po ureditvi dobimo

1/ 0Ou ou 1 0u Ou
Ei==-|=—" e +— — —. 2.49
/ (61;2- €+ ij ) * 2 0x; ij (249)
Zapisimo desno stran gornje enacbe Se v skalarni obliki
1 [ 0u ou; Ouy Ouy,
E, == J K
T2 (8:{:Z 8%) Z Ox; Ox;
(i7j7k. - aj? y? z) * (2'50>

Kartezijske komponente tenzorja velikih deformacij so tako
ou 1[ [/ 0us\? ouy\” ou,\ >
Ea:x _ x =+ x YUy z
6x+2 (8x)+(6x)+(6x)

1 (8ux) 3uy) (8uz)2—
e —a —|— —
oy 2 oy

2 2
B - ou., N 1 (8%) N (Guy) (Guz)
0z 0z
1 /0u 8u 1 /Ou, Ou 8u ou ou, Ou

Ea: _ = Yy T - T T Yy Yy z z

Y 2( )+2(8x Oy 896 8y+8x 8y)
B _ 1 Guz 8uy 1 Oou, Ouy Guy Ouy . Ou, Ou,

V=9 2 oy 8z oy 0z oy 0z
B 1 8um 8uz 1 Ouy Ouy 3uy Ouy n ou, Ou,

9 2 0z 61: 0z Ox 0z Ox
E,, = E,, E.,=E, E,..=FE,,.

(2.51)
Kakor vidimo, so komponente tenzorja velikih deformacij izrazene s
prvimi parcialnimi odvodi pomikov, in sicer tako, da ima vsaka kompo-
nenta linearni in kvadrati¢ni del. V nadaljevanju skusamo s komponen-
tami tenzorja velikih deformacij izraziti najpomembnejse geometrijske
spremembe v okolici opazovanega delca.
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2.4 Geometrijske spremembe pri deformiranju telesa

Specificna sprememba dolzine

Oglejmo si, kako se med deformiranjem telesa spreminja dolzina
poljubnega materialnega vlakna skozi obravnavano tocko T. Brez
izgube na splosnosti lahko opazujemo kar enega od materialnih vlaken,
ki v nedeformiranem stanju lezijo vzdolz koordinatnih krivulj. Naj bo
to koordinatna krivulja x;, katere smer je v tocki T" dolo¢ena z enotskim
tangentnim vektorjem e; (i = z,y ali z). Med deformiranjem telesa
se materialno vlakno raztegne ali skréi in spremeni svojo smer. S tem
spremeni svojo velikost in smer tudi tangentni vektor (slika 2.5).

T

Slika 2.5

V zacetnem stanju B vzemimo koordinatno krivuljo x skozi obrav-
navano tocko T'(x,y, z) in bliznjo tocko Q(x + dz,y,z). Sprememba
krajevnega vektorja r med tockama 7" in @) je tedaj

dr =dzxe,, (2.52)
njegova dolzina ds, pa je

dsy = Vdr-dr = \/di2e, -e, = dvey, = dx . (2.53)

Po deformaciji telesa ostanejo telesne koordinate tock 7" in Q" nespre-

menjene, sprememba krajevnega vektorja dr’ pa je v skladu z enacbo
(2.25)
dr' =dzel,. (2.54)

178



2.4 Geometrijske spremembe pri deformiranju telesa

Razdalja ds!, med tockama 7" in Q' v stanju B’ je seda]
ds, = Vdr' - dr' = \/dx?el, - e, =dxel,. (2.55)

Specificno spremembo dolzine v tocki T in v smeri koordinatne krivulje
x oznac¢imo z D, in jo v duhu Lagrangevega opisa definiramo z razmer-
jem med spremembo dolzine in zacetno dolzino vlakna

ds!, —ds
Dyp = —2—"%. 2.56
ds. (2.56)
Upostevajoc¢ enacbi (2.53) in (2.55) sledi
dxe! —dx
Dyy = a7 _ o1 9.57
s (257)

Dobljeni rezultat lahko posplosimo v ugotovitev, da je specificna
sprememba dolzine materialnega vlakna vzdolz poljubne koordinatne
krivulje z; dolo¢ena z razmerjem spremembe dolzine pripadajocega tan-
gentnega vektorja e; in njegove prvotne dolzine (enote) (slika 2.5)

dre! — dx;
@re =i r g (2.58)

D;; = i
dl‘i

Pri tem smo upostevali, da je e; = 1. Ce v enacbi (2.44) vzamemo
7 =1, dobimo
2E; =€, € —e;-e;=¢e/" —1. (2.59)

Iz enac¢b (2.57) in (2.59) sledi

in specificno spremembo dolzine D;; v smeri e; izrazimo v odvisnosti
od komponente E;; tenzorja velikih deformacij

Dy =/1+2E; — 1. (2.61)
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2.4 Geometrijske spremembe pri deformiranju telesa

S prav taksno enacbo doloc¢imo specificno spremembo dolzine poljub-
nega drugega materialnega vlakna skozi delec T'. Za vlakno, katerega
smer je v tocki T" dolocena z enotskim vektorjem e, dobimo

Do = \/1+2E, — 1, (2.62)

pri cemer komponento E,,, dolo¢imo s transformacijsko ena¢bo (1.163),
ki smo jo izpeljali v razdelku 1.8

Eaa = Z Z Ezj €ai eaj (’L,] =x,Y, Z) . (263)
J

i

Sprememba pravega kota

Specificne spremembe dolzin, ki smo jih obravnavali v prejsnjem
razdelku, so povezane s spremembo velikosti telesa. Sprememba ob-
like kot druga osnovna znacilnost deformacije pa je povezana s spre-
membami kotov med posameznimi materialnimi vlakni. Za opis kotnih
sprememb je najenostavneje, ¢e opazujemo materialna vlakna, ki so
bila pred deformacijo pravokotna med seboj in dolo¢imo spremembo
pravega kota med deformiranjem telesa. Vzemimo materialni vlakni, ki
se ujemata z dvema od koordinatnih krivulj skozi opazovano tocko T'
in sta njuni smeri pred deformacijo doloceni z enotskima in medseboj-
no pravokotnima telesnima baznima vektorjema e; in e; (i # j). Po
deformaciji oba bazna vektorja v splosnem spremenita svoji velikosti
in smeri (slika 2.6). Novi kot med baznima vektorjema deformiranega
stanja e in e oznacimo s ¥}, in definiramo spremembo pravega kota
D;; kot razliko

Dij = Z(ei,ej) - Z(e;,e;) = g - ’l%J . (264)

Glede na uporabljeno definicijo je sprememba pravega kota pozitivna,
¢e se opazovani pravi kot med deformiranjem zmanjsa (9;; < m/2).
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2.4 Geometrijske spremembe pri deformiranju telesa

Upostevamo, da je

sin D;; = sin(g — ;) = cos ¥, (2.65)
N,
VA 9 ﬁ/_ei'e' 2 66
i€j
in ker je pri i # j €;-e; =0, dobimo iz enacb (2.44) in (2.60)
2F;;

VI+2E;\/1+2E;;

Slika 2.6

Na enak nacin dolo¢imo spremembo pravega kota med poljubnima enot-
skima vektorjema e, in eg, ki sta v nedeformiranem stanju B pra-
vokotna med seboj (e, - eg = 0)

2F,p

, 2.68
VI + 2Eqar/1+ 2E55 (2.68)

sin Daﬂ =

kjer v skladu z enacbo (1.163) velja

Eap = ZZE” Cai €Bj (i,j =z,9,2 o, 8=§,1,(). (2.69)
i
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2.4 Geometrijske spremembe pri deformiranju telesa

Tako smo pokazali, kako specificne spremembe dolzin in spremembe
pravih kotov kot najpomembnejSe geometrijske znacilnosti deforma-
cije trdnega telesa izrazimo s komponentami tenzorja velikih deforma-
cij. Z enacbami (2.51) jih tako povezemo tudi s komponentami vek-
torskega polja pomikov. Glede na to, da velikosti vpeljanih deformacij-
skih koli¢in nismo omejili, lahko konéno tudi trdimo, da smo tenzor s
komponentami E;; upraviceno poimenovali tenzor velikih deformacij.

Ob upostevanju enacb (2.60) in (2.67) lahko zapiSsemo tudi obratne
zveze, s katerimi komponente tenzorja velikih deformacij povezemo s
specificnimi spremembami dolzin in spremembami pravih kotov

1
Eii = Dy + B D}, (2.70)
1
Eij =5 (14 Dii)(1+Dj;) sin Dy (2.71)

Sprememba smeri

Ugotovili smo ze in v prejsSnjem razdelku tudi upostevali, da mate-
rialno vlakno med deformiranjem telesa razen dolzine spremeni tudi
smer. Oglejmo si materialno vlakno, katerega smer je v obravnavani
tocki T' v nedeformiranem stanju B dolocena s telesnim baznim vek-
torjem e;, v deformiranem stanju B’ pa z baznim vektorjem e} (slika
2.7). Kot ¢; med vektorjema e; in €, imenujemo zasuk ali rotacija
materialnega vlakna v smeri e;. Podobno kakor pri vektorju pomika
moramo tudi pri zasuku razen velikosti dolociti tudi njegovo smer. Iz
1. poglavja vemo, da je vektor zasuka dolocen z velikostjo kota in z
enotskim vektorjem normale na ravnino, ki jo dolocata prvotna in nova
smer opazovanega materialnega vlakna. Zato za mero spremembe smeri
materialnega vlakna v tocki T' vzamemo vektorski produkt R; vektorjev
e; in €}

Ri =e€; X e; . (272)
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2.4 Geometrijske spremembe pri deformiranju telesa

Slika 2.7

Pri tem smo s privzetim vrstnim redom obeh vektorjev upostevali, da
gre za Lagrangev opis zasuka materialnega vlakna iz smeri e; v smer
e;. Zaradi enacbe (2.22) in ker je e; X €; = 0, sledi

ou ou
Ri_eix(ei—i—a—xi)_eixa—g}i. (273)

Upostevajoc definicijo vektorskega produkta lahko povezemo velikost
R; vektorja R; z velikostjo zasuka ;

R, =R =le; x €| = e; €, singp; = €, siny; . (2.74)
Zaradi enacbe (2.60) lahko vrednost R; izrazimo tudi takole

R R (2.75)
1+ Dy 1+2E;

Kakor vidimo, izbrana mera za spremembo smeri vlakna |R;| = R; ni

sin p; =

enaka zasuku, saj je s faktorjem (14 D;;) sorazmerna sinusu zasucnega
kota. Vektorje R; lahko torej pogojno imenujemo reducirani vektorji
zasukov. Ker so izrazeni s pomiki, lahko z njimi izracunamo zasuke ¢;
po enachi (2.75). Pri znanem polju pomikov u lahko torej dolo¢imo
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2.4 Geometrijske spremembe pri deformiranju telesa

velikost in smer zasuka poljubnega koordinatnega materialnega vlakna
skozi opazovano tocko T'.

Zapisimo enacbo (2.73) v kartezijskih koordinatah (z, y, z). Vektorske
produkte izra¢unamo kot ustrezne determinante in dobimo

ou Ou, n Ouy

Ro=ea X 50 = "% & T 5 ©
ou ou, Ouy

Ry =€y X 8_y = 8—ny — 8—yez (276)
ou Ou, Ouy

Rz—ez X & ——Eex—i—aey.

Vektorje R;, Ry, R, lahko formalno zapisemo z njihovimi skalarnimi
komponentami v bazi e, e,, e,

R, = Rmy €y + Ry e
R,=Ry,e;,+ Ry. e, (2.77)
R.=R.;e, +R.ye,.

Pri tem smo glede na enacbe (2.76) upostevali, da je Ry, = Ry, =
R.. = 0, z nadaljnjo primerjavo enacb (2.76) in (2.77) pa dobimo

ou ou
Rm = - z sz = -
v Ox Ox
ou, Ouy
R, = R,, = — 2.78
Ou, Ouy
Her ==, o= 5,
Komponente R,,, R;., ..., R, predstavljajo projekcije oziroma vred-

nosti vektorjev reduciranih zasukov R,, Ry, R, v smereh e, e,, e..

Premik opazovanega delca T iz lege T v nedeformiranem stanju B v
lego T v deformiranem stanju B’ smo opisali z enim samim vektor-
jem pomika u. Da bi tudi zasuk elementarnega dela telesa v bliznji
okolici delca T opisali z enim samim vektorjem, sestavimo namisljeni
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2.4 Geometrijske spremembe pri deformiranju telesa

rezultirajocCi zasuk v tocki T kot vsoto vektorjev reduciranih zasukov
va Ryv Rz

0 0
Rm+Ry—|—RZ:exx6—z—i—eyxa—z+ezx

ou

e (2.79)

Ker so bazni vektorji e;, e,, e, konstantni, lahko pisSemo

Rm—f—Ry—f—RZ:g(exxu)—I—g(eyxu)—I—g(ezxu) (2.80)

ox dy 0z
in dalje
0 0 0
R,+R,+R, = (%em—f— 8—yey—|—$ez) X U. (2.81)

V okroglem oklepaju na desni strani enacbe (2.81) prepoznamo Hamil-
tonov ! diferencialni operator V
0 0

V:—ex+a—y

0 0
— €, = —€; = » Y, . 2 2
o e, + 55° EZ Gxie (i =z,y,z2) (2.82)

V enacbi (2.81) se operator V obnasa kot vektor, zato velja

R,+R,+R,=V xu=rotu. (2.83)
Komponente rotorja vektorskega polja u najlaze dolo¢imo z determi-
nanto
e, €, e,
— o o8 o
rotu= |2 5 5 (2.84)
Uy Uy Uy
in dobimo
Ou,  Ouy Oou, Ou, Ouy  Ouy
tu= e _ = Ty _ _
vt (8y Gz)ex+(62 oz ey T oz Jy ©:

t William Rowan Hamilton, irski matematik in astronom, 1805-1865.
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Zapisimo sedaj polovi¢ni rotor pomikov z upostevanjem zvez (2.78)

1 1 1 1

2 2
(2.86)

Komponenta polovicnega rotorja pomikov v smeri e, predstavlja
povprecno vrednost reduciranih zasukov okrog osi z; R,, je namre¢
reducirana vrednost zasuka materialnega vlakna v smeri e, okrog osi
x, R,, pa reducirana vrednost zasuka materialnega vlakna v smeri e,
okrog osi x. Gre torej za povprecni reducirani zasuk dveh znagcilnih
materialnih vlaken v ravnini (y, z) okrog osi z. Podobno komponenti
polovi¢nega rotorja pomikov v smereh e, in e, pomenita povprecna re-
ducirana zasuka v ravninah (z,x) in (z,y) oziroma okrog smeri y in z.
Zato za komponente polovi¢cnega rotorja pomikov vpeljemo nove oznake

1

§(Rym + R.p) = Wy = Wy,

1

§(Rzy + Ray) = wy = wig (2.87)
1

§(Rm + Ry.) = w, = way -

Upostevajo¢ enacbe (2.78) lahko torej povpreéne reducirane zasuke
izrazimo s pomiki

TR 9\ gy 0z | =Y
1 /Ou, Ou,
=Wz = % - = —Wgxz 2.
v T e Ty ( 0z Oa ) ¢ (2.88)
FTTW 9\ o oy ) Y

Z identiteto w,, = w, smo, na primer, povedali, da gre za povprecni
reducirani zasuk dveh znacilnih materialnih vlaken v ravnini (y, 2)
oziroma za povprecni reducirani zasuk teh vlaken okrog osi x. Zato

186



2.4 Geometrijske spremembe pri deformiranju telesa

gre pri vpeljanih dvojnih oznakah le navidez za nepotrebno zapletanje;
kakor bomo videli v nadaljevanju, je v nekaterih izpeljavah bolj ugoden
prvi, v drugih pa drugi nacin oznacevanja zasukov.

V gornjih izvajanjih smo torej govorili o povprecnih reduciranih zasukih
v koordinatnih ravninah oziroma okrog normal na te ravnine. Se enkrat
opozorimo, da pri tem ne gre za fizikalne vrednosti zasukov, temvec za
njihove sinuse, pomnozene z velikostjo deformirane enote (1 + Dy;),
kakor sledi iz enacbe (2.75).

Za polovicéni rotor pomikov lahko sedaj vpeljemo novo oznako w in ga
zapiSemo na naslednji nacin

1
5 rotu=w =w, e;+twy, e,+w, e, = Zwi e; (i=um,y,2). (2.89)
i

Razcep matrike prvih parcialnih odvodov pomikov

V dosedanjih izvajanjih smo vse najpomembnejSe geometrijske znacil-
nosti deformacije v bliznji okolici opazovanega delca izrazili s parcial-
nimi odvodi komponent vektorskega polja pomikov. Zato si matriko
nastopajocih parcialnih odvodov oglejmo nekoliko podrobneje.

Kakor vemo iz linearne algebre, lahko vsako realno kvadratno matriko
enoli¢éno razcepimo na simetriéni in antisimetri¢éni del. Za matriko [C;;]
na primer velja

[Cij] = [Si] + [Aij] (2.90)

kjer je [S;;] simetricna, [A;;] pa antisimetri¢na matrika

1
[SZJ] = 5[013 + Oﬂ] R Sji = Sij

1 (2.91)
[Aij]zi[ci'_Cj'] o Aji=—Ay.

Matriko parcialnih odvodov pomikov
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2.4 Geometrijske spremembe pri deformiranju telesa

Ouy Ouy Ou,

ox ox ox
auﬂ _ Ouy 8uy ou, (2 92)
Ox; | | 0y 0oy oy |7 '

Ouy Ouy Ou.
0z 0z 0z

v kateri indeks ¢ doloca vrstice, indeks j pa stolpce, razcepimo na
simetri¢éni del [g;;] in antisimetri¢ni del [w;]

ou;
{axﬂ = [eiz] + [wis] - (2.93)
Pri tem je
1 8Uj 8uz N
€ij a 5 (83:1 + 6.77]) n gjz (294>
1 an Guz .
Wij o 5 (83:1 B 6.77]) N wﬂ . (295)

Ker smo jih izracunali kot komponente kartezijskih vektorjev, sestav-
ljajo vrednosti €;; simetriéni tenzor 2. reda €(2), vrednosti w;; pa an-
tisimetri¢ni tenzor 2. reda w(2). Izpisimo komponente obeh tenzorjev
glede na kartezijsko bazo e;, e,, e,

Exx = O Eay 9 (am + 8y ) Eya
_ Ouy 1 (0Ou, 8uy B
Eyy = a—y Eyz = 5 ( ay + G ) Ezy (296)
A Ou 1 (Ou, N ou,\ .
E =5\ 9z Tor )

Wy = Wyy = Wz, =0

W=7 9\ or dy ve

vETTE 2\ oy 0z =
B 1 /0u, Ou,

wzx:wyzﬁ(ﬁz B 61:) T Ve
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2.5 Poenostavitve pri omejenih deformacijah

Primerjava enacb (2.96) z enacbami (2.51) kaze, da so komponente
simetricnega dela matrike parcialnih odvodov pomikov enake line-
arnim delom ustreznih komponent tenzorja velikih deformacij. 1z
primerjave enacb (2.97) in (2.88) pa lahko ugotovimo, da so kompo-
nente antisimetri¢nega dela matrike parcialnih odvodov pomikov enake
povprecnim reduciranim zasukom v koordinatnih ravninah oziroma
okrog ustreznih koordinatnih smeri.

2.5 Poenostavitve pri omejenih deformacijah

V dosedanjih izvajanjih se nikjer nismo omejili glede velikosti
pomikov in zasukov. Vse izpeljane enacbe veljajo pri poljubno velikih
pomikih in zasukih, s tem pa tudi pri poljubno velikih specifi¢cnih spre-
membah dolzin in spremembah pravih kotov. Pri tem se tudi nismo
vprasali, koliksne deformacije dovoljuje material, iz katerega je narejeno
telo. O tem bomo podrobneje govorili v 3. poglavju. Kakor vidimo, nas
tako splosen opis deformiranja telesa pripelje do nelinearnih zvez med
pomiki in deformacijami, kar seveda zelo otezi prakticno racunanje.
Problemi, ki zahtevajo nelinearno analizo deformacij in pomikov, v
glavnem presegajo predvideni okvir tega ucbenika. Izpeljane enacbe so
pomembne predvsem zaradi vpogleda v fizikalno in geometrijsko ozadje
deformiranja telesa. Razen tega pa smo z njimi pripravili tudi orodje
za Studij stabilnostnih problemov, ki jih bomo srecali v 5. poglavju.

Kakor smo omenili ze v uvodu, so v ve¢ini prakti¢nih inzenirskih na-
log deformacije pri redni obtezbi omejene iz funkcionalnih in estet-
skih razlogov. Ze v poglavju o napetostih smo izpeljali ravnotezne
pogoje ob predpostavki, da je vpliv spremembe velikosti, oblike in lege
telesa zanemarljiv. ReSevanje tako poenostavljenih enacb ravnotezja
ob upostevanju to¢nih kinemati¢nih zvez ne bi bilo smiselno. Zato v
nadaljevanju upostevamo da so: (i) pomiki in zasuki majhni v primer-
javi s sicerSnjimi izmerami telesa, (ii) prvi parcialni odvodi pomikov
in vse geometrijske spremembe v okolici poljubnega opazovanega delca
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2.5 Poenostavitve pri omejenih deformacijah

majhni v primerjavi z enoto.

Ce so prvi parcialni odvodi majhne koli¢ine v primerjavi z enoto
8uj
8@'

<1 (27] =Y, Z) ) (298)

lahko v izrazih za komponente tenzorja velikih deformacij v primerjavi
z linearnimi ¢leni zanemarimo ¢lene, v katerih nastopajo kvadrati in
produkti parcialnih odvodov pomikov. Iz primerjave enacb (2.51) in
(2.96) sledi, da so v tem primeru komponente tenzorja velikih deforma-
cij priblizno enake komponentam simetri¢nega dela matrike parcialnih
odvodov pomikov

Juy
I 812: = o
Eyy = %—Zy = Eyy
du,
E..~ auz =€z
L (% a“w) _
am (e 00 20
B~ (8uw 8uz) .

Emz = Eza: N Epz = Ezx -

Vzemimo, da so tudi specificne spremembe dolzin majhne v primerjavi
7 enoto
|Dji| < 1. (2.100)

Tedaj lahko v enacbi (2.70) zanemarimo kvadratni ¢len v primerjavi z
linearnim in sledi
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2.5 Poenostavitve pri omejenih deformacijah

To pomeni, da lahko pri majhnih prvih parcialnih odvodih pomikov
specificne spremembe dolzin v koordinatnih smereh izrazimo kar s
pripadajoc¢imi diagonalnimi komponentami simetri¢nega dela matrike
parcialnih odvodov pomikov. V kartezijskih koordinatah x,y, z je na
primer

DCE.Z‘ ~ 655.13
Dyy = ey, (2.102)
DZZ ~ 522 .

Jasno je, da velja enako pravilo tudi za poljubno smer e,
Doo ~ €aa (2.103)

kjer komponento £, dolo¢imo s transformacijsko enacbo (1.163)

Caa =)D Cijcaita; (i, =7,,2). (2.104)
]

Spremembe pravih kotov so s specificnimi spremembami dolzin pove-
zane z enacbo (2.71)

1

Eij:2

Ce so razen specifiénih sprememb dolzin tudi spremembe pravih kotov
in zasuki majhne koli¢ine

1Dijl <1, (i #])

ol (2.106)

lahko v enacbi (2.105) zanemarimo D;;, D;; in D;; D;; v primerjavi z 1.
Razen tega lahko vzamemo

in ob upostevanju enacb (2.99) dobimo
Dij m2E;; ~ 25 (i #7]). (2.108)
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2.5 Poenostavitve pri omejenih deformacijah

Kakor vidimo, lahko ob izpolnjenih pogojih (2.98), (2.100) in (2.106)
spremembe pravih kotov opisemo z dvakratnimi vrednostmi pripadajo-
¢ih zunajdiagonalnih komponent simetricnega dela matrike parcialnih
odvodov pomikov. Pravilo lahko spet posplosimo na opis spremembe
pravega kota med dvema poljubnima, v nedeformiranem stanju B med-
sebojno pravokotnima smerema e, in eg

Daﬁ =~ QEQB ~ 25046 (Oé 75 5) , (2109)
kjer je

cap =)D Cijeaicsy (L, =2,y,2). (2.110)
i

Ob upostevanju predpostavk (2.100) in (2.106) lahko tudi v enacbi
(2.75) zanemarimo D;; v primerjavi z 1, vzamemo, da je sin ¢; = ¢; in
dobimo

;i = R;. (2.111)

To pomeni, da lahko pri majhnih deformacijah zasuk ¢; obravnavanega
materialnega vlakna v opazovani tocki telesa opiSemo z velikostjo R;
vektorja R;; z drugimi besedami: R; je pri majhnih deformacijah
fizikalna vrednost zasuka vlakna v smeri e;. 1z enacb (2.86) do (2.88)
s tem sledi, da komponente polovicnega rotorja pomikov predstav-
ljajo fizikalne vrednosti povprecnih zasukov v koordinatnih ravninah.
Primerjava z enacbami (2.97) pa nadalje pokaze, da lahko pri majh-
nih deformacijah povprecne zasuke v koordinatnih ravninah opisemo
z ustreznimi komponentami antisimetricnega dela matrike parcialnih
odvodov pomikov.

Funkcije €;; in w;j;, ki smo jih sicer formalno dobili z razcepom ma-
trike [g%] na simetriéni in antisimetricni del, so tako v primeru,
da gre za majhne deformacije, dobile svoj fizikalni pomen: diago-
nalne komponente €,,, €4y, €., simetricnega tenzorja &(2) predstav-
ljajo specificne spremembe dolzin v smereh x,y,z, zunajdiagonal-
ne komponente ey, €y, €22 Pa polovitne spremembe pravih kotov
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2.6 Tenzor majhnih deformacij

L(eg,€ey), L(ey,e,), L(e,,e;). Za specificne spremembe dolzin pogosto
uporabljamo tudi izraz normalne deformacije (vcasih tudi linearne
deformacije, raztezki, dilatacije ...), za spremembe pravih kotov pa
izraz kotne ali distorzijske deformacije. Tenzor €(2) imenujemo tenzor
majhnih deformacij, enacbe (2.96), ki povezujejo specificne spremembe
dolzin in spremembe pravih kotov s parcialnimi odvodi pomikov, pa
kinematicne enacbe pri majhnih deformacijah. Te enacbe sestavljajo
drugo pomembno skupino osnovnih enaéb mehanike trdnega telesal.

Komponente wgy = w,, wy, = w,, w., = w, antisimetricnega tenzorja
w(2) pa po vrsti predstavljajo povpreéne zasuke v koordinatnih ravni-
nah (z,y), (v, 2), (z,x) oziroma okrog osi z, y in z. Pri tem so kompo-
nente polovicnega rotorja pomikov izrazene s pomiki na enak nacin kot
komponente tenzorja w(2), ne glede na to, ali gre za velike ali majhne
deformacije. Razlika je le v tem, da pri majhnih deformacijah kompo-
nente w;; pomenijo fizikalne vrednosti zasukov, pri velikih deformacijah
pa ne. Zato tenzor w(2) s komponentami w;; imenujemo tenzor zasukov
ali tenzor rotacij.

2.6 Tenzor majhnih deformacij

Tenzor majhnih deformacij, ki ga v kartezijskih koordinatah pred-
stavimo z matriko [g;;]

[€ij] = | €ya Eyy  Eyz | > (2.112)

je v matematicnem pogledu popolnoma enakovreden tenzorju napetosti,
s katerim smo se podrobno spoznali v 1. poglavju. Zato vse matema-
ti¢ne operacije in pravila, ki smo jih vpeljali za tenzor napetosti, veljajo

t Prvo skupino osnovnih enacb sestavljajo ravnotezni pogoji (1.131) in (1.140).
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2.6 Tenzor majhnih deformacij

tudi za tenzor majhnih deformacij. Elementi vrstic (zaradi simetrije pa
tudi elementi stolpcev) matrike [e;;] sestavljajo tri koordinatne vektorje
deformacij €,, €y, €,

Er = Egz €y T Exy €y +Ezz €
€y =€yz €z +eyyeytey e, (2.113)

€, =¢€zr€;+ Ezy €y +e..€e;

ali na kratko
&= e (i,j = =,y,2). (2.114)
i

Medtem ko smo koordinatnim vektorjem napetosti o, o, o, zlahka
pripisali oc¢iten fizikalni pomen, za koordinatne vektorje deformacij tega
ni mo¢ ugotoviti. Sestavljeni so namrec¢ iz fizikalno povsem razlicnih
normalnih in kotnih deformacij. V matemati¢nem pogledu pa koordi-
natne vektorje deformacij razumemo kot vrednosti tenzorja deformacij
v smereh e, e,, e,, ki v mnogocem olajSajo zapise in izpeljave pri ana-
lizi deformacijskega stanja telesa. Deformacijski vektor e, ki pripada
poljubni smeri e, imenujemo vrednost tenzorja deformacij v smeri e,
in ga dolo¢imo po analogiji z enacbo (1.142)

Ea = Ez€ag + Eyay + €2€60; = Z € Eai (t=uz,y,2). (2.115)
i

S skalarnim mnozenjem deformacijskega vektorja €, z vektorjem e,
dobimo normalno deformacijo (specificno spremembo dolzine) materi-
alnega vlakna, ki je v stanju B doloc¢eno z enotskim vektorjem e,

€a €a = ECaa ~ Dy . (2.116)

Podobno lahko doloc¢imo spremembo pravega kota, ki ga v stanju B
oklepa enotski vektor e, z nekim drugim enotskim vektorjem eg, tako
da je e, -eg =0

1
“Dag. (2.117)

Ea'e/gzé?a/g%Q
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2.6 Tenzor majhnih deformacij

Transformacija tenzorja majhnih deformacij

Transformacija komponent tenzorja majhnih deformacij pri prehodu iz
kartezijskega koordinatnega sistema z bazo e,, e,, e, v nov kartezijski
koordinatni sistem z bazo e, e,, e: in obratno je dolocena analogno z
enacbami (1.163) do (1.168). Za posamezne komponente velja

Caf =) ) Cijcaies; (@, B=Em G i j=a,y,2).  (2.118)
i

i

Ce pa zelimo izra¢unati vse komponente tenzorja majhnih deformacij v
zasukanem koordinatnem sistemu, je ugodneje zapisati enac¢bo (2.118)
v matric¢ni obliki

[eap] = [eadlleis]leje] - (2.119)

V primeru, da poznamo komponente deformacij €43 v zasukanem ko-
ordinatnem sistemu e¢, e,, e¢, lahko dolo¢imo komponente istega de-
formacijskega tenzorja v bazi e,, e,, e, z enacbo

iy = Zzgaﬁ €ia €5 (Zaj =T,Y,z; 0576 = fa”aC) (2120)
a B

oziroma v matri¢ni obliki

[eij] = [eialleas]les;] - (2.121)

Glavne normalne deformacije

Podobno kakor pri napetostih dolo¢imo velikosti glavnih normalnih de-
formacij kot nicle karakteristicne enacbe tenzorja majhnih deformacij

S+ I5e—-15=0, (2.122)

kjer so I7, I5, I3 invariante tenzorja majhnih deformacij. Koreni karak-
teristicne enacbe €11, €92, €33 so glavne normalne deformacije, ki pri-
padajo glavnim smerem e, es, e3 (glej pojasnila v Zgledu 3.2).
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2.6 Tenzor majhnih deformacij

O racunskih metodah smo podrobno govorili ze v razdelku o glavnih
normalnih napetostih in njihovih smereh. Glavna vektorja e; in es
dolo¢imo z resitvijo sistema homogenih enacb

Ezz — Egg Eya €an €gx 0
Exy Eyy — Egg €2y egy ¢ =% 0 (2.123)
Exz Eyz €22 — Egg €gz 0

pri g = 1 in g = 2, tretji glavni vektor es pa z enacbo e3 = e; X es.
Kakor smo pokazali v razdelku 1.9, sestavljajo tedaj vektorji e1, es, eg
desnosucno ortonormalno bazo, v kateri ima tenzor majhnih deformacij
diagonalno obliko

€11 0 0
[5046] = 0 €922 0 . (2.124)
0 0 €33

To pomeni, da v koordinatnih ravninah koordinatnega sistema z bazo
€1, €, ez ni sprememb pravih kotov, materialna vlakna v smereh eq,
€2, e3 pa dozivijo ekstremne specificne spremembe dolzin €11, €22, €33.
V glavni bazi ep, ey, es dobijo tudi koordinatni vektorji deformacij
€1, €2, €3 razviden fizikalni pomen, saj po velikosti in smeri opisujejo
ekstremne raztezke oziroma skrcke materialnih vlaken v smereh glavnih
baznih vektorjev

€1 =¢€11€1 €9 = £92 €9 €3 = &E33€3. (2.125)

Glavne spremembe pravih kotov

Velikosti glavnih sprememb pravih kotov in smeri, med katerimi te spre-
membe nastopajo, dolocamo z enakimi enacbami, kot smo jih izpelja-
li za glavne strizne napetosti v razdelku 1.10. Kakor sledi iz enacb
(1.240) in (1.246) do (1.248), dolocajo smeri, med katerimi nastopajo
glavne kotne spremembe, trije pari medsebojno pravokotnih vektorjev
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2.6 Tenzor majhnih deformacij

(S in tI, e in t][ ter enm in t]]I

elzg(EQ—i—eg) t[ :g(62—83>
e = g (83 + e1) t]l = g (eg — 81) (2'126)
em:g(el—keg) tng(el—eg).

Smerem eg, ey, eq pripadajo deformacijski vektorji €1, ey in ey

€1 = g (€2 + €3)
er = g (es+eq1) (2.127)
Em = g(el—i—sg).

Specificne spremembe dolzin v teh smereh 11, e in e @ dolo¢imo po
zgledu enacb (1.243)

1

€[] = €1-€r = B (€22 + €33)
1

€T = €r-€ex = 3 (€33 +¢€11) (2.128)
1

EMm = €W - €m = 5(5114-622)-

Kon¢no zapisimo Se vrednosti glavnih kotnih sprememb

1

e = €r-tp = 3 (€92 — €33)
1

em = €n-tp = 3 (€33 —€11) (2.129)
1

emt = €m - tm = 3 (€11 — €22) .
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2.6 Tenzor majhnih deformacij

V literaturi je oznacevanje kotnih sprememb in pripadajoc¢ih normalnih
deformacij zelo pisano. Pogosto so spremembe pravih kotov oznacene s
simbolom -y

25my = VYay 2t =M
28y = Vyz 2em: = Vi (2.130)
2€zx = Y2z 25]]115 =7m,

normalne deformacije pa s simbolom ¢, ki mu pripiSemo en sam indeks

Exx = € EII =€1
Eyy = Ey EIT = €1 (2.131)
€rz = €&z EMm = €1 -

Da ne bi bilo dvoma, poudarimo, da je, na primer, ey; sprememba
pravega kota med materialnima vlaknoma, ki sta bili v nedeformiranem
stanju telesa vzporedni z enotskima vektorjema ey in ty.

Specificna sprememba prostornine

V okolici opazovane tocke T' izberimo elementarni del telesa, ki ima v
nedeformiranem stanju obliko pravokotnega kvadra z infinitezimalnimi
stranicami da, db in dc, vzporednimi z glavnimi smermi eq, es, e ten-
zorja majhnih deformacij (slika 2.8). V nedeformiranem stanju B ima
ta elementarni kvader prostornino dV'

dV = da dbdc. (2.132)

Med deformiranjem telesa se dolzine stranic opazovanega elementarnega
kvadra spremenijo v da’, db’, d¢’. Ker so stranice vzporedne glavnim
vektorjem deformacijskega tenzorja, se pravi koti med njimi ne spre-
menijo, zato je prostornina dV’ v deformiranem stanju B’ spet dolocena
s produktom deformiranih dolzin stranic

dV' = da'dv' dc’ . (2.133)
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2.6 Tenzor majhnih deformacij

Specificne spremembe dolzin stranic obravnavanega elementarnega
kvadra so pri majhnih deformacijah dolo¢ene kar z glavnimi normal-
nimi deformacijami €11, €22, £33.

N 1 da

~N —

Slika 2.8

V Lagrangevem opisu je torej

da' —d

D11 = % ~ €11 — da' =da (1 + 611)
db’ — db

D22 = T = £99 — db/ =db (1 —+ 622) (2134)
dc —d

D33 = % ~ £33 — dc = dC(l + 633) .

V duhu Lagrangevega opisa definiramo specificno spremembo prostor-
nine Dy, v opazovani tocki telesa z izrazom

dv' —dav v’
v v

ODb upostevanju enacb (2.132) do (2.134) preide gornja enacba v nasled-
njo obliko

Dy =

~1. (2.135)

Dy =¢e11 4+ €22+ 33+ 116220+ 22633 + 3311 + €11 22 €33 . (2.136)
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2.6 Tenzor majhnih deformacij

Ker gre za majhne deformacije, lahko zanemarimo kvadratne in kubic¢ni
¢len v primerjavi z linearnim delom in dobimo

DV €11 +E22 + €33 = Ils . (2137)

Kakor vidimo, lahko v primeru majhnih deformacij specificno spre-
membo prostornine v opazovani tocki telesa opiSemo kar s prvo in-
varianto tenzorja majhnih deformacij. Enako pravilo velja tudi v ka-
terikoli drugi koordinatni bazi, na primer e, e,, e, ali e¢, e,, e, saj
je invarianta I neodvisna od izbire koordinat

Dy =éepp +eyy + €22 = €¢e + €qn + ¢ - (2.138)

V literaturi je specificna sprememba prostornine pogosto oznacena tudi
7 ey
DV =Ecy = Ils . (2139)

Hidrostati¢ni in deviatoricni del tenzorja majhnih deformacij

Podobno kakor smo to naredili pri tenzorju napetosti, tudi tenzor majh-

nih deformacij razcepimo na hidrostatic¢ni ali sferi¢ni del 55- in devia-

D

toricni ali distorzijski del e;5, ki ga oznacimo z d;;

5ij = 55 + 65 = 65 + dij . (2140)
V prejsnjem razdelku smo ugotovili, da je v primeru majhnih deformacij
prva invarianta deformacijskega tenzorja I7 enaka specificni spremembi
prostornine €y v obravnavani tocki telesa. Po analogiji z napetostmi
izrazimo hidrostati¢ni del deformacij s sferi¢no ali volumetri¢no defor-

macijo e
1 . 1
e = sli=zev. (2.141)
Hidrostatic¢ni del je tako
g 1
€5 = 3 evdij (2.142)
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2.6 Tenzor majhnih deformacij

oziroma v matriéni obliki

e 0 0 ] 1 0 0
[ef]=10 €7 0 |=zev |0 1 0 (2.143)
0 0 &f 0 0 1

Preostali del tenzorja majhnih deformacij je definiran kot deviatori¢ni
oziroma distorzijski del deformacijskega stanja, tako da je

dj=cll=ey—cff =  dy=ciy—dyen.  (2.144)

V kartezijskih koordinatah x,y, z tako dobimo

Exx —EH Exy Exz
[dijl= | ey ep—em ey |- (2.145)
Ezx Ezy €yy —EH

Razcep (2.140) lahko sedaj zapisemo takole
H 1
gij = € bij +dij = g ev oy +dij . (2.146)

V glavnih koordinatah deformacijskega stanja ima tudi distorzijski del
deformacijskega tenzorja diagonalno obliko

d11 0 0 €11 — €H 0 0
[dU] = 0 d22 0 = 0 €99 — E€H 0
0 0 d33 0 0 €33 — €H

(2.147)

Analogno kot v razdelku 1.11 lahko tudi ugotovimo, da se glavne smeri
distorzijskega dela deformacijskega stanja ujemajo z glavnimi smermi
celotnega tenzorja majhnih deformacij.

Za naSe nadaljnje delo je pomembna druga invarianta distorzijskega
dela deformacijskega tenzorja I§. Ob upoStevanju ugotovitev iz
razdelka 1.11 jo lahko izrazimo z enacbo

1
I$ =15 - 3 (I5)? (2.148)
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2.7 Tenzor zasukov

ali z glavnimi normalnimi deformacijami

1
I = 6 [(511 - 622)2 + (622 — 633)2 + (e33 — 511)2] (2.149)

ali pa z glavnimi distorzijskimi deformacijami

1
¢ = = (dfy +d3h + d3s) - (2.150)

2.7 Tenzor zasukov

ODb upostevanju zvez (2.88) lahko tenzor zasukov v kartezijskem koor-
dinatnem sistemu zapiSemo na dva nacina

0 Wry Wrz 0 Wy —Wy
Wil = |wye 0 wye | =] —w: 0wy |- (2.151)
Wzr Wy 0 Wy —Wg 0

Tenzor zasukov je antisimetricen, zato so njegove diagonalne kompo-
nente enake ni¢. Podobno kakor pri tenzorju majhnih deformacij sesta-
vimo koordinatne vektorje zasukov

Wy = Way €y + Wy €,
Wy = Wyz €5 + Wy, €, (2.152)
W, = Wz €y + Wzy €y

oziroma

wi =) wije; (4,5 =,y,2). (2.153)
J

Glede na enacbo (2.151) pa lahko koordinatne vektorje zasukov zapise-
mo tudi takole

Wy = Wy€y —wye,
Wy =—Ww, ey +wye, (2.154)
W, = Wyey; —wgye,.
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2.7 Tenzor zasukov

V enacbi (2.89) smo za polovi¢ni rotor pomikov vpeljali oznako w

1 .
érotu:w:wmem%—wyey%-wzezZzwiei (i=z,9,2).

Z (2.155)
V primeru, da gre za majhne deformacije, lahko tudi vektorju w najde-
mo geometrijski pomen. Tedaj namre¢ vektor w predstavlja rezultira-
joci zasuk elementarnega dela telesa v bliznji okolici opazovanega delca.
Zveze med rezultirajocim vektorjem zasuka w in koordinatnimi vektorji
W, Wy, w, izpeljemo iz vektorskih produktov vektorja w z baznimi
vektorji e;, ey, e,. Ker je na primer

e, e, e,
WXey=|Wy, Wy W,|l=w,e; —wye,=wy (2.156)
1 0 0

in podobno za smeri e, in e, dobimo
Wy =w X e,
Wy =w X € (2.157)
w, =wXxe,

ali splosno
w; =w X € (i==x,y,2). (2.158)

Enacbo (2.93), s katero smo povezali parcialne odvode pomikov s
komponentami tenzorjev majhnih deformacij in zasukov, lahko sedaj
zapiSemo v vektorski obliki. Zvezo

Guj
6.772'

=¢eij twij  (L,J=1,9,%) (2.159)
pomnozimo z baznimi vektorji e; (j = z,y, ) in seStejemo po j

ou; .
8—;- e = Z&:ij e; + Zwij e; (i,j =x,y,2). (2.160)
! j j
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2.8 Dolocanje zasukov in pomikov

Ker so e; konstantni vektorji, dobimo ob upostevanju enacb (2.10),
(2.114) in (2.153) naslednjo zvezo

ou
8.’1,‘1'

=g, tw; (i==x9,2). (2.161)

Zaradi enacbe (2.158) pa lahko pisemo

ou
6.772'

=€, +wXxe; (i==x,y,%2). (2.162)

Tako smo parcialne odvode vektorskega polja pomikov izrazili s koor-
dinatnimi vektorji deformacij in zasukov.

Na koncu poskusimo Se koordinatnim vektorjem rotacij poiskati fizikalni
pomen. Primerjava enacb (2.22) in (2.161)

ou .
e; =e; + 8—.'1,‘ =e;, +& tw; (z:x,y,z) (2163)
i

pove, da vektor w; predstavlja tisti del spremembe telesnega baznega
vektorja e;, ki je posledica zavrtitve materialnega vlakna v smeri x;
okrog obravnavanega materialnega delca. Ce bi se namre¢ elementarni
del telesa v bliznji okolici delca obnasal kot togo telo, kar pomeni, da v
tej okolici ne bi prislo do sprememb dolzin in pravih kotov (g; = 0), bi
vektor w; predstavljal celotno spremembo telesnega baznega vektorja
e; med deformiranjem telesa.

2.8 Dolocanje zasukov in pomikov

V prakti¢énih primerih mehanske analize se lahko v odvisnosti od
izbrane poti za reSevanje mehanskih enacb znajdemo v razli¢nih situaci-
jah. Ce v dolo¢eni fazi racunskega postopka poznamo pomike u; (z,y,2),
je dolocitev komponent tenzorja majhnih deformacij €;; in rotacij w;;
trivialna: pomike odvajamo in njihove prve odvode vstavimo v kine-
mati¢ne enacbe (2.96) in (2.97). V nadaljevanju pa si oglejmo bolj
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2.8 Dolocanje zasukov in pomikov

zahteven primer, da je deformacijsko stanje telesa podano s kompo-
nentami €;;(x,y, z) tenzorja majhnih deformacij v kartezijskih koordi-
natah x,y,z. To pomeni, da poznamo Sest enolicnih, dvakrat zvezno
odvedljivih funkcij

€ij = 5ij($7yv Z) (Zvj = x?%'z)

in zelimo doloc¢iti zasuke in pomike, ki pripadajo temu deformacijskemu
stanju. Nacin podpiranja telesa oziroma njegovo povezavo s sosednjimi
telesi lahko brez izgube na splosnosti opiSemo z vektorjema pomika ug
in zasuka wq referencne tocke Ty (o, Yo, 20). Nacelno lahko referen¢no
tocko Ty poljubno izberemo. Ce gre za samostojno telo, vzamemo za
tocko Ty navadno katero od podpor, ¢e je obravnavano telo element
sestavljene konstrukcije, pa je ugodno za tocko Ty izbrati katerega od
stikov s sosednjimi deli konstrukcije.

Ob predpostavki, da poznamo zasuk wq referen¢ne tocke Ty in da je
zasuk w enoli¢na vektorska funkcija, dolo¢imo zasuk w poljubne tocke
telesa T'(x, y, z) z integriranjem popolnega diferenciala zasuka dw vzdolz
poljubne neprekinjene poti od tocke Ty do tocke T (slika 2.9)

T T
/ dw = w — wy — w(T):wo—i—/ dw . (2.164)
To TO
V kartezijskih koordinatah je
ow ow ow ow
dw = —d —dy + —dz = —dx; . 2.165
v Oox T y v+ 82 — Jx; v ( )

Parcialne odvode, ki nastopajo v gornji enacbi, povezemo z deformaci-
jami z enacbo (2.89). Ker je

1 1
w =g rotu = §V X u (2.166)

in ker je V “konstanten vektor”, lahko ob upostevanju enacbe (2.162)
pisemo
ow 1 ou

1 1
=_ == P 2.1
9z, ZVXé?a:i 2V><s+2V><(w><e) (2.167)
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2.8 Dolocanje zasukov in pomikov

Dvojni vektorski produkt, ki nastopa v drugem c¢lenu na desni strani

enacbe (2.167), je primer, kjer se operator nabla ne obnaga kakor

navaden kartezijski vektor’. Zato je
\ 1
VXx(wxe)=Vx(wxe)+Vx(wxe;).
Upostevajoc¢ znano formulo za dvojni vektorski produkt
ax(bxc)=Db(a-c)—c(a-b)

dobimo

VXx(wxe)=w(e -V)—e(V-w)+w(V-e)—elw-V).

Ker je
ow
w(e; V)= (e - Vw= oz,
1
V- e, = 0
ei(w-V)=(w-V)e;, =0,
dobimo 5
w
Vx(wxei)_axi
in iz enacbe (2.167) sledi
Oow
8:1,‘i =V X Eg;.

Popolni diferencial zasuka je sedaj

7

dw:Z(Vxei)dxi:VxZe‘idxi (i=uz,y,2).

(2.168)

(2.169)

(2.170)

(2.171)

(2.172)

(2.173)

(2.174)

t Glej na primer: Bronstejn, Semendjajev, Matematiéni priroénik (1967), str. 634 ali

D. M. Ivanovié, Vektorska analiza, Nauc¢na knjiga, Beograd (1963).
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2.8 Dolocanje zasukov in pomikov

Prirastek krajevnega vektorja dr, ki ustreza premiku za ds vzdolz
poljubne integracijske krivulje ¥ med referenc¢no tocko Ty in poljubno
tocko telesa T (slika 2.9), povezemo z ustreznimi prirastki kartezijskih
koordinat z enacbo

dr = dseg = dei e; (i=uz,y,2), (2.175)

kjer je es enotski tangentni vektor na integracijsko krivuljo € v opazo-
vani tocki

e, = Z €si € (i=uz,y,2). (2.176)

Slika 2.9

Iz primerjave enacb (2.175) in (2.176) sledi

dxi = dS €si
ds = due (i =2,9,2). (2.177)

Prvo od zvez (2.177) vstavimo v enacbo (2.174)
dw =V x (Z eiesz) ds (i=uz,y,2). (2.178)
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2.8 Dolocanje zasukov in pomikov

Primerjava z enac¢bo (2.115) pove, da izraz v oklepaju predstavlja vred-
nost tenzorja majhnih deformacij v smeri e, (slika 2.9)

€s = Z € €si (i=uz,y,2), (2.179)

zato lahko popolni diferencial zasuka dw izrazimo v brezkoordinatni
obliki z enac¢bo
dw = (V x g5)ds. (2.180)

Enacba (2.164) je sedaj

w(T) =wo+ /TTZ(V X g;)dxr; = wo + /T(V X eg)ds. (2.181)

i To

Kakor vidimo, je zasuk w poljubne tocke T' sestavljen iz konstantnega
zasuka wq referenc¢ne tocke Tj, kakrsnega bi dobili, ¢e bi imeli opravka
s togim telesom, in dodatnega clena, ki je posledica deformabilnosti
telesa. Ce za tisti del zasuka, ki je posledica lastnih deformacij telesa,
uvedemo oznako w,
T T
wo(T) :/ SOV x &) da, :/ (V x e4)ds, (2.182)
To To

lahko enacbo (2.181) zapisemo kakor sledi
w(T) = wo + we . (2.183)

Podobno kakor zasuk dolo¢imo tudi vektor pomika u poljubne tocke T
z integriranjem popolnega diferenciala pomikov od referencne tocke Tj

do tocke T
T

u(T) =g +/ du, (2.184)
To
kjer je



2.8 Dolocanje zasukov in pomikov

Upostevajo¢ enacbo (2.161) lahko popolni diferencial pomika izrazimo

z deformacijami in zasuki in ena¢ba (2.184) preide v naslednjo obliko

T T
u(T) = ug +/ Z(Ei +w;) dx; = ug +/ Z(Ei +w x e;)dz;.
TO To

7 7

(2.186)

Integral vektorskega produkta preoblikujemo z integriranjem po delih

in ob upostevanju zveze (2.175) dobimo

T T T
/ E wxeidaf:i:/ wxg eida:i:/ w X dr
Ty y

i TO TO
T T
:[wxr} — dw X r
To Ty
T
:wxr—woxro—l—/ r X dw.
To

Zaradi enacb (2.183) in (2.180) je dalje

T
i To

Enacba (2.186) se s tem glasi

T

u=ug+wyx (r—rg)+w. xr—l—/ [ss—I—rx (Vxes)] ds.
To

7 oznakama

u; = ug+wp X (r —rp)

T
ugzwsxr—k/ [es +1 x (V xeg)|ds
To

zapiSemo enacbo (2.189) na kratko

u=1u; + Ug.

T
/waeidxi:(wo—I—ws)xr—woxro—f—/ rx(Vxes)ds.
To

(2.187)

(2.188)

(2.189)

(2.190)

(2.191)
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2.8 Dolocanje zasukov in pomikov

V delezu u; smo namre¢ prepoznali poenostavljeno Rodriguesovo for-
mulo (1.346) za pomike togega telesa, del u. pa predstavlja vpliv de-
formabilnosti telesa na pomik u poljubne tocke T

dw=Vxe&.ds
du=(e+wxe,)ds

Tz(x» Y, Zo)

Slika 2.10

Ce poznamo deformacije €, lahko torej z enac¢bama (2.181) in (2.189)
dolo¢imo pomike in zasuke poljubne tocke T v odvisnosti od pomikov in
zasukov referencne tocke Typ. Enacbi smo izpeljali ob predpostavki, da
so zasuki in pomiki enoli¢ne funkcije koordinat. To pomeni, da integrali,
ki nastopajo v obeh ena¢bah, niso odvisni od izbire integracijske poti.T

Prakticno delo pri dolocanju zasukov in pomikov v kartezijskem koordi-
natnem sistemu si ob¢utno olajSamo, ce izberemo integracijsko pot od

t Pogoje, ki jih morajo izpolnjevati komponente tenzorja majhnih deformacij, da bi

bila zagotovljena enoli¢nost pomikov in zasukov, bomo izpeljali v razdelku 2.9.

210



2.8 Dolocanje zasukov in pomikov

referencne tocke Ty do poljubne tocke T' na poseben nacin. Sestavimo
jo iz treh ravnih odsekov, ki so vsak zase vzporedni s katero od koordi-
natnih smeri (slika 2.10). Na prvem odseku med to¢kama Ty (xo, Yo, 20)
in T1(x, yo, 20), ki je vzporeden z osjo z, je dy = dz = 0 ter y = yp in
z = zp. Za odsek med tockama T in Ty (x,y, 20), ki je vzporeden z osjo
y, velja dr = dz = 0 in z = 2y, za odsek med tockama Ty in T'(z,y, z)
pa dxr = dy = 0. 7Z uposStevanjem opisane izbire integracijske poti v
enacbah (2.181) in (2.186) dobimo

T

w(x,y,z) = w(wo, Y0, 20)+ | V x€x(& Yo, 20)dE +
v
V x 4(§,1m, 20)dn +

Yo
/ Vxe(enOd (2192)

T

u(z,y,z) = u(zo, Yo, Z0)+/ [€2(&, yo, 20) + wa (€, o, 20) | dE +

Zo

Yy
/ [y (6,1, 20) + wy (€, 1, 20)]di +
Y

0

/Z[Ez(éan,@“)+wz(§,n,C)]dc. (2.193)

20

V obeh gornjih enacbah nastopajo integrali s spremenljivimi zgornjimi
mejami, saj koordinate x, y, z doloc¢ajo izbrano poljubno tocko telesa,
v kateri zelimo izracunati pomike in zasuke. Zato smo morali za izvred-
notenje integralov, ki nastopajo v omenjenih enacbah, izbrati nove in-
tegracijske spremenljivke £ € [xg, x|, € [yo,y], € [20, 2].

Integracijsko pot med tockama Ty in 7' bi seveda lahko izbrali tudi
drugace, vsekakor pa jo je smiselno sestaviti iz treh ravnih odsekov, v
kakrsnemkoli zaporedju vzporednih s koordinatnimi osmi.
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2.9 Kompatibilnostni pogoji

Stokesov integralni izrek

Stokesov' integralni izrek je eden od osnovnih izrekov matema-
ticne analize. Z njim povezemo krivuljski integral poljubne, vsaj en-
krat zvezno odvedljive vektorske funkcije P po sklenjeni krivulji € s
ploskovnim integralom rotorja te funkcije po orientirani ploskvi %,
napeti nad krivuljo ¢ (slika 2.11)

fP-esds:/ rotP~endS:/ (VxP) e,dS. (2.194)
€ S 7

Pri tem je smer integriranja vzdolz krivulje dolocena z zahtevo, da je
integracijsko podrocje .¥ ves ¢as na “levi” strani krivulje % .

rotP-e,dS

Slika 2.11

Ker je e; ds = dr, v kartezijskih koordinatah dobimo

0P 0P,
Px P, Pz - e nx
f, (e gt = [ (5 52) e

(8Pm 0P, )
- = eny +

0z Ox
oP, 0P,

t George Gabriel Stokes, irski matematik, 1819-1903.
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V razdelku o kompatibilnostnih pogojih uporabljamo Stokesov inte-
gralni izrek v posploseni obliki

oP oP
Px P Pz - = — K nx
j{g( dz + Pydy + P.dz) /y {( 99 5 ) ens +

P, _ @ +
0z ox Cny

oP, 0P,
Ty ne| dS. (21
(2P 0P, T, oaa

Pri tem so P, P, P, vsaj enkrat zvezno odvedljive vektorske funkcije,

definirane vzdolz krivulje € in na ploskvi ..

Pogoji za enoli¢nost zasukov in pomikov

V razdelku 2.4 smo izpeljali kinemati¢ne enacbe trdnega telesa (2.96),
ki v primeru majhnih deformacij povezujejo Sest linearno neodvisnih
komponent ¢;; simetri¢nega tenzorja majhnih deformacij (2) s tremi
neodvisnimi komponentami u; vektorskega polja pomikov u

_ Ouy
Ouy
Eyy = By
- ou,
1 (Ouy, Oug (2.197)
5xy:€yx:§($+ ay)
1 (Ou, Ouy
Eyz:€zy:§<ay +E)
B 1 (Ouy  Ou,
’5”_5“_5(32 i 890) ’

Ce poznamo komponente pomika u; kot zvezne in odvedljive funkcije
koordinat z,y, z, lahko z ena¢bami (2.197) brez tezav dolo¢imo de-
formacije €;;. V primeru, da poznamo deformacije ¢;; in iSc¢emo
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pomike u;, pa se naloga zaplete’. Ena¢be (2.197) predstavljajo namrec
predolocen sistem enacb, saj imamo za dolocitev treh pomikov na razpo-
lago Sest enacb. Sistem je enoli¢no resljiv le v primeru, da so funkcije
€;; povezane z dodatnimi enacbami — vezmi. Ker nas zanimajo le
enoli¢ne resitve, vzamemo kot vezi kar pogoje za enoli¢no integrabilnost
pomikov. V mehaniki te pogoje imenujemo kompatibilnostni pogoji.
Matematicno jih izrazimo z zahtevo, da mora biti integral popolnega
diferenciala du vektorskega polja pomikov po poljubni sklenjeni krivulji
% znotraj telesa enak nic

]{ du = 0. (2.198)
€

7, drugimi besedami lahko kompatibilnostne pogoje opredelimo kot
pogoje, ki jih morajo izpolnjevati komponente tenzorja deformacij, da
bi bil integral na desni strani enacbe (2.184) neodvisen od izbire inte-
gracijske poti od referencne tocke Ty do tocke T', kakor smo to pred-
postavili v razdelku 2.8. V tem smislu lahko pogoj (2.198) izpeljemo z
naslednjim razmislekom. Vzemimo, da poznamo popolni diferencial du
funkcije u in njeno vrednost ug v referencni tocki Ty. Pomik u poljubne
tocke T' je tedaj

u=ug +/ du, (2.199)
61

pri cemer smo za integracijsko pot od tocke Ty do tocke T izbrali krivuljo
¢, (slika 2.12). Funkcija u je enolitna, ¢e dobimo enak rezultat pri
katerikoli drugi integracijski poti, na primer vzdolz krivulje %5

u=ug —I—/ du. (2.200)
€2

S primerjavo enacb (2.199) in (2.200) dobimo

/du:/ du oziroma /du /du— . (2.201)
<€1 %2 %1 %2

t Ali bomo pri mehanski analizi trdnega telesa prisli v prvo ali v drugo od omenjenih

situacij, je odvisno od tega, kaksno metodo izberemo za resevanje sistema osnovnih enacb,

ki vladajo nad mehanskim stanjem telesa. O tem bomo podrobneje govorili v 4. poglavju.
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2.9 Kompatibilnostni pogoji

Ce s %, oznacimo integracijsko pot, ki sicer poteka po isti krivulji kot
%5, le v nasprotni smeri, velja

/ du:—/ du. (2.202)
<€2 ?2

Enac¢bo (2.201) lahko tedaj zapisemo tudi takole

/ du—I—/ du:jg du =0, (2.203)
©1 2 €

kakor smo pogoj enoli¢nosti pomika u vpeljali z enac¢bo (2.198).

CLUGCH =€

Slika 2.12

Kakor je razvidno iz enacbe (2.186), nastopa v izrazu za doloCanje
pomikov tudi vektor zasuka w. Potreben pogoj za enolicnost pomikov
je torej tudi enolicnost zasuka w

fhdwzzo. (2.204)
€

Upostevajo¢ enacbo (2.181) lahko pogoj za enoli¢nost zasukov (2.204)
zapisemo v kartezijskem koordinatnem sistemu takole

j{dwzf [(V xe;)dz+(Vxey)dy+ (Vxe,)dz] =0.
€ €
(2.205)

Integral po sklenjeni krivulji 4 prevedemo v skladu s Stokesovim
izrekom v integral po ploskvi ., ki je napeta nad krivuljo € (slika
2.11) in dobimo
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2.9 Kompatibilnostni pogoji

{% (V x &) — % (V % ez)] ey +
[6%; (V xey)— (,% (V x ex)} em} dS = 0. (2.206)

Izrazi v oglatih oklepajih predstavljajo vrednosti nekega tenzorja 2.
reda v smereh e;, e,, e,. Ta tenzor imenujemo tenzor kompatibilnosti
K(2). Njegove vrednosti v koordinatnih smereh so torej koordinatni
vektorji kompatibilnosti, za katere uvedemo oznake K., K,, K,

0 0
Kx a—y(VXEZ)—a(VXEy)
K—Q(Vxe)—g(Vxe) (2.207)
Y 0z Oz ? '
0 0
KZ—%(Vxey) 8—y(V><ex)
Enacba (2.206) se s tem glasi
/ (Kyens + Kyeny + Kiep.) dS =0. (2.208)
S

Primerjava z enac¢bo (1.142) pove, da pomeni izraz pod integralom vred-
nost tenzorja K(2) v smeri e,

Keoens + Kyeny + Koen, =K, (2.209)
in enacba (2.204) dobi kon¢no obliko

7{ dw=0  — / K, dS =0. (2.210)
€ 4

Oglejmo si 8e pogoj za enoli¢nost pomika u. Iz enacbe (2.189) sledi,
da lahko kompatibilnostni pogoj (2.198) zapisemo takole

}[ [es +1 % (Vxes)]ds=0. (2.211)
€
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2.9 Kompatibilnostni pogoji

V kartezijskih koordinatah je

7{ {[ez + 1 x (V x &,)] dz +
%

[ey + 1 x (V xeg,)]dy+
[e. +rx (Vxe,)|dz} =0. (2.212)

Na levi strani gornje enacbe uporabimo Stokesov izrek in po nekoliko
daljsi izpeljavi, v kateri je treba upostevati tudi enac¢be (2.17) in oznake
(2.207), dobimo

/ r % (Kyens + Kyeny + Koens) dS = 0. (2.213)
54

Upostevajo¢ enacbo (2.209) lahko sedaj tudi kompatibilnostni pogoj
(2.198) zapiSemo v zgosceni obliki

7{ du=0 — / r x K, dS =0. (2.214)
€ S

Opazimo lahko podobnost kompatibilnostnih pogojev (2.210) in (2.214)
z enacbama (1.100) in (1.101). Kompatibilnostna pogoja lahko torej
razumemo kot neke vrste “ravnotezna pogoja”, ki zahtevata, da morata
biti rezultanta in rezultirajoc¢i moment “napetosti kompatibilnosti” K,
na ploskvi .¥ enaki ni¢. Podobno kakor pri napetostih veljata tudi
naslednji “enacbi ravnotezja za napetosti kompatibilnosti”, ki se uje-
mata z ravnoteznima enacbama (1.122) in (1.129) v primeru, da ni
prostorninske obtezbe!

0K, N K, n 0K,
ox y 0z

-0, (2.215)

e; xK,+e, xK,+e, xK, =0. (2.216)

t O tem se lahko prepricamo z vstavljanjem zvez (2.207) v enacbi (2.215) in (2.216).
Dokaz enacbe (2.215) je ¢isto preprost, za dokaz enacbe (2.216) pa moramo upoStevati

identiteto (2.169) in simetrijo tenzorja majhnih deformacij.
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2.9 Kompatibilnostni pogoji

Od tod lahko sklepamo, da je tenzor kompatibilnosti K(2) v matematic-
nem pogledu povsem enakovreden tenzorju napetosti o (2) ali tenzorju
majhnih deformacij €(2). Gre torej za simetricen tenzor 2. reda s kom-
ponentami Kj;

Kmac Kmy Kacz
Kij] = | Kyo Kyy K. | - (2.217)
sz sz Kzz

Zaradi simetrije, ki izhaja iz enacbe (2.216), je tenzor kompatibilnosti
dolocen s Sestimi linearno neodvisnimi komponentami, med katerimi pa
v skladu z ena¢bami (1.132) obstaja diferencialna odvisnost

0K ;;

(b)

Slika 2.13

Vrnimo se h kompatibilnostnemu pogoju (2.210). Vzemimo, da pred-
stavlja obravnavano telo enkrat sovisno obmocje ¥ v trorazseznem
prostoru. To pomeni, da lahko vsako sklenjeno krivuljo & znotraj
obmocja 7 skréimo v eno samo tocko, ne da bi pri tem zapustili obmocje
¥ (slika 2.13-a). V tem primeru lahko tudi poljubno sklenjeno integra-
cijsko krivuljo v kompatibilnostnem pogoju (2.210) skré¢imo na tocko
znotraj obmocja telesa 7. S tem se tudi integracijska ploskev .# skrci
v eno samo toc¢ko in pogoj (2.210) je izpolnjen, ¢e je integrand enak ni¢
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2.9 Kompatibilnostni pogoji

K, =0 (2.219)

povsod na obmoéju ¥ in na njegovi mejni ploskvi . . Jasno je, da
je v tem primeru izpolnjen tudi pogoj za enoli¢nost pomikov (2.214).
Pri enkrat sovisnih telesih je torej pogoj (2.219) potreben in zadosten
pogoj za enolicnost zasukov w in pomikov u.

Obmocja z notranjimi odprtinami, v katerih lahko najdemo m druzin
sklenjenih krivulj, ki jih ne moremo na opisani nacin skrciti v tocko,
temveC kvecjemu na eno od kontur notranje odprtine, imenujemo
(m + 1)—krat sovisna obmocja (slika 2.13-b). Obmocje z eno notranjo
odprtino je torej dvakrat sovisno, obmocje z dvema notranjima odprti-
nama trikrat sovisno in tako naprej. Pri veckrat sovisnih telesih je pogoj
(2.219) sicer potreben, ne pa tudi zadosten pogoj za enoli¢nost zasukov
in pomikov. Za vsako sklenjeno krivuljo, ki je znotraj obmoc¢ja ¥  ni
mogoce skréciti bolj kakor na konturo %,,; notranje odprtine, moramo
namre¢ enolicnost zasukov in pomikov zagotoviti posebej

f do=0 — K,dS =0, (2.220)
%ni <Eﬁni

7{ du=0 — / rx K, dS =0. (2.221)
%ni <Eﬁni

Enacba (2.219), ki pri enkrat sovisnih obmocjih predstavlja potreben in
zadosten pogoj za enoli¢no integrabilnost kinemati¢nih enacb (2.96), je
izpolnjena le tedaj, ¢e so vsi trije koordinatni vektorji kompatibilnosti

enaki nic
K, =0
K,=0 (2.222)
K,=0.

Od tod pa spet sledi, da morajo biti vse komponente tenzorja kompa-
tibilnosti enake nic¢

t Izbira krivulje % in s tem tudi obmocja 5 je poljubna, zato predstavlja enacba
(2.219) edino resitev enacbe (2.220).
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2.9 Kompatibilnostni pogoji

Kye Ky Kyp|=10 00 (2.223)
sz sz Kzz 0 0 O

Z zapisom enacbh (2.222) v kartezijski bazi e,, e, e, izrazimo kompati-
bilnostne pogoje v skalarni obliki. Vektorske produkte, ki nastopajo v
izrazih (2.207), izra¢unamo z ustreznimi determinantami. Upostevamo
Se, da je tenzor majhnih deformacij simetricen in da zaradi zveznosti in
odvedljivosti deformacij €;; vrstni red odvajanja v meSanih parcialnih
odvodih ni pomemben. Po nekoliko daljsi izpeljavi in ureditvi tako
dobimo

6261/9 a2€zz 82€yz
foe = o2 y? 2 Oyoz =0
a2€zz 82em 825,2;1:
625 625 625
K,, = rT ¥y _ 9 vy _
o7 * a2 Cowoy |
K, =K,,= 2 Oy 4 0.y B 04y B %, 0 (2.224)
zy T Syz T g ox dy 9 axay —
9 (0e Oe e 92¢
K P = KZ —_ zZT Ty . yz B . _
9 Oe Oe Oe 825
Kzac = sz _- Yy yz 27 B vy _ .
9y ( Oz Ox Jy ) 020z 0

Kompatibilnostne enacbe je mogoce zapisati tudi s komponentami tako
imenovanega Riemannovega' tenzorja éetrtega reda R(4). Kompo-
nente tega tenzorja v kartezijskem koordinatnem sistemu oznacimo z
Rijki (4,7,k,l = z,y,2) in dobimo

82€jk 828“ 82€jl 8251'13
+ — — :
8@09@1 8x38xk 8:1:13@ 8xj8xl

Riju = (2.225)

t Georg Friedrich Bernhard Riemann, nemski matematik, 1826—1866.
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2.10 Ravninsko deformacijsko stanje

Riemannov tenzor R(4) ima v trorazseznem prostoru 3* = 81 kompo-
nent. Zaradi simetrije tenzorja majhnih deformacij in ker v mesanih
odvodih deformacij vrstni red odvajanja ni pomemben, lahko ugo-
tovimo, da je od enainosemdesetih komponent tenzorja R(4) le de-
vet razliénih od ni¢, med njimi pa le Sest medsebojno neodvisnih?.
Ce namesto splosnih indeksov 14, j, k, | vstavimo ustrezne kombinacije
posebnih indeksov x, vy, z, lahko hitro ugotovimo, da veljajo med kom-
ponentami tenzorja kompatibilnosti K(2) in tenzorja R(4) naslednje

enakosti
Rmymy = _Kzz
Ryzyz = _Kma:
szz:c = _K
w (2.226)
Rmyzx = Rmzy:c = _Kyz = _sz

=

yzoy = Ryzzy = —Kop = — Ky
Rovyr = Royzz = —Kay = —Kya .
Vse ostale komponente tenzorja R(4) so enake nic.
Pogoje za enolicnost pomikov in rotacij lahko torej enakovredno izrazi-

mo z zahtevo, da morajo biti vse komponente Riemannovega tenzorja
v deformiranem stanju telesa enake nic

Rijr =0 (4,4, k,l=z,y,2). (2.227)

2.10 Ravninsko deformacijsko stanje (RDS)

Pri analizi napetosti smo v razdelku 1.13 vpeljali pojem ravninske-
ga napetostnega stanja, pri katerem vsi mozni vektorji napetosti lezijo
v isti ravnini. Podobno lahko primer, pri katerem vsi deformacijski
vektorji lezijo v isti ravnini, opredelimo kot ravninsko deformacijsko

stanje (RDS).

t Zahtevnejsi bralec lahko ve¢ o tem izve iz knjige Saje, Srpci¢, Osnove nelinearne

mehanike trdnih teles (1993).
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2.10 Ravninsko deformacijsko stanje

Kot primer vzemimo, da je deformacijsko stanje v okolici opazovanega
materialnega delca opisano z vektorskim poljem pomikov u s kompo-

nentami
Uy = Uy (LL‘, y)
Uy = Uy (z,y) (2.228)
Uy = Ca

kjer je C konstanta (navadno kar C' = 0). Z upostevanjem navedenih
pomikov v kinemati¢nih enacbah (2.197) dobimo

L
—CT
Wy (2.229)

— —1 %_}_8%‘
foy = e =5 o oy

Exz = Eyz = €22 =0.
V tem primeru ima matrika majhnih deformacij naslednjo obliko

€xz Exy O - .
eij] = | €va Eyy O ali  [gy5] = { o my} . (2.230)
0 0 0 Eyz  Eyy

Deformacijski vektorji v koordinatnih ravninah kartezijskega koordinat-
nega sistema (x,y, z) so tedaj
Er = Egxz €z + Exy €y
Ey = Eyx €4 1 Eyy €y (2.231)
e, =0.
Gre torej za ravninsko deformacijsko stanje v ravnini (z,y). Iz enacb

(2.97) tudi sledi, da se v obravnavanem primeru RDS razvije le zasuk
Wzy = W, ostala dva zasuka pa sta nic

—, = L (O O
Woy =92 =9\ e Jy

Wy, =Wy =0

(2.232)
Wae = wy =0.

222



2.10 Ravninsko deformacijsko stanje

Poudarimo Se, da so v opisanem primeru vse deformacije in zasuk w,
le funkcije koordinat x in y

Eij = €ij($7y) (27] = l',y)

2.233
w, = w,(x,y) . ( )

Racunski model ravninskega deformacijskega stanja je umestno vpe-
ljati na primer pri mehanski analizi segmenta med dvema precnima
prerezoma dolinske pregrade, predorske cevi, opornega zidu ali podobne
konstrukcije, pri kateri sosednji segmenti preprecujejo razvoj pomikov
pravokotno na ravnino obravnavanega segmenta. V tem smislu je ra-
¢unski model RDS primeren tudi za obravnavanje nekaterih rotacijsko
simetri¢nih primerov.

Za transformacije deformacijskih koli¢in ter dolocanje velikosti in smeri
glavnih normalnih in kotnih deformacij pri ravninskem deformacij-
skem stanju veljajo enaka pravila, kakor smo jih izpeljali v primeru
ravninskega napetostnega stanja v razdelku 1.13. Normalno deforma-
cijo v smeri e¢ in poloviéno spremembo pravega kota med vektorjema
e¢ in e, izracunamo podobno, kakor smo z enacbama (1.306) in (1.307)
izracunali normalno in strizno napetost pri RNS

Eee = ¢ € =
1 1
5(5;533 +eyy) + 5(633;5 — Eyy) COS2a + €4y sin2,  (2.234)

1
E¢n = E¢ €y = —5(533;5 — Eyy) Sin 2 + €4, cos 2ax . (2.235)

Tudi smeri in velikosti glavnih normalnih in glavnih kotnih deformacij
dolocamo z obrazci, ki smo jih z ena¢bami (1.308) do (1.328) vpeljali pri
RNS v razdelku 1.13. Pri dolo¢itvi smeri glavnih normalnih napetosti
si pomagamo z enacbo (1.310)

2
tg 200 = ——W (2.236)
Exx — €yy
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2.10 Ravninsko deformacijsko stanje

in z njenimi resitvami
+ — (k=0,1,2,...). (1.228)

Glavni smeri e; in e; dolocata resitvi pri £ = 0 in k£ = 1. Ce oznacimo
a. = a¥=% dobimo

e = Cosa. e, +sinage, (2.237)

€y = —sina, e; + cosag ey .

Velikosti glavnih normalnih deformacij lahko izrac¢unamo po vzorcu
enacbe (1.314)

1 1
fl22 = 5 (Exa +Eyy) £ \/Z (€xx — €yy)? +€2,, (2.239)

oziroma bolj nedvoumno

11 = cee(af™") =

1 1 .
i(gm +eyy) + E(me — Eyy) COS 20t + €4y Sin 20,
(2.240)
£9g =cge(al™") =

1 .
i(gm +eyy) — E(me — Eyy) COS 20 — E4y Sin 201, .

Glavna kotna sprememba nastopa med vektorjema e, in t,, ki ju
dolo¢imo s prvo resitvijo enache

Exx — 5yy
tg200, = ———== 2.241
g2a, 2 (2.241)
€, = COSQye,+sina,e, (2.242)
t, = —sina, e; +cosa, ey .
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2.10 Ravninsko deformacijsko stanje

oziroma

€y = (e1+e2)

(2.243)

tfy = (e1 — eg) .

SR

Enotska vektorja e, in t., dolocata smernici dveh medsebojno pravokot-
nih materialnih vlaken v ravnini (z,y), med katerima dobimo najvec¢jo
oziroma najmanjso kotno spremembo 7 (podrobnosti so pojasnjene v
zgledu 2.2)

1 1
Y= i\/Z (gmx — €yy)2 + 5%3! = :l:§ (811 — 622) . (2244)

Jasno je, da lahko konstruiramo tudi Mohrove kroge za RDS, vendar
se bomo temu zaradi popolne analogije z RNS odpovedali.

Kompatibilnostni pogoji pri RDS

Pri ravninskem deformacijskem stanju v ravnini (z,y) imamo
opraviti s tremi kinematicnimi enacbami, iz katerih moramo dolociti
dva pomika u, in wu,

Ouy,

Exx = (7

ox

Ou,
Eyy = /= 2.245
vy 8y ( )

ou Ouy
25;,;3; = 2€ym = 8—; + ay .

Fizikalni razmislek pove, da ima sistem (2.245) enoli¢no resitev, kar
pomeni, da enacbe niso neodvisne med seboj. Njihovo medsebojno
povezavo lahko v obravnavanem primeru poiS¢emo na preprost nacin
z eliminacijo pomikov. Prvo od gornjih enacb dvakrat parcialno odva-
jamo po y, drugo dvakrat parcialno po x, tretjo pa meSano po z in
y. Nato prvi dve dobljeni enachi sestejemo, tretjo pa odstejemo. Pri
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2.10 Ravninsko deformacijsko stanje

zveznih in odvedljivih pomikih vrstni red odvajanja v mesanih odvodih
ni pomemben in sledi
Depy  O%cyy D?%epy  uy,  Ouy DPuy,  Puy

Oy? + or2 2 Oxdy - Ox0y? + dydz? 0220y  Oxdy? =0

(2.246)

Na levi strani enacbe (2.246) prepoznamo komponento K., tenzorja
kompatibilnosti in lahko pisemo

2 2 2
0o Oty _o0Cay _ . (2.247)

RDS(may) K., = ayz + 02 6x6y =

Enak rezultat dobimo tudi z neposrednim upostevanjem zvez (2.228) in
(2.229) v enacbah (2.224), pri ¢emer je preostalih pet kompatibilnostnih
pogojev identicno izpolnjenih.

Kakor vidimo, dobimo v primeru ravninskega deformacijskega stanja
en sam kompatibilnostni pogoj (2.247), ki povezuje kinemati¢ne enacbe
(2.229) tako, da je iz njih mogoce enoli¢no dolo¢iti pomika u, in u,.

Vse navedeno seveda velja tudi tedaj, ¢e vlada ravninsko deformacij-
sko stanje v kateri od preostalih dveh koordinatnih ravnin, ali v ka-
terikoli drugi splo$ni ravnini skozi obravnavani delec. Uporabimo lahko
vse prikazane enacbe, le indekse moramo ustrezno spremeniti. Pri
ravninskem deformacijskem stanju v ravnini (y, z) bi tako dobili

625yy 02%e 0%e
22— YE 2.248
022 + Oy? Oy0z ’ ( )

RDS(y, 2) : Ky =

pri ravninskem deformacijskem stanju v ravnini (z,z) pa

62 zz 62 Tx 62 zx
c for g9 fz oy, (2.249)

RDS(z,x) : Kyy = D2 + 022 " 920x
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2.11 Deformabilno telo — Zgledi

2.11 Deformabilno telo - Zgledi

Zgled 2.1

Deformiranje telesa je opisano s poljem pomikov u v telesnih koordinatah
x,y, z (dolZine so podane v cm)

u=10""[22%e, — (v +y)’e, +4e.].

a. Dolo&i spremembo razdalje med delcema 77 in 73, ki sta v nedeformi-
ranem stanju dologena s totkama 77(10, 10,0) in T»(11,11,0)!

b. V tocki T} dolo&i toéno vrednost specifi¢ne spremembe dolZine v smeri
T\ T>! Kolikéno napako naredi¥, &e to specifiéno spremembo dolZine
izrazi$

— z vrednostjo tenzorja majhnih deformacij v smeri 71715,
— s povpreéno vrednostjo specifi¢ne spremembe dolZine med tocka-
ma 17 in T57?

c. Doloti velikosti in smeri glavnih normalnih in kotnih deformacij v tocki
T !

a. Najprej dolo¢imo krajevna vektorja ry in ro tock 77 in Ty pred
deformacijo ter njuno razliko Ar

r; = 10e; + 10e,

ro = 1lle, + 1le,

Ar=ry —r| =€, + €.

Razdalja med tockama T3 in T, je pred deformacijo enaka dolzini |Ar|
relativnega krajevnega vektorja Ar

|Ar| = /12412 = /2 — |Ar| = 1.414214 cm.

Med deformiranjem telesa se delca 77 in 75 iz tock T} in Th premakneta
v novi legi T in T3, kakor je shemati¢no prikazano na sliki Z-2.1 a.
Pomika obeh tock izracunamo tako, da telesne koordinate tock T} in
T vstavimo v enacbo za pomik u(z,y, z)
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2.11 Deformabilno telo — Zgledi

T1(10,10,0) u; = 107%(200e, — 400e, + 4e,)
%
To(11,11,0) u, = 107%(242e, — 484 e, + 4e,).

Slika Z-2.1 a

Krajevna vektorja r} in r}, k tockama T} in T} ter njuna razlika Ar’ so

I‘/l =r; +u; = 10.0200 e, + 9.9600 e, + 0.0004 e,
ry, =19+ up = 11.0242 e, + 10.9516 €, + 0.0004 e,
Ar' =1y —r] =1.0042e, + 0.9916 e, .

Nova razdalja (T17%)" med tockama 7] in T3 je enaka dolzini |Ar’|

relativnega krajevnega vektorja Ar’

(T1T3) = |Ar'| = /1.00422 4 0.99162 = 1.411272 cm .
Sprememba razdalje med tockama 77 in T5 je sedaj

IAF| — |Ar| = 1.411272 — 1.414214 = —0.002942 cm .

b. Toé¢na vrednost specificne spremembe dolzine v smeri e, je dolo¢ena
z enacbo (2.61)

228



2.11 Deformabilno telo — Zgledi

Dy =/1+2E,, — 1.

Pri tem je e, enotski vektor smeri T77>. Doloc¢imo ga z normiranjem
relativnega krajevnega vektorja Ar

Ar . 1 (e, +e,)
= — e.=—(e;+ey).

|Ar| Tove
Izracunati moramo Se komponente E;; tenzorja velikih deformacij v
tocki Ty. V skladu z enac¢bami (2.51) je splosno

€r

g 0w L1(0u T 0w\ (0u
o2 ox Ox Ox
:4x~10_4+[8x2+2(:1;+y)2]~10_8
ou 1 ug \ ou, \ 2 ous\’
g% 2 @ duy 2
W= Gy T2 <5y> +(3y) +(3y)]
= 2z +y) 1074 +2(@x+y)* 1078
1 [ 0u ou 1 [ Ou, Ou ou,, Ou Ou, Ou
Ea: _ - (Y% T = T T Y Y z z
Y 2(6x+8y> 2<8x6y+6x6y+6x8y>

= —(z+y) 1074 +2(x+y)*-1078.

Ostale komponente tenzorja velikih deformacij so v nasem primeru
enake ni¢ (E,, = E,, = E,, = 0). V tocki 77(10, 10,0) imajo od ni¢
razlicne komponente tenzorja velikih deformacij naslednje vrednosti

F,p = 40-107%*+1600-107% = 40.16 - 10~*
Ey, =—40-10"*+800-107® = —39.92 - 10~*
Eyy=-20-10"*+800-10"% = —-19.92-10~*.

Pri tem smo namenoma locili prispevke linearnih in nelinearnih delov

komponent E;;. Linearni deli namre¢ predstavljajo komponente &;;
tenzorja majhnih deformacij.
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Matriki tenzorjev velikih in majhnih deformacij v tocki 77(10, 10, 0) sta
tako

40.16 —19.92 0
[Eijly, =107% | —19.92 —39.92 0
0 0 0

40 —20 0

[eijly, =107% | =20 —40 0

0 0 0

Vrednost FE,, tenzorja velikih deformacij v smeri e, izraCunamo z

enacbo (2.63)
Err = Z Z Eijem’erj .
J

i
Ker je e, = 0, sledi

2 2
E’I’?" — TT emg + 2E£Ey eT:EeY‘y + Eyy ery

=104 140.16 - 1 2.19.92 - 1 39.92 - 1
2 2 2

E,..=—-19.80-107%.

To¢na vrednost specificne spremembe dolzine D,.. v smeri e, je torej

D, =1/1-2-19.80-10~4 — 1
D,, = —19.8196 - 107*.

Podobno kakor vrednost FE,, izracunamo tudi normalno komponento
€y tenzorja majhnih deformacij, s katero lahko priblizno opiSsemo
specificno spremembo dolzine v smeri e,

2 2
Epp = E E €ij€ri€rj = Exz €ry T 264y Crgplry + Eyy €ry
J

%

1 1 1
=107%140-=—-2-20-= —40- =
2 2 2

Err = —20-1072.
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D, in e, predstavljata to¢no in priblizno vrednost specificne spre-
membe dolzine v tocki T7. Povprecno vrednost specificne spremembe
dolzine D,, med to¢kama T} in T5 pa v Lagrangevem opisu dolo¢imo z
ulomkom

AY|— |Ar] AT 1411272

Ar] |Ar| T 1414214
D, = —0.00208 .

Drr -

Relativna napaka n., ki jo naredimo, ¢e specificno spremembo dolzine
v smeri e, v tocki T} izrazimo z vrednostjo €., je

Err 0.002
D,., ~0.001982
ne = 0.0091 =0.91%.

Nege =

Pri tem smo kot primerjalno vrednost seveda vzeli tocno vrednost
specificne sprememebe dolzine D,... Podobno dolo¢imo relativno na-
pako n, ki jo naredimo, c¢e specificno spremembo dolzine v smeri e, v
tocki Ty izrazimo s povpreéno vrednostjo D,

__ Dy 000208
"= DT T 0.001982
= 0.0494 = 4.94% .

V naSem primeru bi torej naredili kar 5.4-krat vecjo napako, ce
bi specificno spremembo dolzine D,., izrazili s povprec¢no vrednostjo
specificne spremembe dolzine med tockama T3 in T, kakor ¢e jo iz-
razimo z ustrezno vrednostjo ¢,,.. Te ugotovitve seveda ne smemo po-
splositi, saj se v primeru homogenega deformacijskega stanja povprecna
vrednost ujema s to¢no vrednostjo specificne spremembe dolzine v vsaki
tocki telesa.

c. Ker gre za ravninsko deformacijsko stanje, dolocimo velikosti in
smeri glavnih normalnih in kotnih deformacij z ena¢bami (2.236) do
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(2.245). Glavni normalni deformaciji €17 in €95 sta

1 1
€11,22 = B (€xx +eyy) £ \/Z (€zz — Eyy)? + E?:y =

1 1
— 1074 [5 (40 — 40) + \/Z (40 + 40)2 + 202

11 = 0.00447 €99 = —0.00447 .

Glavni smeri e in e; sta doloceni z resitvijo enacbe

2%, —2-20 1

= = —= — = —13.3°4+k-90°.
Exx — Eyy 40+ 40 2 e i

tg 20, =

Vzamemo o, = =% = —13.3° in v skladu z enac¢bama (2.237) dobimo
(slika Z-2.1 b)

e = cosage; +sina.e, =0.973e, —0.230 e,
ey = —sina. e, +cosa. ey, = 0.230e, +0.973 e, .
Z vstavitvijo resitve a. = —13.3° v enacbi (2.240) se lahko prepricamo,

da pripada smeri e; glavna normalna deformacija €17, smeri ey pa
glavna normalna deformacija c95. Ker je

sin 2ae = sin (—26.6°) = —0.447
cos 2a. = cos (—26.6°) = 0.894,

dobimo
1 1 .
€11 = §<€m +eyy) + i(gm — Eyy) COS 20; + £4y 80 200, =
1 1
10~ {5(40 ~ 40) +3 (40 + 40) - 0.894 + 20 - 0.447} = 0.00447

1 1 .
€99 = 5(6;533 +eyy) — 5(633;5 — Eyy) COS 200 — E4y 8N 200, =
1 1
10~ l§(40 —40) — 5(40 +40) - 0.894 — 20 - 0.447] = —0.00447 .
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Naredimo Se nekaj kontrol. Koordinatni vektorji deformacij so v nasem

primeru
e, =107*(40e, —20e,)

g, =107*(—20e, — 40e,)

e, =0.
Transformacijsko matriko za preslikavo iz zacetne koordinatne baze
e;, €,, €, v glavno bazo e, es, e3 sestavljajo komponente glavnih vek-

torjev
€1z €ly €1z 0.973 —-0.230 O
[em-] = €2z €2y €2z = 10.230 0973 0
€3z €3y €3z 0 0 1

Vektorja deformacij v smereh e; in e; izracunamo s Cauchyjevo enacbo
(2.115)

€1 =€z €1z T €y €1y +eEe.€1,
=10""[0.973 (40e, — 20 e,) — 0.230 (—20e, — 40e,) |
=10"* (43.525e, — 10.275e,)

€ = Eg €y T EyEo T E,€E2,
=10""[0.230 (40e, —20e,) +0.973 (—20e, —40e,) |
=10"* (-10.275 e, — 43.525e,) .
Deformacijska vektorja €1 in €5 lahko zapisemo tudi takole
g1 = 0.00447 (0.973e, —0.230e,) = 0.00447 e,
gy = —0.00447 (0.230 e, + 0.973 e,) = —0.00447 €5 .

Do enakih ugotovitev bi prisli tudi tako, da bi poiskali normalni in
strizni komponenti deformacijskih vektorjev €1 in g9

e11 =€ -e; = 107* (43.525-0.973 + 10.275 - 0.230 ) = 0.00447
12 =1 ey =10"* (43.525-0.230 — 10.275-0.973) = 0

€99 = €9 - €3 = 107* (—=10.275-0.230 — 43.525 - 0.973 ) = —0.00447
£91 = €3-€1 = 107* (—10.275 - 0.973 4+ 43.525-0.230) = 0.

233



2.11 Deformabilno telo — Zgledi

Tudi neposredna pot z uporabo transformacijske formule (2.119) vodi
do enakih rezultatov

[eap] = [eailleis]leje]

0.973 —-0.230 0 40 —-20 0 0.973 0.230 0
=107 10230 0.973 0 —-20 —40 0 —-0.230 0973 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1
44.721 0 0
[eap] =107% 0  —44.721 0
0 0 0

Dobljeni rezultati povedo, da v smeri e; nastopi raztezek, v smeri es
pa skréek, oba velikosti 0.00447, to je 0.447 % (slika Z-2.1 b). Pravi kot
med vlaknoma, ki sta pred deformacijo usmerjeni vzdolz vektorjev e
in e; se med deformiranjem ne spremeni.

Slika Z-2.1 b

Ekstremno vrednost kotne spremembe 7 izra¢unamo s formulo (2.244)

1 1
v = :t\/z (Exx — Eyy)? + 6%?! = :|:§(€11 —€92) — v = £0.00447 .

Smernici tistih dveh materialnih vlaken, ki sta sprva pravokotni med
seboj, med deformiranjem pa se pravi kot med njima najbolj spremeni,
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dolocata enotska vektorja e, in t., (slika Z-2.1 c). Dolo¢imo ju tako, da
resitev enacbe (2.241)

€mx_€yy__40+4o_
2.y 0 —2:20

tg2ay = — 2 — o, =31.7° + k- 90°

pri k = 0 vstavimo v enacbi (2.242)

e, =0.851e; +0.526 ¢,
t, =0.526e, —0.851e,.

Se hitreje dolo¢imo enotska vektorja e, in t., z enachama (2.243)

e, = (e1 +e2) e, =0.851e, +0.526 ¢,

t, = Y5 (e — es) t, =0.526e, — 0.851e,.

SISIIN
!

Vektor deformacij, ki pripada smeri e, ozna¢imo z €., vektor defor-
macij, ki pripada smeri t., pa z ;. Njune komponente doloc¢imo tokrat
malo drugace, pri cemer upostevamo, da gre za ravninsko deformacijsko
stanje

Cey Cxy Eyy ey
104 40 -20 0.851 — 104 23.511
—-20 —40 0.526 —38.042
{575:1:} — |:€33:1: ‘Sya::| {etm}:
Cty Cxy Eyy €ty
10— 40 —-20 0.526 | 10— 38.042
—20 —40 —0.851 [ 23.511 [

e, =107%(23.511e, — 38.042¢,)
e, = 107%(38.042e, + 23.511e,) .
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Polovi¢ni spremembi pravih kotov med vektorjema e, in t, oziroma
med vektorjema e, in —t, sta

gc-t, =10"* (23.511 - 0.526 + 38.042 - 0.851)
= 0.00447 = 0.256°

e+ (—ty) =107* (—23.511-0.526 — 38.042 - 0.851)
= —0.00447 = —0.256° .

Upostevajo¢ definicijo spremembe pravega kota (2.64) in ena¢bo (2.108)
lahko torej ugotovimo, da se pravi kot med vektorjema e, in t, zmanjsa
za 2 x 0.256 = 0.512°, pravi kot med vektorjema e, in —t, pa se za
prav toliko poveca (slika Z-2.1 c).

€y

)0.0512O

t,

Slika Z-2.1 ¢

Za kontrolo Se izracunajmo

er-e,=10"" (23.511-0.526 + 38.042 - 0.851)
= 0.00447 = 0.256°

e (—e,) = 107" (-23.511 - 0.526 — 38.042 - 0.851)
= —0.00447 = —0.256° .

Rezultat skupaj s sliko Z-2.1 c potrjuje prejsnjo ugotovitev, da se pravi
kot med vektorjema t, in e, zmanjsa, pravi kot med vektorjema t. in
—e,, pa poveca za 0.512°.
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Zgled 2.2

V tocki T, kjer je deformacijsko stanje opisano z matriko [;;] majhnih
deformacij glede na telesni koordinatni sistem z bazo e,, e,, e,, doloi
specifitno spremembo dolZine v smeri enotskega vektorja e, ter spremembe
pravih kotov v koordinatnih ravninah drugega kartezijskega koordinatnega
sistema z bazo e¢, e, e¢! Dolodi tudi velikosti in smeri glavnih normalnih
deformacij ter specifi¢no spremembo prostornine v tocki 7!

1 -3 2
1=10"3]| — _\/_ € = %ex_%ey+\é§ez
4] = 10 3 1 V2 2 2 2z
V2 V2 4 e = "3t yeyt g e

Enotski vektor e, ki skupaj z vektorjema e¢ in e, sestavlja novo
desnosucno kartezijsko bazo, ni podan. Dolo¢imo ga z vektorskim pro-
duktom znanih baznih vektorjev e¢ in e,

e, e, e,
_ _ 1 1 V2
€ =€ Xe;= 2 2 \?_
1 1 2

2 2 2

Komponente deformacijskih vektorjev ¢, €, in ¢, ki predstavljajo
vrednosti tenzorja majhnih deformacij v smereh e¢, e,, ¢, doloc¢imo
glede na bazo e, e,, e, z enacbo (2.119)

eap] = [eail [e45] e8] = [eaj] [€j5] -
Pri tem matrika [e4;] = [eai] [€ij] vsebuje ravno iskane komponente
deformacijskih vektorjev e¢, €, in e¢ v bazi e,, e,, e, (glej tudi zgled

1.6, tocko b.)
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Eex ey  Ee Cer €ty €tz | |Eax Eyr Eaa
€z Eny Enz | = [Enz CEny Enz €zy Eyy Ezy
€z &y E¢= €z CECy €¢z €zz Eyz Eazz
! 1 V2
3 T3 3 1 -3 V2
=103 | —1 1 V2113 1 -2
2 2 2
_V2 V2 V2 =2 4

L 2 2

w
[\

[ 3 -3 32
=103 | -1 1 V2
V2 V2 0

Deformacijski vektorji ¢, €, in €¢ so tako

ee =1073(3e, — 3e, +3V2e.)
e, =1073(~e, +e, +V2e,)
ec =1073(V2e, +V2e,).

Specificno spremembo dolZzine v smeri e¢ izracunamo kot projekcijo
vektorja €¢ na smer e

1 1 2
D€€%€§§:€€'e€:10_3 (354—35—}—3\/5%)
Dee =6-1072.

Spremembo pravega kota med enotskima vektorjema e¢ in e, izracu-
namo s skalarnim produktom deformacijskega vektorja e¢ z enotskim
vektorjem e,

1 1 2
Dep ~ 2¢e¢) =26 -€,=2-1073 <—3-§—3-§+3\/§-§>

Dey = 0.
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Podobno dolo¢imo tudi spremembi preostalih dveh pravih kotov med

baznimi vektorji
DV?C ~ 2577C = 2877 - €¢ =0

DC§%2€§§=2€C-G§:0.

Kakor vidimo, so vektorji e¢, e,, e; glavni vektorji podanega deforma-
cijskega stanja, saj so kotne spremembe v vseh koordinatnih ravninah
enake nic. Normalna deformacija e¢¢ je torej Ze ena od glavnih normal-
nih deformacij, preostali dve pa dolo¢imo na podoben nacin

Eqp = €p-€p= 2-1077

€€C:€C-6C:—2-1073.
Enak rezultat dobimo tudi z uporabo transformacijske enacbe (2.119)

[Eap] = [eaj] [e)5]

[eap] =107% | —

(6 0 0
[eap) =102 10 2 0] .
00

Dolocitev specificne spremembe prostornine ey v tocki T je sedaj zelo
preprosta naloga. Kakor pove enacba (2.139), je specificna sprememba
prostornine v obmocju majhnih deformacij dolo¢ena kar s prvo in-
varianto deformacijskega tenzorja

ey = I = €11 + 99+ €33 =107%(6+2 —2) = 0.006..
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Zgled 2.3

Deformiranje telesa je opisano z vektorskim poljem pomikov

u(z,y,z)=10""* [(59&2 —62) e, +2y*ze, + (27 — 3y*2) e.].

Slika Z-2.3 a

V totki T'(x,4,2), ki leZi v ravnini ' (slika Z-2.3 a), doloti:

a.

Q. ox

specifi¢no spremembo dolZine normale in specifi¢no spremembo dol-
Zine tangente v smeri AB na ravnino I,

spremembo pravega kota ©,

rezultirajoCi vektor zasuka w, vrednosti tenzorja zasukov w,, v smeri
normale in w; v smeri AB ter povpreéni zasuk w,, okrog smeri normale
na ravnino I,

glavne normalne in kotne deformacije!

Ugotovi, ali v kaki toZki na &rti AB vlada izohorno deformacijsko
stanje (to pomeni, da je specifiéna sprememba prostornine v taki toZki
enaka ni¢) !
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Najprej doloc¢imo komponente ¢;; tenzorja majhnih deformacij in kom-
ponente w;; tenzorja zasukov

ou
vz = o =10z -107*
c ox
ou _
Eyy a—yy =dyz-107*
ou
e = o =-3y*-107*
c 0z 4
1 (Ouy  Oug
Ty — < _— :0
oy T 5 (61: i Oy )
1 (Ou, Ouy 9 4
== — | = —3yz) - 10
v 2 ( oy + 0z ) (v y)
1 [/ 0u ou
e =5 | o =) =(z-3)-107"
c 2 ( 0z Ox ) (z-3)
1 /0u Ouy
wxyzwzz—wym—g(a—;—ay) 0
1 /0u, OJu
Wyy = Wy = wzy_i(ﬁy _8—zy> = —(y* +3yz) - 1074
L 1 (Ou; Ouy\ _4
Enacba ravnine I je
z=-2x+8,

zato je za tocko T'eI' z = 3 in dobimo 7'(3,4,2). Matriki majhnih
deformacij in zasukov v tocki T sta torej

(30 0 0
[eijlr=10"*] 0 32 -8
|0 -8 —48
[0 0 6
[wijlr =10"*| 0 0 —40
| -6 40 0

241



2.11 Deformabilno telo — Zgledi

Enotski vektor normale ravnine I" ozna¢imo z e,,, enotski vektor smeri

AB pa z e; (slika Z-2.3 b). Ker je AB = 4+/5, dobimo

e, = cosae, +sinae, = —(2e, +e,)

,_.SH
o

e, = —sinae, +cosae, = — (—e, + 2e,) .

0
Slika Z-2.3 b

a. Komponente deformacijskega vektorja e, , ki v tocki T pripada
smeri e,, dolo¢imo po analogiji z ena¢bo (1.150)

Enz Exx Eyxr Ezax Enz
Eny ¢ = | Cay Eyy CEzy Eny
Enz Exz gyz Ezz €nz
=104 300 302 g L (2) _ W 680
0 —8 —48 V5 1 V5 —48
10~4
Ep = (60e; —8e, —48e,) .

V5

Podobno dolo¢imo komponente deformacijskega vektorja e, ki v tocki
T pripada smeri e;

i 30 0 0], (-1 10—+ 30
—4

ey ¢ =10 0 32 —-8|—¢ o'= —16

1 0 -8 —48| V5| 2 V5 | _og
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10~4
Er = \/5

Specificna sprememba dolzine D,, v smeri normale e, je enaka nor-

(—30e, —16e, —96e;) .

malni deformaciji €,,, ki jo dolo¢imo kot projekcijo deformacijskega
vektorja €, na smer e,

1074 72
-(60-2—48-1) = —-10"* = 0.00144
V55 5)

Dy 2 €nn = 0.00144 .

Enn = En " €n =

Specificna sprememba dolzine materialnega vlakna v smeri tangente
AB pa dolo¢imo z normalno deformacijo e

104 162
-(30-1-96-2) = ——= -107* = 0.00324
V55 5

Dtt ~ Ept = 0.00324 .

Ett = E¢ - € =

b.  Sprememba A© = D,; pravega kota © med vlaknoma, ki sta v
nedeformiranem stanju usmerjeni vzdolz enotskih vektorjev e, in e,
je pri majhnih deformacijah enaka dvakratni vrednosti deformacijske
komponente €, ki jo izracunamo s skalarnim mnozenjem deformacij-
skega vektorja €, z enotskim vektorjem e; (slika Z-2.3 ¢). V naSem

primeru je
e, =107*(32e, — 8e,)
in sledi 16 »
Eyt:€y~et:—%-10
32 _4
AO =Dy ~2ey =——F—=-107" = —-0.00143.

V5

Za kontrolo izracunajmo A® Se s projekcijo deformacijskega vektorja
€; Na smer e,

Ety = €t "€y = ——F—= '10_4

V5
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32
AO = Dy, ~2¢gy, = ——— - 107" = —0.00143..

» V5

Slika Z-2.3 ¢
c. Rezultirajoci vektor zasuka w v tocki T' je
W =W € T Wy€y+W,€; =Wy, € + Wyz € + Wyy €,
w=10""(-40e, — 6e,).
Rotacijska vektorja w,, in wy, ki predstavljata vrednosti tenzorja za-

sukov w(2) v smereh e, in e, najhitreje izra¢unamo z uporabo enacbe
(2.158), kjer vzamemo i = n

04| €= e, e,
w,=wxe,=——1,/-40 -6 0

V5 2 0 1

1074
Wy = (—6e, +40e, + 12¢,)

V5

10-4| €= e, e,
—-40 -6 O
Vb -1 0 2

W = w X e =

1074
wp = (—12e, +80e, —6e,).

V5
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Za kontrolo izracunajmo komponente vektorjev w,, in w; Se s transfor-
macijsko enacbo (1.150)

Wna Wee Wy Wag Enz
Wny (= | Woy Wyy Wzy Eny
Wz Wgz Wyz Wiz €nz
0 0 -6 2 4 —6
1 10
=107%{0 0 40| —=¢0} = 40
6 —40 0 V5 1 V5 12
in podobno za vektor wy
Wiz 0 0 -6 -1 _4 [ —12
1 10
—4
wWey ¢ = 10 0 0 40 | — 0p)=—— 80
Wis 6 —40 0 V5 2 V5 —6

Tudi povprecni zasuk w,, okrog smeri normale e,, lahko dolo¢imo na dva
nacina. Najhitreje ga izracunamo kot projekcijo rezultirajocega zasuka
w na smer normale e,

1
Wp =w-e, =10"*(—40e, — 6ey) —=(2e, +e€,)

ot

80
Wy = ——=-107%,
n \/5
Zasuk w,, lahko dolo¢imo tudi kot povprec¢ni zasuk v ravnini enotskih
vektorjev e, in e;

wnzwyt:wy-et.

Pri nas je
w, =—40-10""e,
11 dobi
in dobimo 20 B
Wp =Wyt = ——=- 1077,

V5

Za kontrolo izracunajmo Se zasuk wyy

Wiy = Wi+ €y = ~10_4:—wn.

30
V5
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Kakor se spodobi, smo dobili nasproten predznak, saj je smer zasuka iz
smeri e; proti e, nasprotna smeri vektorja normale e,.

¢.  Glede na obliko matrike majhnih deformacij [e;;] je jasno, da je
raztezek €., ze ena od glavnih normalnih deformacij, na primer €., =
€11 = 30-107%. V zgledu 1.11 smo pokazali, da lahko preostali glavni
vrednosti doloc¢imo kakor pri ravninskem deformacijskem stanju

1 1
— _ - _ 2 2
) - z
€22.33 92 (5yy + 8zz) + \/4 (Eyy 8zz) + 8y

1 1
=101 [5(32—48)i\/1(32+48)2+82

€99 = 32.79-107% £33 = —48.79-107%.

Glavne normalne deformacije navadno razvrstimo po velikosti, podobno
kakor smo z (ne)enac¢bo (1.245) razvrstili glavne normalne napetosti.
Dobljene glavne normalne deformacije zato ustrezno prestevil¢imo in
dobimo

e =32.79-107*

€90 = 30.00- 107*

€33 = —48.79 - 1074 .

Glavne vrednosti kotnih deformacij oznac¢imo z 71, g in g in jih
izracunamo po vzorcu enach (1.244)
1 —4
YT = = (622 — 633) — Y1 = 39.40 - 10

Y= = (€33 —enn) — 1= —40.79-1074

Yo = = (611 —€22) — ym= 140-107%.

d. Deformacijsko stanje je izohorno, ce je specificna sprememba pro-
stornine Dy v obravnavani tocki telesa enaka ni¢. Specificna spre-
memba prostornine je pri majhnih deformacijah enaka prvi invarianti
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2.11 Deformabilno telo — Zgledi

deformacijskega tenzorja. V nasem primeru dobimo
Dy =If = €40 + &yy + €. = 107* (102 + 4yz — 3y°) .

Pogoj Dy = 0 pokaze, da je specificna sprememba prostornine nic
povsod na preseku obravnavanega telesa s ploskvijo

3 5
10z 4+ 4yz — 35> =0 oziroma =22
4 2y
Za tocke, ki lezijo na ¢rti AB, velja
z=—-2x+8 in y=4

in pogoj izohornosti Dy = 0 preide v preprosto obliko
1074 [10z +4-4- (—2z+8) — 3-4%] =0.

Od tod sledi
od sledi m . g
r=— in z=—.
11 11
Pogoj naloge torej izpolnjuje tocka T (%2,4, 181) To pomeni, da se
elementarnemu delu telesa v bliznji okolici tocke T; pri obravnavani

deformaciji prostornina ne spremeni. Naredimo Se kontrolo in najprej
izracunajmo vrednosti normalnih deformacij v tocki Ty

40 400

.= 107%.10- 1074
¢ 11 11
8 128
= 107%.4.4. = = .1074
“uy 11 11
528
L, =—107%.3.4%2 = .1074
¢ 11

Specificna sprememba, prostornine v tocki T3 je torej zares enaka nic

—4

ev =11 =egp teyy +620 = (400 4 128 — 528) =0
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Zgled 2.4

Homogen kvader s stranicami a, b, ¢ se deformira tako, da se stranica AB
translatorno premakne v smeri y za vrednost vp. Vse stranice ostanejo pri
tem ravne (slika Z-2.4 a).

Slika Z-2.4 a

Dolo¢i vektor pomika poljubnega delca D(z,y, z) ter komponente tenzorja
majhnih deformacij glede na prikazani kartezijski koordinatni sistem! Dolo¢i
tudi velikosti in smeri glavnih normalnih deformacij!

Glede na podatek, da ostanejo stranice obravnavanega kvadra ravne
lahko pomik v smeri y dolo¢imo iz podobnih trikotnikov (slika Z-2.4 b),
pomika u, in u, pa sta ni¢. Razen tega je tudi ocitno, da pomik wu, ni
odvisen od koordinate y. To pomeni, da je pomik u, poljubnega delca
D(x,y, z) enak pomiku u, delca D;(z,b, z) na mejni ploskvi y =b

Tz

— Uy = VB ——

Uy =V
Y ac

(SRR

t Deformirana oblika poljubnega prereza y=konst. je hiperboli¢ni paraboloid.
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2.11 Deformabilno telo — Zgledi

in vektor pomika poljubnega delca D(x,y, z) je

0,a
Vo y€[0,0] — u(x,y,z)zv—szey.
0. ¢ ac

Slika Z-2.4 b

Z odvajanjem pomika u, in vstavitvijo v kinemati¢ne enacbe (2.96)
dobimo komponente tenzorja majhnih deformacij

Ouy
Tr — o — 0
c ox
0
Eyy = aiyy =0
ou,
zz _0
c 0z
1 (Ouy Ouz\ B
oy = Sy T g (%—F Oy )  2ac
e me = L (U 0w _ vp
v A 9\ oy 0z ) 2ac
1 /0Ou, Ou, 0
Eza = Exz = 3 -
2\ 0z ox
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7, okrajsavo
Up

" 2ac
dobi matrika majhnih deformacij naslednjo preprosto obliko

€xx Exy Ezz 0 az O
[€ijl = | €ya Eyy €y | =]z 0 oax
Erz Ezy Ezz 0 az O

Invariante obravnavanega deformacijskega stanja so

I£=0
I5 = —a® (2% 4 2°)
I5=0.

Glavne normalne deformacije izracunamo kot korene karakteristicne
enacbe
S+ I5e—15=0.

V nasem primeru dobimo
e —a? (m2+z2) E=¢ [52—a2 (m2+z2)] =0.
Korene gornje enacbe je prav lahko izracunati

511206\/.772+Z2 522:0 533:—05\/.772+Z2.

Smerne kosinuse prve glavne smeri e; dolo¢imo kot resitve naslednje
enache

—aVz? + 22 az 0
€1y 0

az —aVz? + 22 ax ery =40
€1z 0
0 oz —aVar? + 22

Kakor vemo, so resitve premo sorazmerne kofaktorjem k ¢lenom poljub-
ne vrstice ali stolpca matrike koeficientov. Vzemimo kar prvo vrstico
in izracunajmo kofaktorje

KD =222 K;%) = a?zy/22 + 22 K\ =22z,
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Dobljene vrednosti normiramo tako, da bo e; enotski vektor

B0 = (D)2 4+ ()2 + (D)2
D = +022/2(22 + 22).

Privzamemo kar pozitivni predznak norme in dobimo

Kg(ﬂin z

€l = k-i(vl) = 2(,@2 T 22)
K9 1

ely = k-i(bl) = ﬁ
K x

€1z = k-i(vl) = 2(,@2 T 22)

z 1 T
el = ——— e, +—e,+ ———c..
! V22t 22) T V2 Y 22 ¥ 22

Podobno dolo¢imo drugo glavno smer es

X + z
ey = — e, e, .
Va2 4 22 Va2 + 22

Tretjo glavno smer ez najhitreje dolo¢imo z vektorskim produktom

ez =e; X ey,
od koder sledi
z 1 " x
e3=——— e, ——e _——e,.
’ V22t 22) V2 22 k22

(Kontrola:

dolo¢i glavne normalne deformacije s transformacijsko

enacbo (2.119)! Upostevaj, da komponente glavnih vektorjev tvorijo
transformacijsko matriko, ki diagonalizira matriko majhnih deforma-
cij!)
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Zgled 2.5
Na povrsini tanke plo¢evine ozna¢imo pravokoten vzorec, ki ga dolocajo
totke Ty, 11, T, T3 (slika Z-2.5 a). Pod vplivom zunanje obtezbe, ki
deluje v ravnini plocevine, se nekatere od teh to¢k premaknejo v nove lege.
Zaletna debelina stene 6 = 1 mm se v tocki Ty zmanj$a na 0.9987 mm. V
toc¢ki Ty dolodi:

a. komponente tenzorja majhnih deformacij v koordinatnem sistemu

(x,y,2),
b. velikosti in smeri glavnih normalnih in ekstremnih striznih deformacij,

c. specifi¢no spremembo prostornine!

i A L 10,0 - 100
7T§7%_,__— ———— o Ti(4,0) — TI(4.0313, 0.0726)
! | Ty(4,3) — T5(4.0450, 3.0400)
." T5(0,3) - T5(0, 2.9850) .
]
I
——————— _i T (koordinate so v cm)
| x
=T T
Slika Z-2.5 a

a. Zaradi preglednejsega pisanja oznacimo dolzino stranice TyT} z a,
dolzino stranice TyT3 z b in dolzino diagonale TyTs z d, njihove dolzine

po deformaciji pa po vrsti z a’, ¥’ in d’. Enotski vektor smeri nede-

formirane diagonale d oznacimo z e¢ (slika Z-2.5 b):

a=4cm e a = \/4.03132 +0.07262 = 4.0320 cm
b=3cm b = 2.9850 cm

d=+42+32=5cm

= /4.04502 + 3.04002 = 5.0600 cm .
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T
\
\
\
\
\
\
\
N\ \\
\\ \
\\ \\

\S \
N
2
AN

as)

.
€y
T
1y
4 3
c:=z=08  eg=:=06 5  ec=08e,+06e,.

Specificne spremembe dolzin v smereh x, y in ¢ izracunamo v skladu z
Lagrangevo formulacijo deformacij glede na zacetne dolzine “vlaken” v

teh smereh
g 4.0320 — 4
Dmx =Ezx = - ¢ = €z = 0.008
a 4
¥ —b 29850 —3
Dy, =eyy = b 5 Eyy = —0.005
d —d 5.0600—5
Deg =eee = —— = —— ee = 0.012.

(S tem smo dejansko dolo¢ili povprecne vrednosti specificnih sprememb
dolzin stranic a in b ter diagonale d.) Ker obtezba deluje v ravnini
plo¢evine, ni kotnih deformacij v ravninah (z, z) in (y, 2)

€, =0 in €y> = 0.

Specificna sprememba dolzine v smeri £ je povezana s komponentami
tenzorja majhnih deformacij v koordinatnem sistemu (z, y, z) z enacbo

(2.120)
Eee = E E Eij €gi €g; (i,j =x,y, 2)
i
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€e¢ = Cax €§m + 2eqy e gy T Eyy €§y )

v kateri je edina neznanka deformacija €,,. Ko vstavimo stevilske vred-
nosti, dobimo

0.012 = 0.008 - 0.8% + 2, - 0.8 - 0.6 — 0.005 - 0.6

in od tod
€y = 0.009.

Iz podatka o spremembi debeline plocevine lahko izracunamo tudi
specificno spremembo dolzine v smeri z

§'—6 09987 —1
5 1

€., = —0.0013.

Ezz =

Matrika majhnih deformacij v tocki Ty je tako

80 90 0
[ei]=10"* |90 —50 0
0 0 -—13

Za kontrolo lahko v tem geometrijsko preprostem primeru doloc¢imo
spremembo pravega kota v ravnini (x,y) neposredno iz slike Z-2.5 a

Y 0.0726
tg Dy = —L =
&V = T 10313

=0.0180 — Dy, = arctg0.0180 ~ 0.0180

D,
Ery = —2 = 0.009.
2

b. Iz oblike matrike majhnih deformacij [g;;] je o¢itno, da je €., ze
kar ena od glavnih normalnih deformacij; oznac¢imo jo na primer z €33

€33 = €,, = —0.0013.
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Preostali dve glavni normalni deformaciji €17 in €99 lahko sedaj
dolo¢imo kot pri ravninskem deformacijskem stanju v ravnini (z,y)

Exx T E Exg — € 2
511’22:%i (%) +€%y

80 — 50 80 + 50\ 2
=104 5 i\/( ;L )+902

£11 = 0.0126 E99 = —0.0096 .

Enotska vektorja smeri glavnih normalnih deformacij v ravnini (z,y)
dolo¢imo z ena¢bo (2.236)

2e, 2.0.009
tg 20, = ——T — 1.3846
Eow — £99  0.008 + 0.005

20, = 54.2° — a. = 27.1°.
Ker je sin27.1° = 0.4553 in cos 27.1° = 0.8904, sledi (slika Z-2.5 c)
e; = 0.8904 e, + 0.4553 e,
ey = —0.4553 e, + 0.8904 e,

€3 = ¢€,.

Slika Z-2.5 ¢

c. Specificna sprememba prostornine v tocki Ty je

Dy =ey = Ils = Ezx +€yy + €y, = €11 + €22 T €33
Dy = 0.008 — 0.005 — 0.0013 — Dy =0.0017.

V tem zgledu smo imeli opraviti z meritvami deformacij v bliznji okolici
izbrane tocke Ty na povrsini obtezene plo¢evine. Tudi prikazana analiza

255



2.11 Deformabilno telo — Zgledi

deformacijskega stanja se nanasa na tocko Ty, medtem ko za poznavanje
deformacijskega stanja obravnavanega telesa kot celote nimamo dovolj
podatkov.

Zgled 2.6

Deformiranje telesa je opisano s komponentami €;; tenzorja majhnih defor-
macij glede na kartezijski koordinatni sistem (x,y, z). V notranjosti telesa
si zamislimo kroZno valjasto ploskev z vzdolZno osjo z in s polmerom 1 cm
ter totko 7'(0.8, y > 0, 0) na tej ploskvi (slika Z-2.6 a).

a. Doloti specifi¢no spremembo dolZine v smeri normale ter spremembo
pravega kota med normalo in tangento na vodilno kroznico v tocki
T!

b. Doloci velikosti in smeri glavnih normalnih deformacij v to¢ki T'!

528 —12.96 0
[eij]lr =107% | —12.96 —2.28 0
0 0 -1

Slika Z-2.6 a Slika Z-2.6 b

256



2.11 Deformabilno telo — Zgledi

a. Koordinate tocke T morajo zadoScati enacbi presec¢ne kroznice
obravnavane ploskve z ravnino (z,y) (slika Z-2.6 b)

?+y?=1> = y=06cm — T(0.8,0.6,0).

Enotski vektor normale na valjasto ploskev v tocki T' oznac¢imo z e,
enotski vektor tangente na vodilno kroznico pa z e,

e,= 08e,+06e,
e; = —0.6e, +0.8e,.

Specificno spremembo dolzine D,, v smeri normale e, dolo¢imo v
skladu z ena¢bama (2.103) in (2.104)

D, =¢cnn = E E €ij€ni€nj (i, = 2,9, 2)
(]

2 2
Enn = €z €hy T 2E0y Cnglny + Eyy €ny =

107* (5.28- 0.8 —2-12.96 - 0.8 - 0.6 — 2.28 - 0.6°)
Dpp = €np = —9.883- 1071

Spremembo pravega kota D,,; med normalo e,, in tangento e; dolo¢imo
kot dvakratno vrednost deformacije &,

Dnt =2ept = 2 Z Zgijenietj (27.] =Y, Z)
v g
2ept = 2 [533:1: €nzCts + gxy(enmety + enyet:c) + Eyy enyety} =
2-107*[-5.28 0.8 - 0.6 — 12.96(0.8* — 0.6%) — 2.28 - 0.6 - 0.8]
Dyt = 26,1 = —14.515- 1074,
b. Zaradi preprostejSega dela vpeljemo reducirane vrednosti deforma-

cij
€_z‘j = 104 €ij

257



2.11 Deformabilno telo — Zgledi

in dolo¢imo glavne vrednosti tenzorja majhnih deformacij kot resitve
naslednje enacbe

0.28—¢  —12.96 0
—-12.96 228 —¢ 0 |=0.
0 0 —1—-¢

Determinanto razvijemo po elementih tretje vrstice in dobimo
(-1 —-¢&)(8*—3£—-180) =0.

Prva dva korena dobimo iz pogoja

2 -36-180=(£—-15)(+12)=0 — g1 =15

€90 = —12,
tretji koren pa iz pogoja
—1-=0 — €33 = —1.
Dejanske vrednosti glavnih linearnih deformacij so sedaj
enn =15-107* €90 = —12-1074 £33 =—1-107"%.

Kakor vidimo iz sestave deformacijske matrike, je deformacija €., ze
kar ena od glavnih normalnih deformacij (e33 = €..). Zato se glavna
smer e3 ujema s smerjo e, glavni smeri e; in e; pa dolo¢imo z enacbo
(2.236) kakor pri ravninskem deformacijskem stanju

264y 2-(—12.96)

tg 20 = - = —3.429
e T e — e, 528+ 228

20, = —T73.74° — ae = —36.87°.
Upostevajo¢ enacbi (1.313) dobimo (slika Z-2.6 c)

e; =0.8e; —0.6e,
e; =0.6e,+038¢e,y

€3 = ¢€,.
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Slika Z-2.6 ¢

Komponente glavnih vektorjev tvorijo transformacijsko matriko, ki dia-
gonalizira matriko majhnih deformacij

80 —06 0
leail = |06 0.8 0
0 0 1

Bralcu prepuséamo, da se z uporabo enacbe (2.119) o tem sam preprica.

Zgled 2.7

Komponente tenzorja majhnih deformacij so podane v telesnih koordinatah
x,v, z, in sicer v odvisnosti od konstantnega parametra K. Dolo&i to kon-
stanto tako, da bo iz deformacij mogoce enoli¢no izracunati pomike! Dolodi
prostorske koordinate in telesne bazne vektorje delca D(3, 4, 0) po deforma-
ciji telesa, ki je v totki A(0,0,0) togo vpeto v nepomi¢no podlago! Kako
se med deformiranjem telesa spremenijo koordinate relativnega krajevnega
vektorja Ar med delcema D in P(3.06,4.02,0) ? DolZine so podane v cm.

222 — Ky? ay(3y—2) 0
[€i] = 1074 | zy(3y — 2) 3Kz%y 0
0 0 0

Da bi lahko iz kinemati¢nih enacb enoli¢no dolocili pomike in zasuke v
poljubni tocki telesa, morajo komponente tenzorja majhnih deformacij
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izpolnjevati kompatibilnostne pogoje. V obravnavanem primeru gre za
ravninsko deformacijsko stanje v ravnini (z, y), kjer je kompatibilnostni
pogoj izrazen z enacbo (2.247)

32633;5 82€yy 82551::(;

Kzz = -2 =
oy? * ox? 0xdy

V obravnavanem primeru dobimo

2
10t 2 9K
Jy
62
10" 2 = 6Ky
0%¢
10" —2 =6y —2
0xdy 4

in po vstavitvi v kompatibilnostni pogoj sledi
10°K,, = (K —2)(6y—2)=0.

Pri poljubni vrednosti y je gornja enacba izpolnjena le, ¢e velja
K-2=0 — K=2.

Matrika deformacij je tako

2(2® —y?) xy(By—2) 0
[ei5] = 107* | 2y(3y — 2) 622y 0
0 0 0

S tem lahko zapisemo vektorje deformacij, ki pripadajo smerem e, e,,
e., kakor sledi

e, =107 [2(z® — y*) ex + 2y (3y — 2) €, |
e, =107 [zy(3y — 2) e, + 62°y e, ]

e, =0.
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V kartezijskem koordinatnem sistemu dolo¢amo zasuke z enacbo (2.192)

T Yy z
wzwo—l—/ [Vx sm]n=y0 d{—f—/ [V xey]C:ZOdn—l—/ V xe,dC,
Zo ¢=20 Yo Z0
pri cemer smo za izvrednotenje integralov s spremenljivo zgornjo mejo
vpeljali integracijske spremenljivke £ € [zg, z], n € [yo,y] in ¢ € [20, 2].
Kakor smo ugotovili v razdelku 2.10, nastopa pri ravninskem deforma-
cijskem stanju v ravnini (z,y) le zasuk w, = wy,, preostala zasuka pa

sta ni¢. Iz tretje od enacb (2.154) s tem sledi

W, =wye; —wre, =0.

Zasuk w, dolo¢imo kot projekcijo vektorja w na smer e,, pri ¢emer
upostevamo, da jee, =0

y
wzzez-w:wg—l—/ [ez-(Vxex)]n:yodf—l—/ e, (Vxey)dn.

Zo Yo

T

Z w? smo oznaéili vrednost zasuka w, v referenéni tocki A(0,0,0), zato
je xp = 0 in yo = 0. Ker je obravnavano telo v tocki A togo vpeto, je
w? = w,(4) = 0.

Mesana produkta pod integrali izracunamo kot determinanti

0 0 1 Oe Oe
e: (Vxe) =g &y 2:|= 5~ 3;3: =107"(3y* + 2y)
€xax Ezy O
0 0 1
Oe Oe,, _
e. (Vxe)=|2 & o|= a;y — ayy =10"*(6zy + 2z) .
Eyz Eyy O

Tako dobimo

w, =10"" [ /O [30* +2n], _, d¢ +/0

Yy
(660 + 2€] di ] .
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Po integriranju sledi kon¢ni izraz za zasuk w,
w, =107% (Sxyz + Qxy) .

Pomik u poljubne tocke telesa T'(z,y, z) je dolocen z enacbo (2.193)
T y z
u= uo—i—/ [sm —|—wx} n=vo df—f—/ [ey +wy]<:zo dn—l—/ [sz —|—wz} dc¢ .
) ¢==0 Yo 20

Pomika u, in wu, dolo¢imo s skalarnim mnoZenjem gornje enacbe z
enotskima vektorjema e, oziroma e,. UpoStevajoc, da je €, = 0in
w, = 0, dobimo

x Yy
ux:ex~u:u2+/ ex~[em+wx]n:0d§+/ e, - e, +w,] dn,
0 0

x )
uy:ey~u:u2+/ ey-[ex+wx]n:0d§+/ e, e, +wy| dn.
0 0

Za izhodis¢no tocko smo spet izbrali tocko A(0,0,0), za katero velja

ud = uy(A) =0 in uy = uy(A) =0.
Zato je
x Yy
Uy = / 22 + Wazl, =g A€ + / [Eya + Wyz] dn
0 0
x Yy
Uy = / [Eay + Wwy]n:() dg + / [eyy + wyy] dn.
0 0
Upostevamo, da je wy, = wyy = 0, wyy = —Wy, = w, , vstavimo izraze

za deformacije in zasuk w, in po ureditvi dobimo

Uy = 1074 (/Ox 2§2d§—/0y4§ndn)

x y
wy =107 ([ foer?], e+ [ ocan)
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Po integriranju in ureditvi sledi

9 3
Uy = (% — 2xy2) -1074

Uy = 3z%y? - 1074,

Vektor pomika poljubnega delca je torej

_y [ 227 2 2,2
u=10 [(T—Qm‘y ) e, + 3%y ey] .
Dobljena enacba pove, kako se med deformiranjem telesa premakne
delec s telesnimi koordinatami x,vy, z. Prostorske koordinate z’,’, 2’
poljubnega delca s telesnimi koordinatami z,y,z so v deformiranem
stanju B’ dolo¢ene z enacbami (2.12). V nasem primeru dobimo

223 9 4
=z 4 u, — x'zx—i—(?—Qazy)-lO
Y =y +uy — y =y +322y% 1071,

Zvezi med telesnimi in prostorskimi koordinatami poljubnega delca sta
v obravnavanem primeru nelinearni. Zato tokrat ni mogoce izpeljati
obratne zveze, ki bi v analiti¢ni obliki izrazala telesne koordinate v
odvisnosti od prostorskih koordinat. To bi lahko storili le numeric¢no
za vsako izbrano diskretno tocko telesa, pri cemer bi za reSitev sistema
dveh nelinearnih enac¢b z dvema neznankama uporabili katero od znanih
metod, na primer Newtonovo tangentno metodo. Tako bi lahko resili
naslednjo nalogo: doloci telesne koordinate delca, ki se v deformiranem
stanju B’ nahaja v tocki prostora z’,y’, 2!

Pomika delca D(3,4,0) sta

u, (D) = —0.00780 cm in uy (D) = 0.04320 cm .
Prostorske koordinate delca D so tako
D(3,4,0) : 2 =3 —0.00780 — 2 = 2.99220 cm
y' =4+ 0.04320 — y' = 4.04320 cm .
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Telesno koordinatno bazo poljubnega delca v deformiranem stanju B’
dolo¢imo z enacbami (2.22)

e, =e, + 8—“ = [1+2(z® —y?) - 10" "] e, + 62y* - 107" e,
xr
r_ ou —4 2 —4
ey—ey—I—6 =—4dzy-10" e, + (1 + 627y - 10" ") e, .
Y

Za delec D(3,4,0) dobimo

D(3,4,0) : e, = 0.99860 e, + 0.02880 e,
e; = —0.00480 e, + 1.02160 e, .

Oglejmo si Se spremembo relativnega krajevnega vektorja Ar med del-
cema D in P, ki sta v nedeformiranem stanju B dolo¢ena s krajevnima
vektorjema r(D) in r(P)

r(D) =3e; +4e,
r(P) =3.06e, +4.02¢,

Ar =r(P) —r(D) =0.06e, +0.02e, .
Med deformiranjem telesa dozivi delec D pomik u(D), delec P pa pomik

u(P)
u(D) = —0.00780 e, + 0.04320 e,

u(P) = —0.00798 e, + 0.04540 e, .

Novi legi delcev D in P v stanju B’ dolocata krajevna vektorja r’(D)
in r'(P)

r'(D) =r(D) + u(D) — r'(D) = 2.99220 e, + 4.04320 e,
F(P)=r(P)+u(P)  —  r/(P)=3.05202e, +4.06540 e, .

Relativni krajevni vektor Ar’ v stanju B’ je tako
Ar' =r'(P) —1'(D) — Ar’ =0.05982 e, + 0.02220 e, .
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2.11 Deformabilno telo — Zgledi

Glede na to, da je Ar majhen krajevni vektor, lahko njegovo spremembo
med deformiranjem telesa priblizno dolo¢imo tudi z enacbo (2.25), ki
sicer velja za infinitezimalno majhne krajevne vektorje

Ar'~ Az el + Aye,
= 0.06 (0.99860 e, + 0.02880 e,) + 0.02 (—0.00480 e, + 1.02160 e,))

Ar'~ 0.05982 e, + 0.02216 e, .

Kakor vidimo, smo za komponento v smeri e, dobili “to¢no” vrednost,
pri komponenti v smeri e, pa smo naredili majhno napako (—0.18%).

Zgled 2.8

Kot resitev mehanskega problema ravninskega telesa po metodi napetosti
smo dobili majhne deformacije ¢;; kot funkcije telesnih koordinat z, z. Vse
tocke telesa se premikajo le v ravnini (x, z). Razen tega je totka 75 (0, 0,0)
nepomi&no, a vrtljivo podprta, v to¢ki 77(10,0,0) pa je preprecen pomik
v smeri z. Dolo&i pomika u, in u, ter zasuk w, kot funkcije koordinat
(x,%)! Doloti vrednosti zasukov w, v obeh podporah, pomik u, v tocki
T ter vrednosti obeh pomikov in zasuka w, v to¢ki T'(5,0,0.5)! DolZine
so podane v m.

Epw = ST COS 27z - 1072
£,, = —100zz-10*
Ere = Epr = [—2%(3 + 4msin272) — 25 2% + 152 + 25] - 10~*

Eyy = Egy = €5y =0

u,(0,0,0) = u® =0

u,(0,0,0) = ul =
u,(10,0,0) = ul =0
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2.11 Deformabilno telo — Zgledi

Preden se lotimo dolo¢anja zasukov in pomikov, preverimo, ¢e sploh
smemo pricakovati enolicne resitve. Te so zagotovljene, ¢e je izpolnjen
pogoj kompatibilnosti, ki se pri ravninskem deformacijskem stanju v
ravnini (x, z) izraza z enacbo (2.249)

6252z 625a:x 625zx

K,, = -2 =0.
vy o0x? + 0z2 0z0x 0

V nasem primeru je

0%,
0x?
82
10* 6€§x = —327%x cos 27z
2
0%,z
020z

104 =0

104 = —1672x cos 27z

in kompatibilnostni pogoj je identi¢no izpolnjen.

V kartezijskem koordinatnem sistemu doloc¢imo rezultirajoci vektor za-
suka w z enacbo (2.192). Spet vpeljemo integracijske spremenljivke
&, n, ¢ in dobimo

T Y z
w:wo+/ [vam]deH/ [Vxey]C:ZOdnjL/ V xe,di.
x Y 20

0 ¢=20 0

Pri tem je v nasem primeru
Er =Ezz€r tExz€; €y:0 €, =€z €x tEz€;5.

Povpre¢ni zasuk w, v ravnini (z, z) dolo¢imo kot projekcijo vektorja w
na smer enotskega vektorja e,

T

wy:ey.w:w2+/ [ey.(szx)]n:yo d§+/zey.(Vxez)dC.

o ¢=20 20

0
Y

pomeni, da smo za referencno tocko za dolocitev zasuka w, izbrali tocko

Pri tem smo z w, oznacili vrednost zasuka w, v tocki Ty(0,0,0). To
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2.11 Deformabilno telo — Zgledi

Ty, ceprav zasuka v tej tocki zaenkrat Se ne poznamo. MeSana produkta
v gornji enacbi sta

0 1 0
ey (Vxe)=|2 & &
€zz 0 €gxz
e, (V xe,)=[22(3—4rsin2rz) — 15]- 1074

_ Ocee Otq:
0z ox

€y - (v X E:Z) = | 72 By 5 | = B D

e, (Vxe,)=(50z—8r%r?*cos2mz) - 107*.

Zasuk w, je sedaj

dé +

Wy = w2+104/ [26(3 — 4msin2m¢) — 15]__
0
1074 / (50 ¢ — 8m2€? cos 2m¢) dC .
0
Po integriranju sledi izraz za zasuk w,

Wy = wg +107*[2%(3 — 47 sin 272) + 25 2% — 15 2] .

Pomik u poljubne tocke telesa T'(z,y, z) je dolo¢en z enacbo (2.193)

T Yy z
u=uo+/ (€2 +wa] n=40 dx+/ [ey+wy}2220dn+/ e +w. ] dC.
T Y

0 ¢=20 0 20

Pomika u, in u, dolo¢imo s skalarnim mnozenjem gornje enacbe z enot-
skima vektorjema e, oziroma e,. Ce za izhodis¢no tocko spet izberemo
kar tocko Ty, dobimo

xT z
ux:em~u:u2+/ e, - [€m+me:0dﬂ?+/ e, [sz%—wz}dz
0 0
xT z
uz:ez~u:ug+/ ez~[€x+wx}zzoda:+/ ez~[€z+wz]dz.
0 0
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2.11 Deformabilno telo — Zgledi

V izhodiséni tocki Ty sta preprecena oba pomika (ul = u9 = 0), tako

da velja
x z
Uy = /0 [551:33 + wmx]czo dg§ +/() [gzm + Wzm] g
x z
Uy = /0 [gxz + wmz} ¢=0 d§ + /0 [gzz + wzz} dg .
Upostevamo, da je wzy = w,, = 0, W,y = —wy, = wy, vstavimo izraze

za deformacije in zasuk w, in po ureditvi dobimo

uy = 1074 [ /m (8¢ cos 2m(],_, d€ +
0
/ i (10%w)) + 25 — 8E? sin 2¢) d(]
0

uzzm4[/m(—m%g—6§2+30§+25)d§—/z 100§§d§] .
0 0

Po integriranju in ureditvi sledi
Uy = zwg +107*(42? cos 2z + 25 2)
u, = —zwy + 107422 + 1527 + 25 (1 — 227)] .

Zasuk w, v izhodiscni tocki Ty dolo¢imo ob pogoju, da je pomik ul v
tocki 77 (10,0,0) enak ni¢

u:(10,0,0) = —10w +107* (=2-10° + 15 - 10* + 25 - 10) = 0
wy = —25-107".
S tem dobimo koné¢no obliko funkcij pomikov in zasuka w,

Uy = 1074 - 422 cos 27z
u, =107* [-22° + 152 + 50 2(1 — 2°)]
wy = 107" [2(3 — 4dmsin2m2) — 152 — 25(1 — 22)] .
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2.11 Deformabilno telo — Zgledi

(Kontrola: Vstavi parcialne odvode dobljenih funkcij pomikov v kine-
mati¢ne enacbe in preveri, ¢e so te izpolnjene!)

Preostali del naloge je ¢isto preprost. V izraze za pomika u, in u, ter
zasuk w, vstavimo koordinate tock 77 in T' ter izracunamo vrednosti
pomikov in zasuka v teh tockah. Rezultati so zbrani v preglednici.

Totka | Ty(0,0,0) | T1(10,0,0) | T(5,0,0.5)

Uy, (m) 0 0.040000 | —0.010000

u, (m) 0 0 0.031250

wy (rad) | —0.002500 0.012500 | —0.001875
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SOVISNOSTI MED NAPETOSTMI IN DEFORMACIJAMI

3.1 Splosno o sovisnostih med napetostmi in deformacijami

V prvem poglavju smo napetostno stanje opazovanega material-
nega delca in s tem tudi obravnavanega trdnega telesa opisali s Sestimi
neodvisnimi komponentami simetricnega tenzorja napetosti. Izpeljali
smo sistem treh enacb ravnotezja s pripadajoc¢imi robnimi pogoji, s
katerimi smo napetosti povezali z zunanjo povrsinsko in prostorninsko
obtezbo. Izpeljane enacbe so neodvisne od materialnih lastnosti obrav-
navanega telesa in jih torej lahko uporabljamo pri vseh modelih teles iz
zvezne snovi. Prav tako smo v drugem poglavju neodvisno od vrste in
lastnosti snovi izpeljali kinematic¢ne enacbe, ki predstavljajo zveze med
tremi komponentami vektorskega polja pomikov in Sestimi neodvisnimi
komponentami simetricnega tenzorja majhnih deformacij.

Izkusnje pa nas ucijo, da se telesa iz razlicnih materialov razlicno odzi-
vajo na enako zunanjo obtezbo. Tako se, na primer, gumijast trak pri
isti vzdolzni sili veliko bolj raztegne kot jeklen trak enakih dimenzij.
Da bi lahko povezali zunanjo obtezbo s pomiki, moramo torej poiskati
novo skupino enach, ki opisujejo medsebojno odvisnost napetosti in de-
formacij. Do takega sklepa nas pripelje Se drug razmislek. Doslej smo
izpeljali tri ravnotezne in Sest kinematic¢nih, skupaj torej devet enacb.
V teh enacbah nastopa Sest napetosti, Sest deformacij in trije pomiki,
skupaj petnajst neznanih funkcij. Vpeljati moramo torej Se Sest enacb,
da bi bil mehanski problem trdnega telesa enoli¢no resljiv. Te enacbe
imenujemo materialne ali konstitucijske enacbe. Pogosto, na primer v
naslovu tega poglavja, je v rabi tudi izraz sovisnosti med napetostmi in
deformacijami, ¢eprav je nekoliko ohlapen, saj v njih lahko nastopajo
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3.1 Splosno o sovisnostih med napetostmi in deformacijami

Se druge spremenljivke (temperatura, vlaznost, ¢as).

Struktura materiala

Osnovna znacilnost snovi, ki odloc¢ilno vpliva na njeno mehansko
obnasanje, je struktura. To je nacin, kako so molekule sestavljene v
kompaktno celoto. Glede na strukturo lahko trdne snovi v grobem
razdelimo na amorfne, kristalne in kristalaste. Amorfne snovi so sestav-
ljene iz popolnoma naklju¢no razvrscenih in medsebojno povezanih os-
novnih delcev. Med amorfne materiale spadajo na primer steklo, guma,
nekatere plasticne mase, smole in podobne snovi. Nasprotno pa je za
kristalne snovi znacilna po posebnih zakonitostih urejena razvrstitev
in medsebojna povezava molekul. Kristalno strukturo lahko opazimo
predvsem pri mineralih. Kristalaste snovi so sicer sestavljene iz pravil-
nih kristalov, ki pa so lahko razli¢nih oblik in orientacije ter brez poseb-
nega pravila povezani med seboj. Kristalasta struktura je znacilna za
jeklo in druge kovine. Med kristalaste snovi uvrs¢amo tudi sestavlje-
ne materiale, kot je na primer beton, pri katerem so mineralna zrna
razlicnih velikosti in leg s cementnim vezivom povezana med seboj.

Izotropija in anizotropija

Od strukture je v najvec¢ji meri odvisno, ali se snov obnasa izotropno
ali anizotropno. Izotropija je lastnost snovi, da se obnasa enako v
vseh smereh, in je posebej znacilna za amorfne snovi. Tudi kristala-
stim snovem navadno pripisemo izotropne lastnosti. Ceprav je vsak
od kristalov, ki sestavljajo tako snov, sam zase anizotropen, se telo
zaradi njihove naklju¢ne razporeditve v celoti obnasa kot izotropno.
Snovi s kristalno strukturo pa se praviloma obnaSajo anizotropno, kar
pomeni, da so njihove mehanske lastnosti v razlicnih smereh razlicne.
Zaradi pravilne kristalne strukture je navadno mozno dolociti konéno
Stevilo znacilnih smeri anizotropije. Take posebne oblike anizotropije je
mogoce opaziti tudi pri nekaterih organskih materialih (les, usnje,...),
pri katerih so molekule razporejene v enako orientiranih vlaknih. Pose-
bej za les so znacilne obcutne razlike v mehanskih lastnostih v smeri
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3.2 Idealna telesa — materialni modeli

vlaken ter v smereh radialno in tangencialno na smer letnic. Zaradi
posebnosti tehnoloskega postopka pri izdelavi elementov lahko pride do
anizotropnega obnasanja tudi pri nekaterih materialih, ki imajo sicer
kristalasto strukturo. Znacilen primer je vroce valjana plocevina, pri
kateri so mehanske lastnosti v smeri valjanja drugacne kakor pravokotno
na to smer.

Homogenost in nehomogenost

Telesa, ki imajo v vsaki tocki znotraj obmocja, ki ga zasedajo v pro-
storu, enako strukturo, gostoto in mehanske lastnosti, imenujemo ho-
mogena. Nasprotno se pri nehomogenih telesih nekatere ali vse nave-
dene znacilnosti spreminjajo od tocke do tocke. Amorfna in kristalasta
telesa so ponavadi homogena. Prav tako obicajno obravnavamo kot ho-
mogen material nearmiran beton, Ceprav je sestavljen iz zrn peska in
gramoza ter cementnega veziva. Beton, ojacen z jeklenimi palicami, pa
je izrazit primer nehomogenega materiala.

3.2 Idealna telesa — materialni modeli

Medtem ko so ravnotezne in kinemati¢ne enacbe v okviru privzetih
omejitev glede velikosti deformacij enake za vse vrste zvezne snovi, se
sovisnosti med napetostmi in deformacijami pri razlicnih realnih ma-
terialih moc¢no razlikujejo. Razen fizikalno kemijske narave snovi vpli-
vajo nanje tudi razliéni na¢ini delovanja zunanje obtezbe (stati¢na, di-
namicna,...), temperatura, vlaznost, pri nekaterih snoveh pa tudi ¢as.

Ze v uvodu smo omenili, da je formulacija zvez med napetostmi in defor-
macijami zelo zapletena naloga. Predvsem ni mogoce pricakovati, da bi
lahko enovito zapisali te zveze za vse materiale, s katerimi imamo opra-
viti v tehniki. Pomagamo si z vpeljavo tako imenovanih idealnih teles, ki
jim pripiSemo poenostavljene mehanske lastnosti ¢im vecje skupine real-
nih teles, za katere je znacilno podobno mehansko obnasanje v dolocenih
razmerah. Gre torej spet za racunske modele, tokrat jih imenujemo
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3.2 Idealna telesa — materialni modeli

tudi materialni modeli, s katerimi skuSsamo ¢im preprosteje, pa ven-
dar v mejah vnaprej predpisane natanc¢nosti opisati dejansko obnasanje
materialov.

Pri tem gre v glavnem za dve skupini idealnih teles. V prvo skupino
uvrscamo telesa, pri katerih lahko vpliv ¢asa na razvoj napetosti in
deformacij zanemarimo in jih imenujemo casovno neodvisna idealna
telesa. S takimi telesi se pretezno ukvarjamo tudi v tej knjigi. Na
koncu poglavja pa se na kratko posvetimo tudi bolj splosnim ¢asovno
odvisnim idealnim telesom, ki vkljucujejo tudi vpliv ¢asa na sovisnosti
med napetostmi in deformacijami.

Med casovno neodvisnimi idealnimi telesi sta v mehaniki trdnih teles
bistvenega pomena idealno elasticno ali Hookovo! telo in idealno
plastiéno ali Saint-Venantovo! telo. Osnovo za matemati¢no modeli-
ranje casovno odvisnih idealnih teles pa razen ze omenjenih dveh pred-
stavlja tako imenovana viskozna ali Newtonova tekocina. Na lastnostih
teh treh idealnih teles so zgrajene osnovne discipline klasicne mehanike
zvezne snovi: teorija elasti¢nosti, teorija plasticnosti in hidromehanika.

Seveda pa z lastnostmi omenjenih treh idealnih teles ni mogoce opisati
dejanskega obnasanja raznovrstnih snovi pri razli¢nih tehnoloskih pro-
cesih in v razlicnih razmerah delovanja. Za obravnavanje razli¢nih,
praviloma ¢asovno odvisnih problemov, s katerimi se srecamo v tehniki,
je bilo treba razviti vrsto novih idealnih teles z zelo zapletenimi last-
nostmi. To je naloga posebne veje mehanike, imenovane reologija, zno-
traj katere nastopajo Hookovo, Saint-Venantovo in Newtonovo telo kot
posebni primeri. S smiselnimi kombinacijami teh osnovnih teles skusa
reologija ¢im verneje posnemati dejansko, zapleteno obnasanje razlicnih
snovi, na primer zemljin, betona, smol, kovin pri visokih temperaturah,
lesa in drugih materialov.

t Robert Hooke, angleski inzenir, 1635-1703.
i Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant, francoski matematik in fizik, 1797—
1886.
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3.3 Eksperimentalni podatki. Enoosni in strizni poskus

Splosni pristop pri snovanju idealnih teles lahko v grobem razdelimo
na dve fazi. Najprej glede na izkusnje, pridobljene z opazovanjem
obnaSanja skupine sorodnih snovi, izberemo funkcijsko obliko sovis-
nosti med deformacijami, napetostmi, temperaturo in ¢asom, s katero
skusamo v kvalitativnem smislu opisati to obnasanje. V drugi fazi
pa na osnovi ustreznega Stevila eksperimentalnih podatkov dolo¢imo
parametre teh sovisnosti, s ¢cimer opredelimo konstitucijske enacbe opa-
zovanega materiala tudi v kvantitativnem pogledu — pravimo, da ma-
terialni model kalibriramo. Kakor smo Ze omenili, je praviloma laze
sestaviti materialni model ¢asovno neodvisnega telesa, Se posebej v
izotermnem primeru, ko se tudi temperatura snovi ne spreminja. V
tem primeru lahko navadno Ze z razmeroma majhnim Stevilom ekspe-
rimentov ugotovimo primerno funkcijsko obliko zvez med napetostmi
in deformacijami ter dosezemo zadovoljivo natancnost nastopajocih
parametrov. Pomemben podatek pri tovrstnih materialih je, ali se
v dolocenem napetostnem obmocju obnasajo elasticno ali neelasti¢no.
Elasticna so telesa, ki se med delovanjem zunanje obtezbe sicer deformi-
rajo, vendar se po popolni razbremenitvi povrnejo v prvotno velikost
in obliko. Telesa, ki tudi po popolni razbremenitvi ohranijo deformi-
rano obliko in velikost, so idealno plasticna. Najpogosteje pa se telesa
obnasajo elasticno—plasti¢no, kar pomeni, da se po razbremenitvi del
deformacije izgubi, del pa se ohrani.

3.3 Eksperimentalni podatki. Enoosni in strizni poskus

V odvisnosti od vrste preiskovanega materiala so znane Stevilne
eksperimentalne metode, s katerimi skusamo pridobiti ¢im ve¢ pomemb-
nih podatkov o obnaSanju materiala pri znacilnih nacinih in pogo-
jih obtezevanja. NajpogostejSa in najpreprostejSsa metoda preiskave
je enoosni natezni poskus na valjastem ali prizmaticnem vzorcu. Ta
poskus je posebej primeren za preiskave kovinskih materialov. Pri
drugih materialih so pogosto potrebne se dodatne preiskave, na primer
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tlacne, upogibne in torzijske preiskave pri betonu in lesu, strizne in
triaksialne preiskave zemljin in podobno.

Enoosni natezni poskus

Kot receno, je enoosni natezni poskus najpreprostejSi nacin dolocitve
osnovnih mehanskih parametrov materiala. Pri tem gre za preiskavo
valjastega ali prizmati¢nega vzorca standardiziranih dimenzij in oblike
pri natezni osni obtezbi.

Kot primer si oglejmo rezultate enoosnega nateznega poskusa na
vzorcu mehkega konstrukcijskega jekla, ki predstavlja znacilno obna-
Sanje razmeroma velike skupine trdnih snovi. Praviloma izvajamo
tovrstne preiskave pri konstantni temperaturi 7" = 20 °C, standardi-
zirana pa je tudi hitrost obtezevanja. Vzorec vstavimo v trgalni stroj,
ki omogoca hkratno merjenje osne obtezbe vzorca (natezne osne sile)
N, vzdolznega podaljska Al in pre¢nega skrcka Ad. Pri znani zacetni
merski dolzini vzorca [ in znanem zacetnem premeru d lahko pri vsaki
dosezeni vrednosti natezne osne sile IV izracunamo velikost enakomerne
vzdolzne normalne napetosti o;, pripadajo¢o specificno spremembo
dolzine v vzdolzni (longitudinalni) smeri g; in specificno spremembo
dolzine v pre¢ni (transverzalni) smeri ;. Praviloma doloc¢amo tako
imenovano nazivno (nominalno) ali inZenirsko vrednost vzdolZzne nor-
malne napetosti oy, ki se nanasa na zacetno plos¢ino A precnega prereza
nedeformiranega vzorca
wd? N

A= — = —. N
0=~ (3.1)

Tudi specificni spremembi dolzin €; v vzdolzni smeri in €; pre¢no na
vzdolzno os vzorca izrazimo glede na nedeformirane izmere vzorca
Al Ad
l d

Medsebojno odvisnost med nazivno vzdolzno normalno napetostjo oy

€l €t (3.2)

in vzdolzno specificno spremembo dolzine ; obic¢ajno prikazemo v dia-
gramu, ki mu pravimo o—¢ diagram ali delovni diagram materiala. Na
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sliki 3.1 je prikazan o —¢ diagram mehkega konstrukcijskega jekla. Na
diagramu lahko opazimo nekatere znacilne tocke oziroma obmocja, s
katerimi so dolocene glavne mehanske lastnosti opazovanega materiala.

Slika 3.1

Zacetni del diagrama med tockama O in P poteka po premici, kar
pomeni, da v tem obmoc¢ju napetost o; narasS¢a premosorazmerno z
relativnim raztezkom ¢;. Napetost, ki ustreza tocki P, imenujemo meja
proporcionalnosti in jo oznac¢imo s op. Dokler napetost v vzorcu ne
doseze meje proporcionalnosti, je zveza med napetostjo in deforma-
cijo linearna. Ce v tem obmoéju vzorec razbremenimo, poteka razbre-
menitev po isti premici kot obremenitev. Pri popolni razbremenitvi do
tocke O tudi deformacija v celoti izgine. Take deformacije imenujemo
elasticne deformacije, lastnost snovi, da se po prenehanju obremenitve
povrne v nedeformirano stanje, pa elasticnost.

Pri povecevanju napetosti nad mejo proporcionalnosti op zveza med
deformacijo in napetostjo ni ve¢ linearna, vendar pa tudi za to obmocje

276



3.3 Eksperimentalni podatki. Enoosni in strizni poskus

velja, da po razbremenitvi deformacija izgine. Tako obnaSanje imenu-
jemo nelinearna elasticnost in ga lahko opazujemo vse dotlej, dokler
napetost ne doseze vrednosti og. To napetost imenujemo meja elastic-
nosti in je v o —e diagramu oznacena s tocko F.

Pri napetostih nad mejo elasti¢nosti op se znacaj deformacij bistveno
spremeni. Ze majhno povecanje napetosti povzroci obc¢utno vecji pri-
rastek raztezka kakor v elasticnem podrocju. Na polirani povrsini
vzorca lahko z natan¢nim opazovanjem opazimo poSevne c¢rte, ki so
glede na vzdolzno smer nagnjene priblizno za 45°. To so tako imeno-
vane Liidersove linije', ki nastanejo zaradi medsebojnih zdrsov kristalov
v ravninah najvecjih striznih napetosti. Ko napetost doseze tocko T,
material ne nudi ve¢ odpora nadaljnjemu raztezanju; raztezek raste
pri konstantni ali celo padajo¢i nazivni napetosti. Pravimo, da ma-
terial plasticno tece. Vrednost napetosti o imenujemo meja tecenja.
Pogosto sta v rabi tudi izraza meja velikih raztezkov pri natezni oziroma
meja gnetenja pri tla¢ni obtezbi kovinskih elementov.

Po zacetnem hitrem narascanju deformacije nad mejo tecenja se ma-
terial spet za¢ne opazneje upirati nadaljnjemu raztezanju; deformacija
raste le ob povecevanju napetosti. Ta pojav imenujemo utrditev mate-
riala. Opazujemo ga lahko vse do tocke M, kjer napetost doseze svojo
najvecjo vrednost o,;. To napetost imenujemo natezna trdnost mate-
riala. Od tod naprej obremenitve vzorca ne moremo ve¢ povecevati;
nazivna napetost pada, deformacija pa se Se povecuje, dokler se vzorec
pri napetosti o ne pretrga oziroma “porusi”. Napetost op imenujemo
napetost pri porusitvi ali porusna napetost.

Za celotno obmocje o—¢ diagrama nad mejo elasti¢nosti E je znacilno,
da se pri razbremenitvi vzorec ne vrne v zacetno obliko in velikost,
temveC poteka razbremenjevanje priblizno vzporedno smeri OP, torej
vzporedno z linearno elasticnim delom diagrama. Od celotne dosezene
deformacije €; se torej pri razbremenitvi en del izgubi, drugi del pa

t Pojav je leta 1859 odkril in opisal nemski inzenir W. Liiders.
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ostane. Deformacijo ¢; lahko torej zapisemo kot vsoto
g =¢e“+el. (3.3)

Povracljivi del ¢ imenujemo elasti¢na deformacija, nepovracljivi del &P
pa plasticna deformacija. Lastnost materiala, da se v njem pojavi-
jo plastiéne deformacije, imenujemo plasticnost. V o —e diagramu
lahko torej lo¢imo dve obmocji: elasticno obmocje med tockama
O in E in elasticno-plasticno obmocje med tockama E in F. V
elasticnem obmocju je celotna deformacija elasticna, v elasticno—
plasticnem obmocju pa je celotna deformacija sestavljena iz elasticnega
in plasticnega dela. Kakor vidimo, se lahko isti material obnasa
kot elasticen ali kot elasti¢no—plasticen, pa¢ v odvisnosti od velikosti
dosezene napetosti oziroma deformacije.

0]

o~

krhek material

duktilen material

Slika 3.2

Pri obravnavanju mehanskih lastnosti materialov pogosto uporabljamo
pojma Zilavost in krhkost (slika 3.2). Zilavi ali duktilni so materi-
ali z izrazitimi obmocji elasti¢nega in plasticnega obnasanja, ki pred
porusitvijo dosezejo znatne plasti¢ne deformacijel. Znacilna pred-
stavnika zilavih snovi sta mehko jeklo in les. Za krhke snovi (kamen,
steklo, nekatera jekla, lito zelezo, ...) je nasprotno znacilno, da imajo

t Pojem zilavosti pogosto uporabljamo tudi za opis sposobnosti snovi za prenaSanje

ponavljajoce se obtezbe v plasticnem obmocju.
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majhno sposobnost deformiranja. Pri naras¢anju napetosti se deforma-
cija le pocasi povecuje, nato pa nenadoma pride do porusitve vzorca.
Od celotne dosezene deformacije je le neznaten del plasticen. Tak nacin
porusitve imenujemo krhki lom. Za krhke materiale je znacilno, da
je porusna napetost pri natezni obremenitvi praviloma manjsa kakor
pri tlacni obremenitvi. Posebej omenimo Se tako imenovane plastic¢ne
materiale (plastelin, glina, asfalt, ...), ki prakti¢no nimajo elasti¢nega
obmocja in se v celoti plasticno deformirajo.

Opozoriti pa moramo, da je opisana razdelitev materialov le pogojna.
Diagram o— namre¢ definira mehanske lastnosti preizkusanega materi-
ala pri enoosnem napetostnem stanju, pri konstantni temperaturi in pri
predpisani hitrosti obtezevanja. V drugacnih razmerah se lahko isti ma-
terial obnasa povsem drugace. Zlasti je pomemben vpliv temperature,
saj se pri segrevanju praviloma povecuje zilavost oziroma duktilnost,
medtem ko isti material pri nizkih temperaturah postane krhek. Jeklo
pri visokih temperaturah postane povsem plasti¢no in tekoce, pri nizkih
temperaturah pa se obnasSa kot zelo krhek material. Podobno lahko
ugotovimo, da nekateri materiali pri pocasnem povecevanju obtezbe
dosezejo visoke napetosti in velike plasticne deformacije, pri hipni obre-
menitvi pa se ze pri manjsi obtezbi porusijo s krhkim lomom.

Torej bi bilo umestno govoriti o stanjih, v katerih se pri dolo¢enih
pogojih nahaja material (elasti¢no, plasti¢no, krhko, zilavo stanje).
Vendar obicajno uporabljamo prej navedeno razdelitev na elasticne,
elasticno—plasticne, krhke, zilave materiale; taka razdelitev namrec¢ v
ve€ini primerov ustreza normalnim pogojem, v kakrsnih te materiale
uporabljamo v tehniki, zlasti v gradbenistvu.

Vrnimo se k o —¢ diagramu, ki prikazuje sovisnost med napetostjo in
deformacijo pri enoosnem nateznem poskusu valjastega vzorca. Pri
duktilnih kovinskih materialih dobimo podobno sliko tudi pri tlacnem
poskusu (slika 3.3-a), kar pomeni, da je o —¢e diagram v elasti¢cnem
obmocju in v zacetnem delu elasticno-plasticnega obmocja priblizno
“antisimetricen”. Pri krhkih materialih pa je, kot Ze receno, absolutna
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vrednost porusne napetosti v tlaku znatno vecja od porusne napetosti
v nategu (slika 3.3-b).

(a) a (b) %
F
-
Op
0 &g
Op
i -

Slika 3.3

Razlika med obnaSanjem pri natezni oziroma pri tlacni obremenitvi je
Se posebej opazna pri betonu, za katerega je znano, da dobro prenasa
tlacne napetosti, medtem ko je njegova natezna trdnost prakticno zane-
marljiva. Tudi nacini preizkusanja so pri betonu precej bolj zapleteni
kakor pri kovinah. V tej knjigi se podrobnejsi obravnavi mehanskih
lastnosti betona odpovedujemo, saj nam gre predvsem za razlago os-
novnih principov in izpeljavo konstitucijskih enach za preproste mate-
rialne modele.

Dejanski 0 —¢ diagram. Logaritemska deformacija

Pri opisu standardnega o —e diagrama smo poudarili, da gre za sovis-
nost med nazivno vzdolzno normalno napetostjo o; in celotno dosezeno
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specificno spremembo dolzine vzorca. To pomeni, da smo vzdolzno nor-
malno napetost med celotnim poskusom dolocali kot razmerje med osno
silo N in plos¢ino A pretnega prereza nedeformiranega vzorca.

*
o £y
/

Slika 3.4

Vendar lahko med enoosnim poskusom z merjenjem spremembe pre-
mera vzorca Ad zasledujemo tudi razvoj specificne spremembe dolzine
v precni smeri glede na vzdolzno os vzorca. Ugotovimo lahko, da vz-
dolznemu raztezku ustreza skréek v precni smeri. To je razumljivo, saj
je osnovna lastnost trdnih teles ravno ta, da se “upirajo” spremembi
prostornine. V elasticnem obmocju in v zacetnem delu elasticno—pla-
sticnega obmocja diagrama je prec¢na deformacija razmeroma majhna
in enakomerna po celotni dolzini vzorca. V obmocju velikih plasti¢nih
deformacij in najvecjih napetosti pa pride do izrazite lokalne zozitve
in konéno do pretrganja oziroma porusitve vzorca. Dejanska vzdolzna
napetost o}, ki je dolocena kot razmerje med osno silo N in trenutno
ploscéino A’, je zato ves ¢as vec¢ja od nazivne napetosti o;. V zacetnem
delu diagrama je razlika prakticno zanemarljiva, v obmocju izrazite
lokalne zozitve pa je odstopanje bistveno vecje in kaze, da se dejanska
napetost v resnici povecuje vse do porusitve vzorca (slika 3.4).
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1z oblike 0 —¢ diagrama lahko razberemo, da po prestopu meje tecenja
raztezek zelo hitro narasca. Tako pridemo v obmocje velikih deformacij,
kjer dolocitev specificne spremembe dolzine glede na celotno spremembo
dolzine vzorca in njegovo zacetno dolzino ni ve¢ povsem upravicena.
Boljso mero za trenutni raztezek dobimo z naslednjim razmislekom.
Vzemimo, da je v dolo¢enem trenutku obtezevanja skupna sprememba
dolzine Al. Trenutna deformirana dolzina vzorca I’ je torej

I'=1+Al. (3.4)

Pri infinitezimalnem prirastku obtezbe za dN se dolzina vzorca spre-
meni za dl. Tej spremembi ustreza prirastek prave (trenutne) vzdolzne
deformacije de;, ki ga izraGunamo glede na dosezeno dolzino vzorca I’

d(—il = = . (35)

Celotno vzdolzno deformacijo dobimo z integriranjem gornje enacbe v
mejah od zacetne dolzine [ do trenutne dolzine [’

U ’
dl l
El:/ 7:1117 (36)
l

To je tako imenovana logaritemska deformacija, ki je z deformacijo ¢
povezana z enacbo

[+ Al
l

e =In =In(l+¢). (3.7)

Prirastek logaritemske deformacije de; je tako

d€l
de; = . 3.8
“l 1+ ¢ ( )
Razvoj desne strani zveze (3.7) v potencéno vrsto
1 1
elzel—§5l2+§€?—... (3.9)
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pokaze, da pri majhnih vrednostih ¢; med deformacijo ¢; in logaritemsko
deformacijo € prakti¢no ni razlike, saj lahko kvadratni ¢len in clene
vi§jih redov zanemarimo v primerjavi z linearnim ¢lenom

|€l| <1 — € €. (310)

Ker se dolzina vzorca med poskusom neprestano povecuje, za zapore-
doma izmerjene trenutne dolzine 17,15, ...,1,, =1’ velja

I<li<ly...<l, (3.11)

in logaritemsko deformacijo pri dosezeni dolzini vzorca I’ = I/, lahko
izracunamo takole

v v 1 I
dl 1 dl 2 dl nodl
€l :/ —_ :/ —/—'—/ —/+.+/ - :€1+€2+---+6n- (312)
U T R T vy ln
1

/
n—1

Podobno kakor logaritemsko vzdolzno deformacijo €¢; pogosto defini-
ramo tudi logaritemsko prostorninsko ali volumsko deformacijo ey .
Vzemimo, da je elementarni del vzorca v nedeformiranem stanju kvader
s kon¢no velikimi stranicami a,, a,, a, in zacetno prostornino V =
azaya.. V dolocenem trenutku obtezevanja znasajo skupne spremembe
teh dolzin po vrsti Aay, Aa,, Aa,, tako da so nove dolzine

al, = a, + Aa,
a, = ay + Aay (3.13)
a, =a,+ Aa, .

Prostornina kvadra je tedaj V' = ajaja’. Zaradi prirastka zunanje

obtezbe se prostornina spremeni za dV in ustrezni prirastek loga-
ritemske volumske deformacije dey je

dGV = — - (314)
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Po integriranju gornje enacbe v mejah od zacetne prostornine V' do
trenutne prostornine V' dobimo celotno logaritemsko volumsko defor-

% /
dV V
= — =In(—). 3.15

macijo

Ob upostevanju izrazov za V in V' lahko logaritemsko volumsko defor-
macijo zapiSemo kot vsoto

! / / /
ey =1In (M) =In (a_x) +In (&) +In (%) . (3.16)
Ay Ay ay a,

Tako smo dobili vsoto logaritemskih vzdolznih deformacij v smereh
x? y? z

€y =€+ €, €. (3.17)

Kakor vidimo, je logaritemska volumska deformacija, ki vkljucuje tudi
plasticne deformacije, izrazena na povsem enak nacin kakor specificna
sprememba prostornine ey, ki smo jo za primer majhnih deformacij
izpeljali v razdelku 2.6.

Idealizirani (racunski) o —¢ diagrami

Da bi se izognili tezavam, ki jih prinese upostevanje o —e diagramov
z vsemi njihovimi posebnostmi, si pri vecini prakticnih nalog pomaga-
mo z vpeljavo idealiziranih oziroma rac¢unskih materialnih diagramov.
S temi idealiziranimi racunskimi materialnimi diagrami zajamemo le
bistvene znacilnosti posameznih oziroma vecjih skupin materialov, ki
v dolocenih razmerah izkazujejo podobno mehansko obnasanje. Pri
tem sta najpomembnejSa razmejitev med elasticnim in plasticnim
oziroma elasticno—plasticnim obmocjem ter opis obnasanja v elasticno—
plasticnem obmocju. Pri konstrukcijskem jeklu se vrednosti napetosti
na meji proporcionalnosti, meji elasticnosti in meji tecenja obicajno le
malo razlikujejo, zato za mejo med linearno elasti¢nim in plasti¢nim de-
lom diagrama navadno vzamemo kar mejo tecenja T'; ustrezno napetost
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ozna¢imo s oy = op, pripadajoco vzdolzno deformacijo pa z ey .
o (a) % (b)

7 (=)

” (c)

!
< i ((;l
Yy
g @
GY N
&l
0
Slika 3.5
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Nekateri idealizirani materialni diagrami, ki jih najpogosteje uporab-
ljamo pri prakticnem delu, so prikazani na sliki 3.5.

Tako je na sliki 3.5-a prikazan racunski model linearno elasti¢nega, na
sliki 3.5-b pa model nelinearno elasticnega materiala. Skupna znacilnost
obeh modelov je, da je trenutna napetost odvisna le od trenutne ve-
likosti deformacije, ni¢ pa od tega, kako je bilo trenutno deformacijsko
stanje dosezeno. Zveza med napetostjo in deformacijo je torej vseskozi
enolicna. Takim materialom pravimo tudi hiperelasticni materiali.

Slika 3.5-c prikazuje model idealno togega — idealno plasticnega mate-
riala, pri katerem je elasti¢na deformacija zanemarljivo majhna. Sele,
ko napetost doseze mejo plasticnega tecenja, se pojavi deformacija, ki
se pri nespremenjeni napetosti veca ¢ez vse meje. Ce med plastiénim
deformiranjem material razbremenimo, je celotna dosezena deformacija
plasti¢na, torej nepovrnljiva. Podobno obnasanje opisuje model idealno
togega materiala z linearno plasti¢no utrditvijo (slika 3.5-¢), le da je
tu za plasticno deformiranje potrebno nadaljnje povecevanje napetosti
nad mejo plasticnega tecenja. Posebej pri kovinah pogosto uporabljamo
modela idealno elasticnega — idealno plasti¢nega materiala (slika 3.5-d)
in bilinearnega elasticno — plasticnega materiala z utrditvijo (slika 3.5-
e). Za oba je znacilno, da se pri napetostih pod mejo plasti¢nega tecenja
snov obnasa linearno elasti¢no, nad to mejo pa se pojavijo plasticne de-
formacije. Ce med plasti¢nim deformiranjem material razbremenimo,
poteka razbremenitev vzporedno z elasticnim delom o—e diagrama. Pri
tem se del dosezene deformacije povrne, del pa ostane. Za modele ¢ —
e je torej znacilno, da zveza med napetostjo in deformacijo ni enoli¢na,
temvec je odvisna od tega, kako je bilo trenutno napetostno oziroma
deformacijsko stanje dosezeno.

Za materiale, katerih mehanskega obnasanja ne moremo dovolj natanc-
no opisati z navedenimi idealiziranimi diagrami, moramo vpeljati
posebne, navadno strozje racunske modele. Kot primer navedimo mate-
riale z izrazito ukrivljenimi materialnimi diagrami, pri katerih si lahko
pomagamo na dva nacina. OpiSemo jih lahko z ustreznimi eksponent-
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nimi funkcijami ali pa z multilinearnimi racunskimi modeli, pri katerih
dejanski diagram nadomestimo z zaporedjem linearnih odsekov. Kot
zanimivo moznost omenimo Se uporabo programskih orodij tako imeno-
vane umetne inteligence, na primer umetnih nevronskih mrez, s katerimi
je mogoce razmeroma natancéno opisati tudi zelo neregularno obnasanje
nekaterih snovi.

Linearno elasti¢ni del materialnega diagrama. Hookov zakon

V linearno elasticnem obmoc¢ju je sovisnost med vzdolzno normalno
napetostjo o; in specificno spremembo dolzine €; opisana s Hookovim
zakonom

0l

o=Fg oziroma g = I (3.18)

Parameter FE imenujemo modul elasticnosti ali Youngov' modul in ga
dolo¢imo iz naklona linearnega dela o —¢ diagrama (slika 3.1)

E=tgn. (3.19)

Enoosni poskus tudi kaze, da je precna deformacija £; v linearno
elasticnem obmoc¢ju premosorazmerna vzdolzni deformaciji ¢;

14
Er = —rvegp = —E g . (320)

Konstantni brezdimenzijski materialni parameter v > 0, ki je znan kot
koeficient preéne kontrakcije (zozenja) ali Poissonov* koli¢nik, dolo¢imo
kot razmerje med izmerjenima deformacijama v vzdolzni in pre¢ni smeri

E¢ lAd

SR (3.21)

Okvirne vrednosti modulov elasticnosti, koeficientov prec¢ne kontrak-
cije in meje teCenja za nekatere materiale, s katerimi se najveckrat
srecujemo Vv inzenirstvu, so podane v preglednici 3-1.

t Thomas Young, britanski fizik in zdravnik, 1773-1829.

i Siméon Denis Poisson, francoski matematik, 1781-1840.

287



3.3 Eksperimentalni podatki. Enoosni in strizni poskus

Zakon superpozicije

Linearnost in enoli¢nost zveze med napetostjo in deformacijo omogoca
vpeljavo tako imenovanega zakona superpozicije. Vzemimo, da vzorec
najprej obremenimo z napetostjo al(l) in izmerimo deformacijo 51(1)'
Nato vzorec razbremenimo in ga ponovno obremenimo z napetostjo
01(2)7 ki ji ustreza deformacija 51(2) (slika 3.6). Ce po ponovni razbre-
menitvi obremenimo palico z napetostjo o;, ki je enaka vsoti napetosti

O'l(l) in O'l(g), je tudi ustrezna deformacija ¢; enaka vsoti deformacij 51(1)

in 51(2)
oM to® S geM i (329
Ob predpostavki, da je vsaka posamezna napetost, kakor tudi njihova

vsota, manjsa od meje tecenja, velja dobljeno pravilo za poljubno veliko
obteznih primerov, pri ¢emer vrstni red obtezevanja ni pomemben.

Slika 3.6

Zakon superpozicije lahko posplosimo tudi na prostorsko napetostno in
deformacijsko stanje in ga zapisemo, na primer, v naslednji obliki:

Ce na linearno elasti¢no telo deluje ve¢ obtezb, je njihov skupni mehan-
ski vpliv enak vsoti mehanskih vplivov, ki pripadajo posameznim ob-
tezbam.

S pojmom mehanski vpliv so zajeti pomiki ter napetostno in deformacij-
sko stanje telesa. Hitro se lahko prepricamo, da v nelinearno elasticnem
in elasti¢cno—plasticnem obmocju zakon superpozicije ne velja.
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Elasticno—plasticni del materialnega diagrama

V obmocju elasti¢nih deformacij ustreza vsaki podani napetosti o; ena
sama vrednost deformacije ¢;, ne glede na to, ali gre za obremenjevanje
ali razbremenjevanje vzorca. To pomeni, da je zveza med napetostjo
in deformacijo v elasti¢cnem obmoc¢ju enolicna. Za elasticno—plasti¢no
obmocje pa je znacilno, da je ta zveza odvisna od zgodovine deformi-
ranja oziroma obtezevanja vzorca. Kakor smo Ze omenili, se razbre-
menitev v elasti¢no—plasticnem obmocju odvija priblizno vzporedno z
linearno elasti¢nim delom o —¢ diagrama.

]
i
oy
Oy
0 &l
_ o
Oy Y Oy
i
/ 7L
v B
C 1
Slika 3.7

Material, ki je bil sicer ze plastificiran, se torej med razbremenjevanjem
spet obnasa elasti¢no, zato pravimo, da gre za elasticno razbremenitev.
Pri popolni razbremenitvi, ko je o, = 0, elasticni del deformacije &
izgine, plasticni del P pa ostane. Tudi pri ponovnem obtezevanju se
vzorec sprva obnasa linearno elasti¢no, vse dokler ne doseze plasticnega
dela o0 —¢ diagrama. Deformacije, ki ustrezajo posameznim vrednostim
napetosti o;, pa tudi tocka, v kateri se material pri ponovnem obre-
menjevanju spet zacne plastificirati, so odvisne od dosezene plasticne
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deformacije P (slika 3.1). Pojav, da je meja te¢enja pri ponovni obre-
menitvi vi§ja kakor pri prvi obremenitvi vzorca, smo imenovali utrditev
materiala. Ce je delovni diagram materiala antisimetri¢en, kar pomeni,
da je oy(—e;) = —oy(e;), navadno predpostavimo, da je tudi meja
tecenja utrjenega materiala enaka tako v nateznem kakor v tlacnem
napetostnem podroc¢ju. Takemu nacinu utrjevanja pravimo izotropno
utrjevanje (slika 3.7).

(a) @

~

b) G

Oy # Oy

Slika 3.8

Vendar poskusi kazejo, da je pri kovinah nac¢in utrjevanja praviloma
drugacen. Ce material, ki je bil, na primer, ze plastificiran v nategu,
elasticno razbremenimo in ponovno obremenimo v tlaku, se v tlacnem
napetostnem obmocju plastifikacija za¢ne ze pri nizji absolutni vred-
nosti napetosti kot je bila meja teCenja utrjenega materiala v nategu
(slika 3.8-a). Ta pojav je znan kot Bauschingerjev! efekt in ga lahko
priblizno opisemo s kinemati¢nim modelom utrjevanja (slika 3.8-b).

V splosnem velja, da v primerjavi z izotropnim kinemati¢ni model
utrditve bolje opisuje dejansko obnasanje materiala, zlasti v primerih

t Johann Bauschinger, nemski matematik in tehnik, 1833-1893.
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3.3 Eksperimentalni podatki. Enoosni in strizni poskus

ciklicnega obtezevanja, pri katerem pride do izmeni¢nega plastificiranja
materiala v nateznem oziroma tlacnem napetostnem obmocju.

Kakor kazejo poskusi, je tudi v elasticno—plasticnem obmocju precna
deformacija premo sorazmerna vzdolzni deformaciji, in sicer s priblizno
konstantnim koeficientom prec¢ne kontrakcije v ~ 0.5

1
ep N — 5L (3.23)

V nadaljevanju bomo pokazali, da je s tem opisana nestisljivost materi-
ala pri majhnih deformacijah, kar pomeni, da je v plasticnem obmocju
specificna sprememba prostornine ey vseskozi enaka nic.

Vpliv casa na zvezo med napetostjo in deformacijo. Lezenje
in sprostitev materiala

Dosedanje ugotovitve o obnasanju materialov pri obremenjevanju in
razbremenjevanju ter o posebnostih o —e¢ diagramov, ki graficno pred-
stavljajo rezultate enoosnih poskusov, se nanasajo na vnaprej predpisan
nacin in hitrost obremenjevanja in razbremenjevanja. Cas trajanja
posameznega poskusa je praviloma razmeroma kratek, zato je vpliv
casa na rezultate zanemarljiv. Pri drugacnih hitrostih obremenjevanja
lahko v splosnem opazimo, da se rezultati razlikujejo od standardnega
o —e¢ diagrama. Z opazovanjem obtezenih vzorcev skozi daljse ¢asovno
obdobje je mogoce tudi ugotoviti, da se deformacije povecujejo s casom,
tudi v primeru, da obtezba ostane nespremenjena. Omenjeni poskusi
opozarjajo na vrsto pojavov, ki so povezani s hitrostjo obtezevanja in
trajanjem obremenitve vzorcev, vendar jih pri definiranju idealnih teles
navadno ne upostevamo. Oglejmo si dva med seboj povezana ¢asovna
pojava, ki sta pomembna tudi v vsakdanji tehniski praksi. To sta po-
java lezenja in sprostitve materiala.

Lezenje ali viskozno tecenje je pojav, da deformacija ne doseze svoje
koncne vrednosti neposredno po obremenitvi vzorca. Pri nespremenje-
ni obtezbi se deformacija s Casom Se naprej povecuje, ¢eprav ni bila
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dosezena meja elasticénosti (slika 3.9-a). Del celotne deformacije, ki je
posledica lezenja, navadno imenujemo viskozna deformacija. Poskusi
kazejo, da viskozna deformacija sprva hitreje, nato pa vse pocasneje
narasca, dokler se séasoma ne umiri. Se posebej za kovine in plasti¢ne
mase je znacilno, da se pri vi§jih temperaturah sposobnost viskoznega
deformiranja izrazito poveca. Pri normalnih temperaturah je lezenje
najizrazitejSe pri betonskih in lesenih vzorcih.

g|e a gle
£(0) (a) (b)
60 U:UO UO
80 80 E=¢&p
S~ o)
0 ¢ 0 t
Slika 3.9

Sprostitev ali relaksacija napetosti je pojav, da se napetost manjsa pri
konstantni deformaciji (slika 3.9-b), in sicer na tisto vrednost, pri kateri
bi v enakem casu zaradi lezenja nastopila enaka deformacija sproscenega
vzorca. Torej je relaksacija obraten pojav od lezenja.

Se posebno v statiéno nedolocenih telesih pride zaradi lezenja in spro-
stitve materiala do znatnih prerazporeditev in sprememb napetosti in
deformacij. Kot primer navedimo zmanjsanje upogibnih momentov nad
podporami in povecanje upogibnih momentov v poljih pri neprekinjenih
nosilcih in okvirjih, zmanjSanje nateznih sil v kablih za prednapenjanje
in podobno.

S podrobnejsim proucevanjem mehanskih pojavov, v katerih igra cas
kot spremenljivka problema pomembno vlogo, se ukvarja posebna veja
mehanike — reologija. V tem ucbeniku je vpliv ¢asa omenjen zgolj infor-
mativno, sicer pa se v nadaljevanju omejimo na obravnavanje ¢asovno
neobcutljivih snovi.
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Vpliv spremenljive temperature na zvezo med napetostjo in
deformacijo

Kakor je bilo Ze omenjeno, so s segrevanjem oziroma ohlajanjem
povezane obcutne spremembe mehanskih lastnosti trdnih teles. Pri
segrevanju se praviloma manjSa modul elasti¢nosti, znizuje se meja
plasticnega tecenja, povecuje pa se duktilnost in sposobnost viskoznega
deformiranja. V mejah normalnih temperatur, v katerih delujejo grad-
bene konstrukcije, te pojave navadno zanemarimo. Ni pa mogoce
zanemariti znane lastnosti vecine trdnih snovi, da se pri segrevanju
raztezajo, pri ohlajanju pa kréijo.

Preglednica 3-1

) FE v oy ar
material

MPa — MPa K1

jeklo 210000 | 0.30 | 240 — 410 | 1.25-107°

aluminij | 72000 | 0.34 50 2.29-107°
baker 115000 | 0.34 120 1.67-107°
beton 21000 | 0.16 — 1.25-107°

Pri obravnavanju vpliva temperaturne spremembe na deformacije je
obicajna predpostavka, da homogena sprememba temperature pri
nepodprtem telesu povzroci le spremembo prostornine, ne pa tudi spre-
membe oblike telesa. Pri vzorcu, na katerem izvajamo enoosni poskus,
lahko opazimo, da sprememba temperature AT povzro¢i spremembo
vzdolzne deformacije elT

el =arpAT. (3.24)

Za vecino materialov je linearni temperaturni razteznostni koeficient
ar v normalnih razmerah prakti¢no neodvisen od mehanske obtezbe
vzorca, pa tudi v odvisnosti od trenutne dosezene temperature se le
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neznatno spreminja. Zato praviloma racunamo kar s konstantno vred-
nostjo koeficienta ap. Vrednosti teh koeficientov so za nekatere naj-
pogostejSe materiale zbrane v preglednici 3-1.

Strizni poskus

Za celovitejsi vpogled v obnaSanje teles pri bolj splosnih napetostnih
stanjih je pogosto treba razen enoosnega narediti Se dodatne poskuse.
Tak je na primer strizni poskus, ki je pomemben predvsem pri zemljinah
in nekaterih anizotropnih snoveh. V odvisnosti od namena preiskave so
nacini izvedbe striznih poskusov raznovrstni; praviloma so zahtevnejsi
od enoosnega nateznega poskusa, rezultati pa manj zanesljivi. Najeno-
stavnejsi je nacin, pri katerem enakomerno debel pravokoten vzorec
obtezujemo s ¢isto strizno obtezbo 7 v ravnini vzorca in merimo pri-
padajoc¢o spremembo pravega kota 7y med stranicama (slika 3.10-a).
Tudi rezultate striznega poskusa navadno prikazemo graficno v tako
imenovanem 7—+ diagramu (slika 3.10-b).

)
~
<

Slika 3.10

Pri konstrukcijskih jeklih je sovisnica med strizno obtezbo 7 in kotno
deformacijo v podobna o—e¢ diagramu. Doloc¢ajo jo znacilne vrednosti:
meja proporcionalnosti 7p, meja elasticnosti 7z, meja tecenja 7p in
strizna trdnost ;.
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

V tem ucbeniku se omejimo le na linearno elasti¢ni del 7—+v diagrama,
kjer je zveza med strizno napetostjo 7 in kotno deformacijo v podana
z enacho

T=Gn. (3.25)

Parameter G imenujemo strizni modul in ga dolo¢imo iz naklona line-
arnega dela 7—+ diagrama (slika 3.10-b)

G =tgd. (3.26)

3.4 Idealno elastiéno telo. Posploseni Hookov zakon

V razdelku 3.3 smo opisali izvedbo enoosnega nateznega poskusa
in pojave, ki jih pri tem lahko opazimo. Pri prakti¢nih nalogah, pri
katerih imamo opraviti z enoosnim napetostnim stanjem, lahko torej
neposredno uporabimo dejanske ali idealizirane o —¢ diagrame, ki smo
jih za uporabljeni material dobili z enoosnimi poskusi. Vendar v praksi
pogosto naletimo na primere, pri katerih je napetostno stanje ravnin-
sko ali prostorsko. Da bi tudi v teh primerih lahko povezali napetosti z
deformacijami, moramo ugotovitve, do katerih smo prisli pri enoosnih
poskusih, posplositi z vpeljavo idealnih trirazseznih teles. Kakor smo
ze povedali, je obicajni postopek naslednji: najprej glede na izkusnje
z obnasanjem vzorcev v razlicnih napetostnih oziroma deformacijskih
obmocjih izberemo funkcijsko obliko zvez med napetostmi, deformaci-
jami, temperaturo in ¢asom. S tem definiramo materialni model obrav-
navane snovi v kvalitativnem pogledu. Parametre, ki dolocajo ta model
tudi kvantitativno, pa dolo¢imo glede na rezultate meritev, in sicer pri
tolikih poskusih, da je zagotovljena predpisana statisticna zanesljivost.

Za obravnavanje elastic¢nih teles privzamemo Cauchyjev model elasti¢ne
snovi, ki je zasnovan na predpostavki, da so komponente o;; napetost-
nega tenzorja o(2) enolicne funkcije komponent ¢;; tenzorja majhnih
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deformacij e(2) T

oij = fij(En) - (3.27)
V kartezijskih koordinatah x, y, z lahko gornjo enac¢bo zapiSemo z vsoto
oij =00+ > Y Cijrir (4,5, k1 =x,y,2). (3.28)

koo

Ce so koeficienti Cijri funkcije napetosti ali deformacij, gre za neline-
arno elastiéno snov. Ce so ti koeficienti Se funkcije koordinat z,y, z,
je snov tudi nehomogena, saj se v tem primeru zveze med napetostmi
in deformacijami spreminjajo od delca do delca. V tem ucbeniku se
omejimo na primer, da so koeficienti C;;;; konstante, kar pomeni, da
obravnavamo linearno elasti¢no, homogeno, vendar zaenkrat anizotrop-
no snov. Simetri¢ni tenzor s komponentami U?j predstavlja zacetne
napetosti, ki pripadajo nedeformirani obliki in velikosti telesa

Jz(')j =0;j(er =0). (3.29)

Najpogostejsi izvor zacetnih napetosti je sprememba temperature telesa
pri preprecenem deformiranju. Znano je, da se trdne snovi pri segre-
vanju raztezajo, pri ohlajanju pa kréijo. Ce zaradi nepodajnosti oko-
lice ali zaradi delovanja zunanje obtezbe deformiranje telesa ni mozno,
se v njem pojavijo zacetne temperaturne napetostit. V nadaljevanju
vzamemo, da so temperaturne zacCetne napetosti premo sorazmerne
spremembi temperature. Ce zacetno temperaturo 7y spremenimo za
AT =T — Ty, pri cemer je deformiranje telesa prepreceno (e = 0),
lahko zacetne napetosti izrazimo takole

0% =By (T —To) = —Bi; AT (i,j=1y,2). (3.30)

t V literaturi je ta model znan kot Cauchyjev model hiperelasti¢ne snovi. V rabi je
tudi Greenov model hiperelasti¢ne snovi, ki pa ga v tej knjigi ne obravnavamo.

t V splosnem bi s koeficienti U?j lahko opisali tudi zaostale napetosti, ki v nedeformi-

rani snovi ostanejo zaradi tehnoloskega postopka pri izdelavi telesa.
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Pri tem so koeficienti f3;; komponente simetri¢nega tenzorja 3(2). To
so numeri¢ne konstante, s katerimi opiSemo vpliv temperaturne spre-
membe na zacetne napetosti. Enacba (3.28) se s tem glasi

0ij = Z ZCMH Ekl — ﬁij AT (331)
k l

Koeficienti Cjjx; tvorijo konstitucijski tenzor 4. reda C(4), ki ima v
trirazseznem prostoru 3* = 81 komponent. Ker povezuje simetri¢na
tenzorja o (2) in £(2), mora biti tudi tenzor C(4) simetricen glede na
indeksa ¢ in j oziroma k in [

Cijii = Cjiki

(3.32)
Cijki = Cijik -

Ob upostevanju simetrije napetostnega in deformacijskega tenzorja
lahko neodvisne komponente obeh tenzorjev razvrstimo v dva stolpca
s po Sestimi elementi in zapiSemo enacbo (3.31) v matri¢ni obliki

(( Oxa ) [ Ca:m:cm Ca:xyy Ca:mzz Cxa:my Oxa:yz Ca:xzm 1 ( €xz )
Uyy O’gymx nyyy nyzz Oyymy nyyz nyzm Eyy
Ozz _ szm:c szyy szzz szmy szyz szzm €2z .
Oxy Ca:y:cm Ca:yyy Cmyzz Ca:y:cy nyyz Cmyza: 2€my
Oyz Cyza:m Cyzyy Cyzzz Cyza:y Cyzyz Cyzzx 2€yz

\ Ozx / —Oza:m:c Oza:yy szzz Oza:my Czacyz szzm 4 X\ 25zm /

( Bz
Byy

/BZZ

s g AT (3.33)

By

\ Bzm

Pri tem smo izkoristili enac¢bi (3.32) in zmanjsali Stevilo neodvisnih

komponent konstitucijskega tenzorja na 36. Enacba (3.33) predstavlja
posplogeni Hookov zakon linearno elastiéne anizotropne snovi. Ce za
stolpec napetosti uvedemo oznako {o}, za matriko snovnih koeficientov
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oznako [c], za stolpec deformacij oznako {e€} in za stolpec temperaturnih
konstant oznako {3}, lahko gornjo ena¢bo zapisemo na kratko

{o} =I[c]{e} —{B} AT . (3.34)

Pri elasti¢ni snovi smo predpostavili enolicno zvezo med napetostmi
in deformacijami, zato je matrika [c] nesingularna in lahko izra¢unamo
njeno inverzno matriko [c] 7. S tem lahko dolo¢imo obrat enacbe (3.34),
kar pomeni, da resimo sistem konstitucijskih enacb (3.33) glede na de-

formacije. Enacbo (3.34) pomnozimo z leve s [c|™*

[c] " {o} =[] '[e] {e} — [c] " {B} AT (3.35)

7 oznakami
[d] = [¢] ™
{a} =[c7" {8}

zapiSemo inverzno obliko enacbe (3.34) takole

(3.36)

{e} = [d] {0} + {a} AT. (3.37)

Podobno kakor v enacbi (3.33) dobimo

( 8.1355 ) -d.T.fE.TCC dm:r:yy d.T.fEZZ dm:r:my d.fE.Z‘yZ d.fE.Z‘Z.Z‘- ( O-.Z'CE )
Eyy dyym:c dyyyy dyyzz dyya:y dyyyz dyyzm Uyy
25my da:yxm da:yyy da:yzz da:ya:y dmyyz dmyzx Oxy
2€yz dyz:m: dyzyy dyzzz dyza:y dyzyz dyzza: Oyz

\ 2€z33 7 —dz:m:a: dza:yy dza:zz dz:m:y dzmyz dzmzm 4 N Ozg /

( amx )
Qyy
Gzz L AT, (3.38)
Oy
Oty
\ Oy
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Drugi ¢len na desni strani enacbe (3.37) oziroma (3.38) predstavlja
?j?
telesu (0;; = 0) zaradi temperaturne spremembe AT

zacetne deformacije 7., ki nastopijo v sicer mehansko neobtezenem

ey; = i AT . (3.39)
Po vzorcu enacbe (3.28) lahko sedaj zapisemo odvisnost deformacij ¢;;
od napetosti 0;; in zacetnih deformacij 52-]-0

Eij = 5% + Z ZDwkl Okl (i7j7 k7l =,Y, Z) . (340>
k l

Pri tem smo z Dj;ji; oznacili komponente inverznega konstitucijskega
tenzorja D(4). Opozoriti moramo, da komponente matrike [d] niso
enake istoleznim komponentam inverznega konstitucijskega tenzorja
D(4). Upostevajoc, da za komponente D;;x; veljajo enake simetrijske
lastnosti kakor za komponente Cjj;

Dijri = Djina

(3.41)
Dijri = Dijik

lahko zveze med komponentami matrike [d] in tenzorskimi komponen-
tami D,y brez tezav dolo¢imo s primerjanjem enacb (3.38) in (3.40)
pri AT = 0. To nalogo prepusc¢amo bralcu.

Vrnimo se k enac¢bi (3.33). Eksperimentalna dolocitev 36 parametrov
Cijr in 6 parametrov 8;; ter prakti¢na uporaba konstitucijske enacbe
(3.33) pri popolnoma splosnem anizotropnem materialu bi bila o¢itno
zelo zapletena, ¢e ne celo neizvedljiva. Zato si oglejmo, kako se po-
sploseni Hookov zakon poenostavi pri ortotropni in kako pri izotropni
snovi. V ta namen moramo najprej ugotoviti, kako se koeficienti Cj;;
in B3;; transformirajo pri zasuku kartezijskega koordinatnega sistema z
bazo e, e,, e, v poljubno novo lego e, e,, e¢, ki je dolocena s trans-
formacijsko matriko [eq;]. Za koeficiente 3;; velja transformacijsko pra-
vilo, ki smo ga izpeljali v poglavju o napetostih in ga zapisali z enacbo
(1.163)
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Baﬂ = ZZB@] €ai €55 (27] =T,Y,%; 0575 = 57777{) : (342>
J

i

To pravilo posplosimo tudi za transformacijo tenzorja C(4), kakor smo
pokazali z enacbo (1.169)

Capvys = Z Z Z Z Cijkiai€sjeykesi
i k1

(i?j7k7l:x7y7z; &7577752677’7()'

(3.43)

Pri povsem sploSnem anizotropnem materialu se pri poljubnem zasuku
koordinatne baze spremenijo vsi koeficienti obeh omenjenih tenzor-
jev. Pri izotropni snovi pa nasprotno vsi koeficienti ostanejo nespre-
menjeni ne glede na zasuk koordinatne baze. Med tema skrajnima
primeroma obstajajo nekateri posebni primeri anizotropije, pri katerih
je mogoce ugotoviti koncno Stevilo znacilnih smeri, v katerih se snov
obnasa izotropno.

Ortotropna snov

Med posebnimi primeri anizotropije je najpomembnejsi primer or-
totropne ali ortogonalno izotropne snovi, za katero je znacilno, da se
obnasa izotropno glede na tri medsebojno pravokotne ravnine.

z

Slika 3.11
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Vzemimo, da so to kar koordinatne ravnine kartezijskega koordinatnega
sistema z bazo e, e,, e,. To pomeni, da se komponente tenzorjev C(4)
in B(2) ne spremenijo, ¢e koordinatno bazo e,, e,, e, zavrtimo za kot
7 okoli katerekoli od koordinatnih osi. Zac¢nimo na primer tako, da
zavrtimo koordinatno bazo za kot 7 okoli osi z v novo lego e¢, e,, e¢
(slika 3.11). Transformacijska matrika, ki pripada temu zasuku, je

€ex  CEgy E¢z -1 0 0
leail = |€nz €ny €nz| =10 —1 0]. (3.44)
€ €y €z 0O 0 1

Pogoj ortotropije izrazimo z zahtevo, da morajo biti pri opisanem za-
suku koordinatne baze istolezne komponente tenzorjev C(4) in 3(2) v
obeh bazah enake. Ob upostevanju transformacijskega pravila (3.43) in
posebne oblike matrike [e,;] lahko hitro ugotovimo, da ostanejo nespre-
menjene vse komponente tenzorja C(4), ki imajo ni¢ ali sodo stevilo
indeksov z. Vsem ¢lenom z lihim Stevilom indeksov z pa obravnavana
transformacija spremeni predznak.

Za komponento Cgeee na primer zahtevamo, da je Ceeee = Chrgze in
dobimo

Ceece = Craz eeneneizber = Cupza - (1) - (1) - 1- (1)
C§§C€ - _C:cmzm = Ugzzx - (345)

Clen Cyy.o je torej lahko kvecjemu ni¢. Na podoben naéin ugotovimo,
da so vsi ¢leni z lihim Stevilom indeksov z enaki nic¢

C:cmyz = O:cmzm = nyyz = nyzm = szyz = szz:c =
Cmyyz = O:cyzm = Cyzm:c = Cyzyy = Cyzzz = Cyzmy = (346)
sz:cm = szyy = Cza:zz = Cz:cmy =0.

Podobno iz enacbe (3.42) sledi, da ostanejo temperaturni koeficienti

Bzzs Byys Bay in B, pri obravnavanem zasuku koordinatne baze ne-
spremenjeni, koeficienta f3,. in 3., pa sta nic
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Byz = Bz = 0. (3.47)

Postopek ponovimo pri zasuku koordinatne baze za kot 7 okrog smeri
y (slika 3.12). Transformacijska matrika je tokrat

-1 0 O
eail=| 0 1 0. (3.48)
0O 0 -1

Slika 3.12

S podobnim sklepanjem kakor v prejSnjem primeru ugotovimo, da
morajo biti ni¢ tudi vsi ¢leni, ki imajo liho Stevilo indeksov y

Cozay = Cyyay = Crzey = Cayoe = (3.49)
nyyy = Cwyzz = Cyzzx = Lzayz = 0

in
Bmy =0. (350)

Zasuk koordinatne baze za kot m okoli smeri & ne pove ni¢ novega.
To pomeni, da dobijo konstitucijske enacbe pri splosnem ortotropnem
materialu naslednjo obliko
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( O-Z'l' ) _C:m:ma: le'yy mezz O 0 O ] ( 51‘1’ )
Oyy Cyyor  Cyyyy Cyyzz 0 0 0 Eyy
Ozz _ szma: szyy szzz 0 0 0 Ezz +
owy [ 0 0 0 Cryzy 0 0 2e gy
Oy 0 0 0 0 Cyzy- 0 2ey,
\ Oy J L 0 0 0 0 0 Corred 26,
( /BCE.Z‘ )
Byy
Bz
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Pri tem moramo poudariti, da gre za material, ki je ortotropen glede
na koordinatne ravnine kartezijskega koordinatnega sistema z bazo
e, €,, €,. Pri ortotropni snovi je torej zveza med napetostmi in de-
formacijami opisana z dvanajstimi mehanskimi in tremi temperatur-
nimi parametri. Kakor vidimo, so normalne napetosti odvisne samo
od normalnih deformacij, strizne napetosti pa le od kotnih sprememb.
Sprememba temperature vpliva le na normalne, ne pa tudi na strizne
napetosti.

Vrednosti dvanajstih mehanskih in treh temperaturnih parametrov, ki
dolocajo zvezo med napetostmi in deformacijami pri ortotropni snovi,
dolo¢imo glede na rezultate eksperimentov. Ker je s poskusi neprimerno
enostavneje izmeriti deformacije kakor napetosti, izrazimo enacbe (3.51)
v inverzni obliki. Glede na posebno obliko enacb (3.51) lahko v skladu
z enacbo (3.38) brez posebne izpeljave zapisemo

( Ezz ) _dmxmx dxmyy dxmzz 0 0 0 7 ¢ Ozx )
Eyy dyyze  dyyyy  dyyz» 0 0 0 Oyy
€2z — dzzma: dzzyy dzzzz 0 0 0 Oz +
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon
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AT . (3.52)

Pri ortotropni snovi upraviceno pricakujemo, da se smeri glavnih nor-
malnih deformacij ujemajo s smermi glavnih normalnih napetosti.
S tem in ob upostevanju zakona superpozicije je mogoce material-
ne parametre ortotropnega modela snovi dolociti kar z enoosnimi in
striznimi poskusi na vzorcu v obliki kvadra, katerega stranske ploskve
so vzporedne z ravninami ortotropije.

Za zacetek vzemimo, da je sprememba temperature AT ni¢, saj so
poskusi praviloma izpeljani pri konstantni temperaturi. Smeri or-
totropije opiSemo s kartezijsko bazo e,, e,, e,. Najprej naredimo
enoosni poskus na vzorcu, katerega vzdolzna os se ujema s smerjo e,.
V obravnavanem obteznem primeru gre torej za enoosno napetostno
stanje, za katerega velja

Ope 70 in Oyy = 0z = Ogy = Oy, = 0,5 =0. (3.53)

Iz dobljenega o —e diagrama odc¢itamo modul elasti¢nosti E, za prvo
smer ortotropije, tako da je

v = By Cou — B, = 7= (3.54)

6%1‘

Z merjenjem precnih deformacij v preostalih dveh ortotropnih smereh y
in z pa dolo¢imo Se koeficienta prec¢ne kontrakcije v, in v,,. Pritem jes
Poissonovim kolicnikom v, opisan vpliv glavne normalne napetosti o,
na glavno precno deformacijo €y,, s kolicnikom v., pa vpliv napetosti
0z Na glavno precno deformacijo ¢,

Vym
Eyy = “Vyzr €xax = — 7 Ouxx
E,
(3.55)
Crr = Vg fye = — 22
zz zx Cxx E, T
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Ker gre za ortotropno snov, koli¢nika v, in v, namre¢ v sploSnem
nista enaka. S primerjavo prvih treh od enacb (3.52) z enaébami (3.54)
in (3.55) dobimo

1 1
Exx = dmxmx Oxx = E Ozx — d:cm:w: = E
T T
U, U,
— _ yxr _ yx
Eyy = dyyazx Opyx = —E— Ogxx — dyya:m = —E— (356)
T T
Vyg Vex
gzz:dzz:cmo-:cm:_E—U:cm — dzz:cm:_E .
T T

Postopek ponovimo pri enoosni obtezbi vzorca v ortotropni smeri e,
pri ¢emer velja

Oyy # 0 in Opg = 0z = Ogy = Oy = 0,5 = 0. (3.57)

Iz dobljenega o —e diagrama odc¢itamo modul elasti¢nosti E, za or-
totropno smer y, izmerimo pa tudi Poissonova kolicnika v, in v,,, ki
opisujeta vpliv glavne normalne napetosti o, na glavni pre¢ni normalni
deformaciji €,, in €,,. Podobno kakor v prejsSnjem primeru dobimo

1 1
Eyy = dyyyy Oyy = E Oyy - dyyyy = E
y y
Vay Vey
Exz = Ayayy Oyy = — E Oyy — doayy = — E (3.58)
Yy y
Vzy Vzy
Erz = (azyy Oyy = — B Oyy - dezyy = — E
Y Y

Konéno naredimo Se enoosni poskus v ortotropni smeri z in podobno
kakor v prejsnjih dveh primerih dobimo

1 1
Ezz = dzzzz Ozz = F Ozz — dzzzz = F
z z
Vgs Vez
Exx = d:cmzz Ozz = — 77 Ozz — d:cmzz - - (359)
E, E,
1% 12
Yz Yz
Eyy = d 0wy = ——-0 — d =7 -
Yy yyzz Ozz zz Yyzz
E, E,
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Koeficiente dgyzy, dyzy- 0 d.z2z, ki povezujejo strizne napetosti s spre-
membami pravih kotov, dolo¢imo s tremi lo¢enimi striznimi poskusi.
Vzemimo, da pravokotni vzorec najprej obtezimo s ¢isto strizno obtezbo
v ravnini, ki jo dolocata ortotropni smeri x in y. Gre torej za ¢isti strig
v ravnini (x,y)

Ozy # 0 in Opg = Oyy = 04y = Oy = 0, = 0. (3.60)
1z dobljenega 7y diagrama, ki v tem primeru predstavlja sovisnico med

delujoco strizno napetostjo 7 = o, in izmerjeno spremembo pravega
kota vy = 2¢e,,, od¢itamo strizni modul G,,. Ker je torej

24y = gwy : (3.61)
Ty

iz primerjave s ¢etrto od enacb (3.52) sledi

1
2oy = doyay 0oy = duyay = - (3.62)
zy
Strizna poskusa v ravninah (y, z) in (2, z) nas na podoben nacin pripe-
ljeta do koeficientov dy.y . in d.z.a

1
2y, = dyoy- Oy — Ayzy> = o

Yz

1 (3.63)
252m = dzmzm Ozx — dzmzm = aq )

zx

kjer sta Gy, in G, strizna modula v obravnavanih ravninah.

Zakon superpozicije omogoca, da vplive vseh Sestih omenjenih obteznih
primerov sestejemo in tako dobimo zveze med napetostmi in deforma-
cijami pri prostorskem napetostnem in deformacijskem stanju.

Temperaturne parametre oz, oy, in o, enostavno dolo¢imo z enim
samim poskusom, pri katerem izmerimo temperaturne deformacije
mehansko neobtezenega vzorca v smereh ortotropije.
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Jasno je, da predstavljajo parametri o, oy, in o, kar temperaturne
razteznostne koeficiente v smereh z, y in z.

S tem smo model linearno elasti¢ne ortotropne snovi umerili (kalibrirali)
glede na dejanske mehanske in termomehanske lastnosti konkretnega
obravnavanega materiala. Kakor vidimo, je model dolocen s tremi mo-
duli elasti¢nosti, Sestimi koeficienti precne kontrakcije, tremi striznimi
moduli in tremi temperaturnimi razteznostnimi koeficienti

L e _
(e E, Ej Ij—qz 0 0 0 (O )
T Vyz L Vyz O O O T
Eyy Ee o By B Tyy
eee \ _ |25 B ®m 0 0 0 oze |
20y 0 0 0 &z 0 0 Oy
Ty
22y 0 0 0 0 g 0 |]%>
T I S T S L]
( (a7 )
Qyy
O‘Sz AT . (3.64)
0
. 0 J

V praksi pogosto uporabljamo nekoliko pripravnejsi Greenov! model
linearno elasti¢ne ortotropne snovi, ki vsebuje dodatno zahtevo, da je
matrika [d] simetri¢na

1% 1%

dyyos = d o e _lw

YYTT TTYY
E. B,
Vag Vgz

dzzma: = dmxzz — Eg: = Ez (365)
Vayy Vyz

dzzyy - dyyzz — Ey - Ez .

Greenov model je torej dolocen le z devetimi neodvisnimi mehanskimi
parametri in s tremi temperaturnimi razteznostnimi koeficienti.

t George Green, angleski mlinar in matematik, 1793-1841.
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Izotropna snov

Povedali smo ze, da pri izotropni snovi mehanske in druge lastnosti niso
odvisne od smeri opazovanja. Gre torej za poseben primer ortotropne
snovi, pri kateri dodatno zahtevamo, da se komponente tenzorjev C(4)
in 3(2) ne spremenijo, ¢e koordinatno bazo e,, e,, e, v katerikoli od
koordinatnih ravnin zavrtimo za poljuben kot ¢ v novo lego e¢, e,, ec.
Najprej vzemimo, da zavrtimo koordinatno bazo e, e,, e, za kot ¢
okrog osi z (slika 3.13).

Slika 3.13

Pripadajoca transformacijska matrika je

cosp singp 0
[ai] = | —singp cosp 0] . (3.66)
0 0 1

Pogoje izotropije izrazimo z zahtevo, da morajo biti istolezne kompo-
nente tenzorjev C(4) in ((2) enake v obeh bazah. Ob upostevanju
simetrijskih pogojev (3.32) dobimo

nggg = Ca:m:m COS4 @Y+ nyyy sin4 @+
(Crayy + Cyyzz +4Cryay) sin ¢ cos? ¢ = Crpwa (3.67)
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Comnn = Crzax sin* © + Cyyyy cos? Y+

(Carayy + Cyyaz +4Cryay) sin? Y cos® @ = Cyyyy (3.68)

Cecee =Crzez (3.69)
Ceenn = (Crzaz + Cyyyy — 4Coyay) sin? ¢ cos? o+

meyy COS4 ®+ nymx Sin4 Y= C:cmyy (370)
Ceecc = Crpzz €08 @ + Cyyzz sin® o = Coyze (3.71)

Conee = (Crzaz + Cyyyy — 4Coyay) sin? ¢ cos? o+

Crayy Sin* ¢ + Cyyuz cos® ¢ = Cyyan (3.72)
Conce = Caazz 8in® @ + Cyyzz cos” = Oy (3.73)
Cecee = Crzan €08 + Coyy sin® ¢ = Ciray (3.74)
Ceenn = Clrzpa SN @ + Oy c08” 0 = Chryy (3.75)

Cfnﬁn = (C.’m:(m: + nyyy - Cmyy - nym) sin? © cos? o+
Coryzy (sin4 ©—2 sin? pcos® @ + cos? ) = Cryzy (3.76)

Chene = Cyzyz cos’ o+ Crzaz sin® o =Clyzyz (3.77)
Ceece =Craza cos® @+ Coyzy sin® ¢ =Crpzz - (3.78)

Kakor vidimo, je enacba (3.69) izpolnjena pri vsakem kotu . Sicer pa
zaCnimo z enacbo (3.71), iz katere sledi enakost

Do enake ugotovitve pripelje tudi enacba (3.73). Podobno dobimo iz
enacb (3.74) in (3.75) enakost

sz:cm = Lzzyy (380)
iz enacb (3.77) in (3.78) pa sledi

Croze = Cyzyz . (381)
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Z medsebojnim odstevanjem enac¢b (3.70) in (3.72) dobimo se
Cuzyy = Cyyas - (3.82)

Ce ob upostevanju enakosti (3.82) odstejemo enacbo (3.68) od enacbe
(3.67), sledi
Cuozaz = Cyyyy (3.83)

Preostane le Se enacba (3.76), ki jo ob upostevanju enacb (3.82) in
(3.83) lahko zapisemo takole

1 .
Q(Cmm — Crayy) — Cayzy sin®2p = 0. (3.84)
Iz pogoja, da mora biti gornja enacba izpolnjena pri poljubnem kotu
p, sledi zveza

Za temperaturne koeficiente so pogoji izotropije izrazeni z enac¢bami

566 = Bmx Cosz @ + Byy SiIl2 Y = 633:1: (386)
By = Baa sin? © + Byy cos> © = Byy (3.87)
Bee = Baz - (3.88)

1z enacb (3.86) in (3.87) sledi enakost

5xm = Byy s (389)

enacba (3.88) pa je izpolnjena pri vsakem kotu ¢.

Kot naslednjo moznost vzemimo zasuk koordinatne baze e, e,, e,
okrog smeri y za poljuben kot ¢ v novo lego e¢, e,, e; (slika 3.14).
Pripadajoca transformacijska matrika je

cose 0 —singp
[eai] = 0 1 0 . (3.90)
singp 0 Cos ¢
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Slika 3.14

S podobnim sklepanjem kakor v prejsnjem primeru pridemo do nasled-
njih novih enakosti

Ozzzz = szm:c + 2Cz:cz:c

in

Tretja moznost, ki se nanaSa na poljuben zasuk koordinatne baze
e, €y, €, okrog smeri x, ne pove ni¢ novega. Ob upoStevanju enacb
(3.79) do (3.92) se lahko hitro prepricamo, da je mogoce konstitucijski
zakon linearno elasti¢ne izotropne snovi izraziti s tremi neodvisnimi
materialnimi parametri. Zaradi enostavnejSega zapisa vpeljemo nove
oznake

A= Cmccyy = C:cmzz = Oyyzz = ny:w: = szm:c = szyy (393)
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

M= Oﬂcywy = Cyzyz = Cza:za: (394)

BT = 53% = Byy = Bzz . (395)

Parametra p in \ sta znana kot Laméjevi’ konstanti linearno elastic-
ne izotropne snovi. Konstitucijske enacbe izotropne linearno elasticne
snovi preidejo s tem v naslednjo matri¢no obliko

( Opz ) T2+ A A A 0 0 07 ( €zz
Oyy A 2+ A A 0 0 0 Eyy
0.2 | A A 2u+X 0 0 0 €2z |
oxy [ 0 0 0 w 0 0 264y
Oy 0 0 0 0 p O 2ey,
\ Oz J L 0 0 0 0 0 wpd \2e,,)
( BT )
Br
BOT AT . (3.96)
0
. 0 J

Z uporabo oznake I§ za prvo invarianto tenzorja majhnih deformacij
IT =€exg+eyy +622 (3.97)
lahko enac¢be (3.96) zapisemo takole

Ope = 2l Ezq + N[ — BT AT
Oyy = 2p€yy + AT — Br AT

Oz =2pE,, + )‘]15 — Br AT
(3.98)
Ouy = 2 Exy

Oyz = 2L €y

Org = 2UEg -

t Gabriel Lamé, francoski inzenir, 1795-1870.
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Parametre p, A in S doloc¢imo s poskusi. Pri tem se izkaze, da je za
dolocitev parametrov g in A pri izotropnem linearno elasti¢cnem mate-
rialu dovolj, ée poznamo rezultate enega samega enoosnega poskusal.
Ker so pri izotropnem materialu vse smeri enakovredne, lahko vzorce
odvzamemo v poljubnih smereh. Za rezultate enoosnega poskusa
vzemimo, da se nanasajo na vzdolzno smer e,, tako da je

Opz 70 in Oyy = 02z = Ogy = Oyy = 0,5 = 0. (3.99)
Iz dobljenega o —¢ diagrama odc¢itamo modul elasti¢nosti F, tako da

velja
Opz = Féegs . (3.100)

Izmerimo tudi koeficient preéne kontrakcije v, ki je zaradi izotropije
enak v vseh smereh. Pre¢ni deformaciji €, in €., sta zato enaki

Eyy = €22 = —VEqgy . (3.101)
Prva invarianta deformacij je tako
IT =g +eyy+ 620 = (1 —20) g4 (3.102)

Zapisimo sedaj prvo in drugo od enacb (3.98) za izotermni primer
(AT = 0). Ob upostevanju enac¢b (3.100) in (3.102) dobimo

Oz = 2z + AN[ = €220+ A1 —2v)] = Ecyy

(3.103)
Oyy =2y + N[ = 5[ —2pv + A1 —2v)] = 0.
Zanima nas le primer, da je €, # 0, zato sledi
2u+X1—-2v)=F
wt Al = 20) (3.104)

—2uv +A(1—-2v)=0.

t Praviloma gre pri tem za veCje Stevilo meritev, iz katerih so z ustreznimi
statisti¢nimi metodami dolocene dovolj zanesljive vrednosti mehanskih parametrov obrav-

navanega materiala (modul elasti¢nosti, Poissonov koli¢nik, meja plasti¢nega tecenja,...)
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Od tod brez tezav izrazimo Laméjevi konstanti p in A z elasticnim
modulom FE in Poissonovim koli¢nikom v

E _ Ev
= 10 in A= EDEDE (3.105)

V enacbah (3.98) smo izrazili napetosti kot funkcije deformacij in spre-
membe temperature. Pri stevilnih mehanskih nalogah pa je ugodneje,
¢e poznamo deformacije v odvisnosti od napetosti in temperaturne spre-
membe. V obravnavanem primeru je izpeljava inverzne oblike enacb
(3.98) zelo preprosta. Najprej sestejmo prve tri od teh enacb. Ob upo-
Stevanju definicije prvih invariant napetosti I{ in deformacij I7 dobimo

Opz + Oyy + 02 =17 = 2u+ 3N)IT — 301 AT. (3.106)

Ce v skladu z enacbama (3.105) izrazimo Laméjevi konstanti p in A z
elasticnim modulom E in Poissonovim koli¢cnikom r, dobimo enakost

2 3\ = 3.107
ot Y (3.107)
in iz enacbe (3.106) sledi
1-2
I = Y (I + 381 AT) . (3.108)
Iz prve od enacb (3.98) lahko sedaj dolo¢imo deformacijo &,
1+v v, 1-2v

1z gornje enacbe lahko tudi razberemo pomen temperaturnega parame-
tra Bp v odvisnosti od temperaturnega razteznostnega koeficienta ar.
Ker pri neobtezenem vzorcu (o;; = 0) spremembi temperature AT v
skladu z enacbo (3.24) ustreza deformacija ., = ar AT, sledi

ar. (3.110)
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Podobno kakor v ena¢bi (3.109) lahko z napetostmi izrazimo tudi de-
formaciji €,, in €,,, obrat zadnjih treh od enacb (3.98) pa je sploh
preprost. Tako dobimo sistem Sestih Neumann'—Duhamelovih? enach
linearno elasti¢ne izotropne snovi v inverzni obliki

1+v v

Epw = I Opw — Elf+aTAT
14+v v
Eyy = Tayy — Elf + OéTAT
14+v v
€ry = I O — E]f + ar AT
. (3.111)
Coy =~ Tay
14+v
€y: =~ Oyz
14+v
Ezx = E Ozx -
Enacbe (3.111) pogosto srecamo tudi v naslednji obliki
1
Eqp = z [am —v(oyy + azz)} +ar AT
1
Eyy = = [ayy —v(o,, + am)} +ar AT
1
&= % [azz —v(0zz + ayy)} + ar AT
1 (3.112)
Exy = ﬁ Oxy
1
Eyz = ﬁ Oyz
1
Erx = ﬁ Ozx -
Pri tem smo vpeljali obicajno oznako GG za strizni modul materiala
E
G=p=———. 3.113
F= o0+ (3.113)

t Carl Gottfried Neumann, nemski matematik, 1832-1925.
i Jean Marie Constant Duhamel, francoski matematik, 1797-1872.
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

S sistemom linearnih algebrajskih enacb (3.98) oziroma z njegovo in-
verzno obliko (3.111) smo med seboj povezali deformacije, napetosti
in spremembo temperature. Oba omenjena sistema lahko na kratko
zapiSemo z enacbama

045 = 2,u €ij + )\1185” — BTATé’Lj

14v (i,j =z,y,2) (3.114)

62']' = TO'ij — Zlféw + OéTATéij .

E
Pri tem sta I{ in I{ prvi invarianti tenzorja napetosti oziroma tenzorja
majhnih deformacij

If = Z Zaijéij Ils = ZZ&?M&Z’]’ . (3115)
% J ) J

Pri izpeljavi konstitucijskih ena¢b smo z vpeljavo Cauchyjevega ma-
terialnega modela izhajali iz splosnega primera elasti¢ne anizotropne
snovi. V drugem koraku smo se omejili na ortotropno snov in pokazali
postopek dolocitve koeficientov konstitucijske matrike za ta primer. Z
nadaljnjo omejitvijo na linearno elasti¢no izotropno snov smo ugotovili,
da so sovisnosti med deformacijami, napetostmi in spremembo tempe-
rature v tem primeru opisane z zgolj tremi materialnimi parametri F,
v in ap, ki jih razmeroma preprosto dolo¢imo z enoosnim poskusom. V
primeru, da bi se Ze vnaprej zanimali le za izotropno, linearno elasti¢no
snov, bi lahko konstitucijske enacbe (3.111) izpeljali na dosti krajsi in
preglednejsi nacin. Izpeljava je prikazana v Zgledu 3.2.

Dodajmo Se nekaj pojasnil v zvezi s hidrostaticnimi in deviatori¢nimi
napetostmi ter ustreznimi deformacijami. Tenzor napetosti smo raz-
stavili na hidrostatic¢ni del 05 in deviatoricni del s;; z razcepom

1
Oij = ag + 845 oziroma i =3 I76:5 + sij, (3.116)

pri ¢emer je hidrostati¢ni del definiran s povpreéno normalno napetostjo
30 = I7. Podobno tudi tenzor majhnih deformacij razcepimo na
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

hidrostaticni ali sferi¢ni del 55 in deviatoricni ali distorzijski del d;;
H . 1.
€ij = gij + dz‘j 0zZz1roma iy = g Iléz-j + dij . (3117)

Kakor vemo, je pri majhnih deformacijah s prvo invarianto tenzorja
deformacij izrazena specificna sprememba prostornine ey = I7. Sedaj
lahko enac¢bi (3.116) in (3.117) zapiSemo v naslednji obliki

045 = O'Haij + Sij (3.118)
1
€ij = 3 evoij +dij . (3.119)

V nadaljevanju se omejimo na izotermni primer (A7 = 0) in vstavimo
zvezo (3.119) v prvo od konstitucijskih enacb (3.114)

1 1
Oij =2/ (g evoij + dij) + Aeydi; = 3 (24 3X) evdi; +2pd;;

(3.120)
Uporabimo enakost (3.107) in dobimo

Uij =

——— ey 0 +2ud;; . 121
3(1_2V)EV .7+ 2 J (3 )

Ulomek v prvem ¢lenu na desni je v mehaniki linearno elasti¢ne zvezne
snovi znan kot prostorninski modul (bulk modulus) K

E
K = TR (3.122)

S tem lahko enacbo (3.120) zapiSsemo v naslednji obliki
045 = K(ivéij -+ 2# dij . (3123)

Spomnimo se povezave (3.108) med prvima invariantama napetosti in
deformacij, ki se v izotermnem primeru (AT = 0) glasi

1-2
IF = T” 0. (3.124)
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

Ker je I§ = ey in If = 30 lahko piSemo

3(1 -2
ey = %aﬂ, (3.125)

oziroma glede na definicijo prostorninskega modula K

UH

Ob upostevanju zveze (3.123) lahko sedaj enacbo (3.118) zapisemo v

zelo zgovorni obliki

o0y + 51y = Kevoij + 2udij (3.128)

kjer je
05 = o5, = Keydy; (3.129)
Sij = 24t dij - (3.130)

Prisli smo do druga¢nega zapisa ze znanega dejstva, da je pri izotrop-
nem, idealno elasticnem telesu hidrostaticni del napetostnega stanja
povezan zgolj s specificno spremembo prostornine, deviatori¢ni del pa

le z distorzijskim delom deformacijskega stanja, torej s spremembo ob-
like.

Na kratko se §e pomudimo pri enacbi (3.126), ki je po obliki in vsebini
podobna Hookovemu zakonu, saj deformacijski parameter €y povezuje

H  sorazmernostni faktor pa pred-

s povprecno normalno napetostjo o
stavlja materialna konstanta K. Ista enac¢ba v obliki (3.125) tudi pove,
da lahko koeficient precne kontrakcije v zavzame vrednosti med 0 in 0.5

0<v<—. (3.131)

N —

Pri v < 0 bi namre¢ pri enoosni natezni obremenitvi podolgovatega
vzorca raztezku v vzdolzni smeri ustrezal raztezek tudi v precnih
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3.4 Idealno elasticno telo. Posploseni Hookov zakon

smereh, kar bi bilo v nasprotju z osnovno fizikalno lastnostjo trdnih
teles, da se upirajo spremembi prostornine. Prav tako bi pri v > 0.5
dobili fizikalno nesprejemljiv rezultat, da bi se v povprecju natezno
obtezenemu elementu telesa prostornina zmanjsala, ali obratno, da bi
se tlacno obtezenemu elementu prostornina povecala.

Tako ravnotezne kakor tudi kinematicne enacbe, ki smo jih spoznali v
prvih dveh poglavjih, smo razen v skalarni zapisali tudi v vektorski ob-
liki. Zaradi enostavnejSega dela pri nekaterih izpeljavah, ki nas ¢akajo v
nadaljevanju, je smiselno v vektorski obliki zapisati tudi konstitucijske
enacbe. Enacbi (3.114) pomnozimo z e; in seStejemo po j

Z 0;5€5 = 2uZ€ije]’ + )\Ila Z 52']'8]' — 5TATZ (5ijej
J J J J

Zgijej = HTV Zaijej — %If Z(Sijej + aTATZ(Sijej .
J J J J

(3.132)
Ker je
Y oije; =0, D eijej=e; in ) djej=e;,
j j j
(3.133)

dobijo konstitucijske enacbe naslednjo vektorsko obliko

g; = 2,u€1 + )\Ila e;, — 5TATei

14+v
g; =

(i=zy,z) (3.134)

E g; — %If ei+aTATei.

Na podoben nacin lahko v vektorski obliki zapisemo enacbi (3.118) in
(3.119)
o, = O'ZH +s;

3.135
€;, = ef{ +d;, ( )

kjer pomeni
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

H _ H, _ _H e o Hy
o, = g o€ =0 E dije; =0 e;
J J
S; = E sijej
J
1 1
H _ H_, _ P .
g = E £i;€j = §5V E dije; = 35Vez
J J

di = Z dijej .
J

Ob upostevanju vsega povedanega brez tezav zapiSemo v vektorski ob-
liki tudi konstitucijski zvezi (3.129) in (3.130)

(3.136)

H _

g;

Kevye;
(3.137)

Za kasnejso rabo zapiSimo v vektorski obliki Se prvi invarianti napetost-
nega in deformacijskega tenzorja ter njuna prirastka pri infinitezimalni
spremembi napetostnega oziroma deformacijskega stanja

Iszai-ei d]f:Zda'zez
i = ' (3.138)

If:Zsi-ei d]f:Zdezez

3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

V razdelku 3.3 smo pri sploSnem opisu znacilnega o —e diagrama
s tocko T' oznacili mejo med elasti¢nim in elasticno—plasticnim delom
o —¢e diagrama in jo imenovali meja tecenja. Pri nekaterih materi-
alih, na primer pri mehkem jeklu, je ta meja zelo izrazita in jo je
mogoce razmeroma nhatancéno dolociti. Pri Stevilnih drugih materi-
alih (visokovredno jeklo, aluminij, beton, ...) pa je meja tecenja man]
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

poudarjena in jo je pogosto mozno zgolj oceniti glede na obnaSanje
vzorca pri zaporednem obremenjevanju in razbremenjevanju.

V praksi obicajno vzamemo, da je meja plasticnega tecenja pri kovi-
nah doloc¢ena z vzdolzno plasti¢no deformacijo 0.1 + 0.2 % (slika 3.15).
V nadaljevanju obravnavamo le snovi, pri katerih je meja tecenja pri
enoosnem napetostnem stanju nedvoumno dolocena in v o—¢ diagramu
definirana z napetostjo oy .

HFO.I%O.Z%
Slika 3.15

V prejsnjem razdelku smo z enacbami (3.98) do (3.138) vpeljali sovis-
nosti med napetostmi in deformacijami za splosni primer prostorskega
napetostnega in deformacijskega stanja v linearno elasticnem obmocju
izotropne snovi. Iz 0 —e diagrama sledi, da se snov linearno elasti¢no
obnasa le v dolotenem napetostnem obmocju, ki je pri enoosnem
napetostnem stanju omejeno z vrednostjo normalne napetosti na meji
tecenja oy . S tem v zvezi se zastavi vprasanje, kako je linearno elasti¢no
obmocje omejeno pri prostorskem napetostnem stanju. Jasno je, da je
v tem primeru meja med elasticnim in plasticnim obmoc¢jem odvisna
od vseh Sestih komponent tenzorja napetosti, s katerim je opisano
napetostno stanje obravnavanega delca.

Zamislimo si Sest-dimenzijski napetostni prostor s koordinatami o,
Oyys Ozz, Oxy, Oyz, O2z. Vsako mozno napetostno stanje delca je opi-
sano s tocko v tem napetostnem prostoru. Vzemimo, da je delec v
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

0
ij
po svoje, naraScajo v odvisnosti od nacina obtezevanja telesa. Defor-

zaCetku neobremenjen (0. = 0), nato pa napetosti, v splosnem vsaka
macije so sprva v celoti elasti¢ne, pri dolocenem napetostnem stanju pa
se pojavijo tudi nepovratne, torej plasticne deformacije. Za vecino kon-
strukcijskih materialov (Se posebej za kovine) velja, da povisana tem-
peratura pospesuje zacetek plastifikacije. To lastnost s pridom izkoristi
na primer kovac, ki jeklo mo¢no segreje in ga nato z lahkoto plasti¢no
preoblikuje. Kriticno kombinacijo napetosti, pri kateri pri tempera-
turi 7' pride do prehoda iz elasti¢nega v plasticno stanje, zapiSemo v
matematicni obliki z enacbo

f(0i, T)=0. (3.139)

V privzetem napetostnem prostoru predstavlja enacba (3.139) druzino
sklenjenih hiperploskev. Vsaki temperaturi 7' pripada namrec¢ v splos-
nem drugacna hiperploskev. Oblika in parametri funkcije f so odvisni
od vrste obravnavane snovi. Ce napetostno stanje pri temperaturi T
zadoSca neenacbi

floi,T) <0, (3.140)

je delec Se v elasti¢nem stanju, pri f(o;;,T) = 0 pa pride do prehoda iz
elasticnega v plasti¢no stanje. Omenjena hiperploskev torej razmejuje
elasticno od plasticnega obmocja pri temperaturi T'. Zato jo imenu-
jemo ploskev plasti¢nega tecenja, funkcijo f(o;;,T) funkcija plasticnega
tecenja, enacbo (3.139) pa pogoj oziroma kriterij plasticnega tecenja
ali na kratko pogoj tecenja. V nadaljevanju obravnavamo izotermni
primer, ko je temperatura ves cas enaka zacetni temperaturi delca.
Zato imamo opraviti le z eno ploskvijo tecenja in pogoj tecenja preide
v enostavnejso obliko

f(oij) =0. (3.141)

V tem delu se omejimo na opis plasticnega obnasanja izotropnih snovi,
pri katerih mehanske lastnosti niso odvisne od izbire koordinatnega si-
stema. Zato lahko pogoj tecenja zapiSemo v odvisnosti od glavnih nor-
malnih napetosti 011, 022, 033 ali v odvisnosti od invariant napetost-
nega tenzorja I7, I3, I3.
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Haigh—Westergaardov napetostni prostor

Zelo pripravno je, ¢e se odlo¢imo za opis napetostnega stanja delca v
Haigh'~Westergaardovem* napetostnem prostoru, ki ga dolo¢ajo glavni
vektorji eq, es, es obravnavanega napetostnega stanja. V tem prostoru
je vsako mozno napetostno stanje opisano s tocko, ki je doloc¢ena s
tremi glavnimi normalnimi napetostmi o1, 022, 033 (slika 3.16). Tak
nacin opisa omogoca tudi geometrijsko ponazoritev razlicnih napetost-
nih stanj in ploskev tecenja.

I (011,022,033) o 95~
W=~
X023
. 6(0/./ =
w2 02?

Slika 3.16

V Haigh—Westergaardovem napetostnem prostoru zapiSemo pogoj pla-
sticnega tecenja z enacbo

f(o11,022,033) = 0. (3.142)

Vpeljava Haigh—Westergaardovega napetostnega prostora omogoca tudi
nekoliko podrobnejso opredelitev oblike in lege ploskve tecenja. Naj bo
napetostno stanje opisano s tocko T, s koordinatami o171, 022, 033. Lega
tocke T, v Haigh—Westergaardovem prostoru je dolo¢ena s krajevnim
vektorjem p,

Po =o011€1 +020€5 + 033€3. (3143)

t Bernard P. Haigh, angleski mehanik, 1884-1941.
i Harald Malcolm Westergaard, danski inzenir in mehanik, 1888-1950.
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

V razdelku 1.12 smo dolocili napetosti v oktaedrski ravnini. Normala
e, oktaedrske ravnine II,

1
e, = ﬁ(el + ey +e3) (3.144)

ocitno doloca smer prostorske simetrale Haigh—Westergaardovega nape-
tostnega prostora, ki je podana z enacbo

011 — 0922 — 033 . (3145)

Primerjava enacb (1.278) in (3.143) pokaze, da je krajevni vektor p.
premosorazmeren napetostnemu vektorju o,, ki pripada oktaedrski
ravnini skozi obravnavani delec

po =V30,. (3.146)

Vektor p, razstavimo na njegovi komponenti p, in p; glede na okta-
edrsko ravnino skozi tocko T, . Pri tem lezi vektor p, na prostorski
simetrali e,, vektor p; pa v obravnavani oktaedrski ravnini (slika 3.16)

Po = Po + Pt . (3.147)

Projekcijo vektorja p, na smer prostorske simetrale e, lahko izrazimo

s hidrostati¢no napetostjo o

1
pa-eozﬁ(an—f—agg—kagg):\/gaH. (3148)
Vektor p, je zato

Po =V3ole, = of(e; + ey + es). (3.149)

Vektor p; dolo¢imo iz enach (3.147), (3.143) in (3.149) in ob uposteva-
nju enacb (1.266) dobimo

Pt = Po — Po = (011 —UH)el + (022 —UH)ez + (033 —UH)es

Pt = S11€1 1+ S22€2 + S33€3. (3.150)
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Velikost vektorja p; lahko ob upostevanju enacb (3.150) in (1.285)
izrazimo z glavnimi deviatori¢nimi normalnimi napetostmi s11, S22, S33
oziroma s strizno napetostjo 7, v oktaedrski ravnini

pr=pel = /e Pt = \/sh + sy + 535 = V37, (3.151)

1z enacbe (3.149) sledi, da je hidrostati¢ni del napetostnega stanja, ki je
predstavljeno s tocko T, doloc¢en z vektorjem p, na prostorski simetrali
napetostnega prostora. Prostorsko simetralo (017 = 092 = 033) zato
imenujemo tudi hidrostaticna os. Deviatori¢ni del pa je, kakor kaze
enacba (3.150), dolocen z vektorjem py, ki lezi v oktaedrski ravnini skozi
tocko T,. Zato to ravnino imenujemo deviatorska ravnina. Enacba
deviatorske ravnine v napetostnem prostoru je

O11 +022+0'33=30H. (3.152)

Deviatorsko ravnino, ki gre skozi koordinatno izhodis¢e (011 + 022 +
o33 = 0), imenujemo Il-ravnina.

Kakor smo povedali Ze v splosnem delu, je za nekatere trdne snovi (pred-
vsem za kovine) znacilno, da pri hidrostati¢nem napetostnem stanju ne
pride do pojava plasticnih deformacij tudi pri zelo visokih vrednostih
hidrostati¢ne napetostif. Za to skupino snovi, ki jih imenujemo hidro-
staticno neobcutljive snovi, je upravicena predpostavka, da na zacetek
in razvoj plasticnih deformacij vpliva le deviatori¢ni del napetosti. To
nadalje pomeni, da je odlocitev o tem, ali je pri napetostnem stanju,
opisanem s tocko T, prislo do plastifikacije ali ne, odvisna le od velikosti
vektorja p;, ne pa tudi od vektorja p,. Ploskev plasti¢nega tecenja, ki je
v Haigh—Westergaardovem prostoru opisana z enacbo (3.142), je torej
cilindri¢na, njene tvorilke pa so vzporedne s prostorsko simetralo e,.

t Ameriski raziskovalec Percy W. Bridgman (1882—-1961) je leta 1952 ugotovil, da v
jeklenem vzorcu pri hidrostati¢nem tlaku 25000 barov (2500 MPa) Se ne pride do zacetka

plastifikacije, Ceprav je meja teCenja pri enoosnem poskusu okrog 300 MPa.
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Navedene ugotovitve so pomembne pri iskanju funkcijskih oblik pogojev
tecenja razlicnih snovi. Pri tem gre namre¢ za nedolocen problem,
saj mora pogoj tecenja povezati tri koordinate o1, 092, 033 Haigh—
Westergaardovega napetostnega prostora z enim samim podatkom, to je
mejo tecenja oy pri enoosnem poskusu. Pogoji tecenja torej predstav-
ljajo le empiriéne domneve (hipoteze) o zacetku plastifikacije razliénih
snovi in je njihovo ustreznost treba potrditi s poskusi.

Primerjalna ali ekvivalentna napetost

Pri enoosnem napetostnem stanju je zacetek plasticnega tecenja eno-
licno dolocen z mejo tecenja oy. Pri prostorskem napetostnem sta-
nju je prehod iz elasticnega v plasticno podrocje opisan s pogojem
tecenja (3.141). Pogoj tecenja lahko razumemo kot domnevo, da pride
do zacetka plasticnega tecenja tedaj, ko neka funkcija kombinacije
napetosti f*(o;;) > 0 doseze dolo¢eno, od vrste snovi odvisno, pozi-
tivno vrednost kg

f(oij) = ks. (3.153)

Funkcijo kombinacije napetosti f*(o;;), ki nastopa v tem pogoju,
imenujemo primerjalna ali ekvivalentna napetost o. in predstavlja
mero za napetostno stanje, ki jo lahko primerjamo z eksperimentalno
dolo¢enim snovnim parametrom kg. Pri izotropnih snoveh praviloma
vzamemo za snovni parameter kar mejo tecenja pri enoosnem poskusu:
ks = oy. Pogoj tecenja lahko s tem v splosni obliki zapiSemo takole

o = f*(0ij) =0y . (3.154)
Ce je 0. < oy, je obravnavani delec snovi v elastiénem stanju, pri
0. = Oy pa se zacne plasticno tecenje.

V Haigh—Westergaardovem prostoru je primerjalna napetost o, izraze-
na z glavnimi normalnimi napetostmi 011, 022, 033. UpoStevaje ugo-
tovitev, da hidrostaticne napetosti ne vplivajo na zacetek plasticnega
tecenja, nastopajo v izrazu za primerjalno napetost le deviatoricne

326



3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

napetosti. V skladu z enacbo (1.264) lahko primerjalno napetost o,
zapiSemo kot funkcijo napetostnih razlik

O = fl* [(0'11 — 0'22), (0’22 — 0'33), (0’33 — 0'11)] . (3155)

V primeru, da je meja tecenja v tlaku po velikosti enaka meji tecenja v
nategu, je 0 —e diagram antisimetricen. To pomeni, da se primerjalna
napetost o, ne sme spremeniti, ¢e se spremenijo predznaki spremenljivk
(011 — 022), (022 — 033), (033 — 011). Enacba (3.155) preide tedaj v
naslednjo obliko

oc = fi (|lo11 — 022, |o22 — 033|, |033 — 011]) - (3.156)
Prizmati¢na ploskev tecenja, ki je v tem primeru doloc¢ena z enacbo
fi (lo1n — 02|, |022 — 033|,[033 — 011]) =0y =0, (3.157)

je simetricna tako glede na pozitivne, kakor tudi glede na negativne
smeri napetostnih koordinatnih osi o011, 022, 033. Presecna krivulja
ploskve tecenja z oktaedrsko ravnino je zato prav tako simetricna glede
na pravokotne projekcije napetostnih osi na oktaedrsko ravnino (slika
3.17).

ODb upostevanju enacb (1.270)—(1.284) lahko primerjalno napetost izra-
zimo tudi v eni od naslednjih oblik

Oe = f;(sn, S22, 833)
o = f5 (I3, 13) (3.158)

e = fi(75).

Obravnavamo torej primer, omejen z naslednjimi predpostavkami: (i)
snov je izotropna, (ii) hidrostati¢no napetostno stanje ne vpliva na
zacetek plastifikacije, (iii) meja plasticnega tecenja v nategu je po
velikosti enaka meji plasticnosti v tlaku. V tem primeru je ploskev
plasticnega tecenja cilindri¢na, njene tvorilke so vzporedne s prostorsko
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simetralo Haigh-Westergaardovega napetostnega prostora, presecna
krivulja te ploskve z deviatorsko ravnino pa je simetricna glede na pra-
vokotne projekcije napetostnih osi na deviatorsko ravnino.

Slika 3.17

Na gornjih ugotovitvah temeljita dve osnovni hipotezi o zacetku
plasticnega tecenja, ki sta primerni predvsem za kovine. To sta
Trescov’ in Von Misesovt pogoj plasti¢nega tecenja.

Trescov pogoj plasticnega tecenja

Trescov pogoj plasticnega tecenja (1864) je prvi znani kriterij za nastop
plasticnih deformacij pri prostorskem napetostnem stanju. Izhaja iz
domneve, da v obravnavani tocki telesa pride do plastifikacije tedaj, ko
najvecja strizna napetost |7,,q.| doseze doloceno, od vrste snovi odvisno
vrednost kp. Zato za Trescov pogoj tecenja pogosto uporabljamo tudi
izraz pogoj najvecje strizne napetosti. Upostevajo¢ enacbe (1.244) za

t Henry Eduard Tresca, francoski mehanik, 1814—1885.
i Richard Von Mises, nemski matematik in mehanik, 1883—-1953.
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

dolocanje ekstremnih striznih napetosti lahko Trescov pogoj tecenja
zapiSemo v naslednji obliki

1 1 1
max 5‘0’11—0’22‘, 5’0’22—0’33’, 5’0’33—0’11’ :kT. (3159)

Ce razvrstimo glavne normalne napetosti po velikosti
011 > 022 = 033, (3.160)

preide Trescov pogoj tecenja v enostavno obliko
1
Tmaz = 5(011 —033) = k. (3.161)

Materialni parameter k7 doloc¢imo iz pogoja, da mora pogoj tecenja ve-
ljati tudi pri enoosnem napetostnem stanju, kjer je zacetek plastifikacije
dolocen z mejo tecenja oy . Ce vzamemo primer 11 # 0, 092 = 033 = 0,
pride do zacetka plastifikacije, ko je o011 = oy. Zato je

br = (3.162)

in Trescov pogoj je
011 — 033 =0y . (3.163)

Leva stran enacbe (3.163) predstavlja Trescovo primerjalno napetost

0'T=0'11 — 033 . (3164)

e

V splosnem ni nujno, da bi bile glavne normalne napetosti razvrséene po
velikosti. Zadregi se izognemo tako, da ob upoStevanju enacbe (3.156)
zapisemo Trescov pogoj v splosnejsi obliki
2 2 2
(011 — 022)" — 0%} [(022 —033)" — 0%} [(033 —o11)” — 05%] =0.

(3.165)
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

V geometrijskem pogledu predstavlja Trescov pogoj tecenja v obliki
(3.165) pravilno Sesterokotno prizmo, katere vzdolzna simetrijska os
se ujema s hidrostaticno osjo Haigh—Westergaardovega prostora (slika
3.18-a). Presecni lik ploskve tecenja z deviatorsko ravnino je pravilni
Sesterokotnik, vértan kroznici s polmerom p; = \/ﬁ oy (slika 3.18-b).

(a)

TRESCA

Slika 3.18

Oglejmo si Se primer ravninskega napetostnega stanja (o92 = 0), pri
katerem je geometrijska upodobitev pogoja tecenja Se bolj nazorna.
Trescov pogoj tecenja lahko v obravnavanem primeru zapisemo v skladu
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z enacbo (3.165) takole
(Ufl _‘752/) (‘7??3_032/) [(011 —033)2—05%] =0. (3.166)
033

O33= 0y

AN
011= 0y

01— 0y
o)
e
o
ys

OU33= 0Oy

Slika 3.19

V 2-D napetostnem koordinatnem sistemu s koordinatama o171, o033
predstavlja pogoj (3.166) Sest enacb premic:

011 — Oy
011 = — 0Oy
osm = oY (3.167)
033 — — 0Oy
011 — 033 = Oy
011 — 033 — Oy .
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Te premice omejujejo Sesterokotno obmodcje v ravini (011, os3) (slika
3.19). Napetostna stanja, ki so opisana s tockami znotraj tega obmocja,
so elasti¢na, rob pa predstavlja mejo med elasticnim in plasti¢nim sta-
njem snovi.

Kakor vidimo, je Trescov pogoj plasti¢nega tecenja zelo preprost. Nje-
gova pomanjkljivost je v tem, da pri prostorskem napetostnem stanju
srednja glavna normalna napetost ne vpliva na primerjalno napetost.
Zato je ta pogoj primeren predvsem za hitro oceno zacetka plasti¢nega
tecenja.

Von Misesov pogoj plasti¢nega tecenja

V primerjavi s Trescovim je von Misesov pogoj plasticnega tecenja
(1913) bolj splosen, saj v njem nastopajo vse tri glavne normalne
napetosti. Dejansko na ta pogoj naletimo Ze prej (Maxwell” v pismu
Kelvinu* 1856, Huber* 1904). Leta 1924 je Hencky™ izrazil ta pogoj s
preoblikovalnim deformacijskim delom. Zato je v literaturi znan tudi
kot Huber-Mises-Henckyjev pogoj plasticnega tecenja, na kratko pa kar
Misesov pogoj tecenja.

Misesov pogoj temelji na hipotezi, da pride do razvoja plasticnih de-
formacij tedaj, ko absolutna vrednost druge invariante deviatori¢nega
dela napetostnega tenzorja I5 doseze kriticno vrednost k2,. V splosni
obliki ga zapiSsemo takole

fI5) = |I5] = ki = 0. (3.168)
ODb upostevanju enacbe (1.264) dobimo

(011 — 022)? + (022 — 033) + (033 — 011)* = 6k3, . (3.169)

t James Clerk Maxwell, skotski naravoslovec, 1831-1879.

t William Thompson Kelvin, irski matematik in fizik, 1824-1907.
* Maksymilian Tytus Huber, ukrajinski znanstvenik, 1872-1950.
* Heinrich Hencky, nemski mehanik, 1885-1952.
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Pri tem je kj; snovni parameter, ki ga dolo¢imo iz pogoja, da je pri
enoosnem napetostnem stanju prehod v plasticno podrocje definiran z
mejo tecenja oy . Ce, na primer, vzamemo enoosno napetostno stanje
011 = Oy, 092 = 033 = 0, iz enacbe (3.169) sledi

Oy
20}, = 20% = 6k3, — kv = —=. (3.170)
V3
Misesov pogoj tecenja se s tem glasi
1
5 [(0'11 — 0'22)2 + (0’22 — 0'33)2 + (0’33 - 0'11)2] = 0’}2/ . (3.171)
Misesova primerjalna napetost aéw je torej
1
o = \/5 [(o11 — 022)% + (022 — 033)* + (033 —011)?].  (3.172)

Ob upostevanju enacbe (1.283) lahko Misesovo primerjalno napetost
izrazimo tudi s strizno napetostjo 7, v oktaedrski ravnini

3
oM = "7, . (3.173)

Ce izrazimo drugo invarianto deviatori¢nega dela napetosti z enacbo
(1.189), je tudi

3
O'év‘[ = \/—315 = \/5 Zzsijsj'i . (3174)
? J

Zelo ugoden je tudi zapis Misesove primerjalne napetosti z glavnimi
deviatorskimi napetostmi v skladu z drugo od enacb (1.270)

3
Uéw = \/5(3%1 + 5%2 + 5%3) . (3.175)

Ploskev tecenja, ki ustreza Misesovemu pogoju, je pravilni valj, ¢igar
vzdolzna os sovpada s hidrostati¢no osjo napetostnega prostora (slika
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

3.20 a). Presecnica ploskve tecenja z deviatorsko ravnino je torej kroz-
nica (slika 3.20 b). Polmer p; te kroznice dolo¢imo s primerjavo enacb

(3.151) in (3.173)
2 2
p=1/3 oM = \/;Uy. (3.176)

(a)

Slika 3.20

Oglejmo si Se primer ravninskega napetostnega stanja (o9 = 0), pri
katerem preide Misesov pogoj te¢enja (3.171) v naslednjo obliko

0% — 011033 + 033 = 0% . (3.177)
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Zapis enacbe (3.177) v normirani obliki

2 2
(g) _ouom (@) 1 (3.178)

oy Oy Oy gy
pokaze, da je Misesov pogoj te¢enja v ravnini (o1, 033) opisan s posevno
elipso, ki na koordinatnih oseh odreze odseke velikosti oy (slika 3.21).

TRESCA

Slika 3.21

Opazimo lahko, da Trescov in Misesov pogoj tecenja sovpadata v Sestih
znacilnih tockah. Tocke 1, 2, 3 in 4 predstavljajo Stiri mozne primere
enoosnega napetostnega stanja. S tockama 5 in 6 pa sta opisana primera
izotropnega napetostnega stanja, pri katerih je strizna napetost v ka-
terikoli ravnini enaka ni¢. Za napetostna stanja med omenjenimi Sestimi
tockami pa se krivulji tecenja razlikujeta. Pritem Misesov pogoj tecenja
dovoljuje vecje mejne obremenitve materiala. Ce za primer vzamemo,
da je napetost 017 konstantna (0 < o017 < oy), je Trescov pogoj
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

tecenja izpolnjen pri vrednosti o33 = oy, Misesov pogoj pa pri vred-
nosti o33 > oy.

Odstopanje med rezultati obeh omenjenih pogojev tecenja si oglejmo Se
na primeru cistega striga. Vzemimo, da gre za cCisti strig v ravnini, ki
jo dolocata glavna vektorja e; in e3. Ob upostevanju rezultatov zgleda
1.12 je na meji tecenja pri ¢istem strigu 17 = —033 = Ty, 022 = 0. V
skladu s Trescovim pogojem tecenja (3.163) je strizna napetost 73~ na
meji tecenja

Oy
2

Do enakega rezultata pridemo z neposredno primerjavo najvecje strizne

(3.179)

-

napetosti T,,q. v ravnini (e, es) s strizno napetostjo 7y na meji tecenja

1
Tmar — 5(0’11 — 0'33) = 7';‘5 . (3180)

Primerjava z ena¢bo (3.163) spet pripelje do zveze (3.179).

Upostevajo¢ Misesov pogoj tecenja pa v primeru ¢istega striga (11 =
—033 = Ty, 022 = 0) dolo¢imo strizno napetost na meji tecenja T{V Z
enacbo (3.171)

IR o (3.181)

V3
Slika 3.21 kaze, da je odstopanje med Trescovo in Misesovo krivuljo
teCenja najvecje ravno v primeru Cistega striga (o117 = —o33), pri
¢emer Misesov pogoj predvideva viSjo vrednost strizne napetosti na
meji plasticnega tecenja kakor Trescov pogoj

2
M T T
Ty = —=Ty ~ 1.1557y . 3.182
Y 3y Y ( )
Veljavnost dobljenih rezultatov lahko preverimo, ¢e za obravnavano
snov poznamo rezultate striznega poskusa. Praviloma se izkaze!, da
se pri kovinah Misesova strizna napetost na meji plasticnega tecenja

t G.I.Taylor in H. Quinney, Phil. Trans. Roy. Soc., A230 (1931)

336



3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

! bolje ujema z rezultati striznih poskusov kakor Trescova vrednost

T
Ty -

Pogoji porusitve pri hidrostaticno obcutljivih snoveh

Trescov in Misesov pogoj plasticnega tecenja, ki smo ju spoznali v
prejsnjih razdelkih, sta utemeljena z eksperimentalno potrjeno lastnost-
jo vecine kovin, da zacetek plasticnega tecenja ni odvisen od hidro-
stati¢nega dela napetosti. Ustrezni ploskvi tecenja sta zato prizmaticni
oziroma valjasti, kar pomeni, da so njune tvorilke vzporedne s hidro-
stati¢cno osjo Haigh—Westergaardovega napetostnega prostora.

Za razliko od obnasanja kovin pa je za zemljine, skalo, beton in nekatere
druge porozne snovi znacilno, da hidrostaticne napetosti pomembno
vplivajo na zacetek plasticnega tecenja. Pri teh snoveh prakti¢no ne
moremo opaziti utrditve, zato za zacetek plasticnega tecenja pogosto
uporabljamo kar izraz porusitev. Pri vpeljavi pogojev porusitve hidro-
staticno obcutljivih snovi je praviloma treba upostevati tudi prvo in-
varianto napetosti I7, ki v doslej obravnavanih Trescovem in Misesovem
pogoju teCenja ne nastopa. V geometrijskem pogledu to pomeni, da
ploskev tecenja ni vec valjaste, temvec stozcaste ali piramidaste oblike.

Mohr—Coulombov pogoj porusitve

Mohrov pogoj tecenja (1900) lahko razumemo kot posplositev Tresco-
vega pogoja, saj oba vzameta najvecjo strizno napetost kot mero za
nastop plasti¢cnih deformacij, pri ¢emer v Trescovem pogoju nastopa
konstantna mejna vrednost najvecje strizne napetosti (70 = oy /2).
Mohrov pogoj pa predvideva, da je mejna vrednost strizne napetosti 7
odvisna tudi od normalne napetosti o,, v strizni ravnini

T = Y(on). (3.183)
Funkcijska odvisnost (o, ) je dolotena eksperimentalno. V primeru
ravninskega napetostnega stanja lahko enacbo (3.183) graficno pona-
zorimo z ovojnico Mohrovih krogov, ki pripadajo napetostnim stanjem
na meji porusitve (slika 3.22).
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Tr=Y(on) |7

Slika 3.22

Pri tem predstavlja funkcija (o, ) ovojnico porusnih Mohrovih krogov
in s tem mejo med stabilnim in nestabilnim stanjem snovi. Najenostav-
nejsa oblika Mohrove ovojnice je premica. Enacba te premice je znana
kot Coulombova' enacba (1773)

™

Tf = C— ontge 0<9<3), (3.184)

\)

kjer je ¢ > 0 kohezijska trdnost, ¢ pa kot notranjega trenja obravna-
vane snovi (slika 3.23). Negativni predznak pri drugem ¢lenu v enacbi
(3.184) opozarja na empiri¢no ugotovitev, da je strizna nosilnost zemljin
in podobnih materialov tem vec¢ja, ¢im vecja je tlacna normalna obre-
menitev 0,,. Fizikalni pomen in nacin eksperimentalnega dolocanja ko-
hezijske trdnosti ¢ in kota notranjega trenja ¢ sta podrobneje opisana
v literaturi s podro¢ja mehanike zemljin in skale.

t Charles Augustin de Coulomb, francoski inzenir, 1736—1806.
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Slika 3.23

Ce razvrstimo glavne normalne napetosti po velikosti (011 > 092 >
033), je najveja strizna napetost 7,4, dolocena z enacbo (3.161)

1
Tmazx = 5(0'11 - 033)7

pripadajoca normalna napetost o, pa je po drugi od enach (1.243)

1
Or — 5(0’11 + 0'33) . (3185)

1z slike 3.23 sledi

1

Tf = 5(0'11 — 0'33) COS¢ (3 186)

1 .
Op = 5(0’11 -+ 0'33) -+ 5(0’11 — 0'33) Sln¢.

S tem lahko zapiSemo Mohr—Coulombov pogoj porusitve (3.184) v
naslednji obliki

0'11—0'33220 COS¢—(011+0'33)8111¢. (3187)
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Ce to enacbo nekoliko preuredimo in vpeljemo oznaki

2¢ cos ¢
fe = 1—ond
— sin ¢

dobimo

O33

Slika 3.24

. 2c¢ cos ¢
n = . 9 3-188
i / 1+sing ( )
011 033
— — ——=1. 3.189
fn ft ( )

Upostevajoc razvrstitev glavnih normal-
nih napetosti (011 > 092 > o033) lahko
hitro ugotovimo, da predstavlja para-
meter f; enoosno porusno trdnost snovi
v tlatnem, parameter f, pa enoosno
porusno trdnost v nateznem napetost-
nem obmocju (slika 3.24). Obe vrednosti
sta pozitivni, pri cemer je porusna trd-
nost v tlaku oc¢itno vecja od porusne trd-
nosti v nategu (fr > fn).

Ta dobro znana lastnost hidrostaticno obcutljivih snovi, predvsem

zemljin, je razvidna tudi iz slike 3.23.

— 033
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

S podrobnejso analizo lahko ugotovimo, da v Haigh—Westergaardovem
napetostnem prostoru ustreza Mohr-Coulombovemu pogoju porusna
ploskev v obliki nepravilne Sesterostrane piramide z vrhom na hidro-
staticni osi (slika 3.25).

033
Ji
1.0 m=1.0
Q 1.7
7/
Nl
o 158 04
A Ji
T) 1.0
Slika 3.26

Oglejmo si Se, kako je v smislu Mohr—Coulombove hipoteze omejeno
elasti¢no obmocje v primeru ravninskega napetostnega stanja (o292 = 0).
V ta namen vpeljemo oznako m za razmerje med tlacno in natezno
trdnostjo snovi. To razmerje je oc¢itno odvisno le od kota notranjega
trenja ¢, ne pa tudi od kohezije ¢

ft 1+Sln¢
=" =" >1. 3.190
m fn 1—sing — ( )

Enacba (3.189) se s tem glasi
moq1 — 033 = ft . (3191)
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

S podobnim sklepanjem kakor pri Trescovem pogoju tecenja dobimo
tudi v obravnavanem primeru Sesterokotno mejo med elasticnim in
plasti¢nim obmoc¢jem (slika 3.26). Pri tem smo enacbe (3.167) pos-
plosili za primer, da porusni trdnosti v nategu in tlaku nista enaki med

seboj
o011 > 033 >0 011=%
033 > 011 >0 o33 = -
o11 20, 033 <0 moyi1 — o33 = fi
011 <033 <0 o011 = — [
033 <011 <0 o33 = — [t
0'11§0, 0'3320 m0'33—0'11:ft. (3192)

Kakor vidimo, se pri m = 1 (¢ = 0) Mohr—Coulombov pogoj ujema s
Trescovim pogojem, sicer pa je elasti¢ni del v nategu ustrezno zmanjsan
v odvisnosti od kota notranjega trenja.

Drucker—Pragerjev pogoj porusitve

Drucker’-Pragerjevt pogoj porusitve (1952) predstavlja posplositev
Misesovega pogoja teCenja. 7 vpeljavo prve invariante napetostnega
tenzorja v Misesov pogoj tecenja (3.168) je upostevan tudi vpliv hidro-
staticnih napetosti na zacetek plastifikacije in s tem na porusitev

FUT L) = oIy +/|I3] =k =0. (3.193)

Pri tem sta « in k eksperimentalno dolo¢eni pozitivni konstanti obrav-
navane snovi. Ce je o = 0, je Drucker Pragerjev pogoj porusitve

t Daniel C. Drucker, ameriski inzenir, 1918-2001.
i William Prager, nemski mehanik, 1903—-1981.
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

identicen z Misesovim pogojem tecenja. Presecnica ploskve plasticnega
tecenja oziroma porusitve z deviatorsko ravnino (I{ = 301 = konst.)
je ocitno spet kroznica, vendar se njen polmer spreminja v odvis-
nosti od hidrostati¢ne napetosti. Porusna ploskev, ki ustreza Drucker—
Pragerjevemu pogoju v Haigh—Westergaardovem napetostnem prosto-
ru, je torej stozcaste oblike, njen vrh pa lezi na hidrostati¢ni osi (slika
3.25).

Pri analizi prakticnih problemov porusitve povzroc¢a uporaba Mohr—
Coulombove porusne ploskve v obliki Sesterostrane piramide numericne
tezave, saj moramo za vsako kriticno napetostno stanje najprej ugo-
toviti, na kateri od mejnih ploskev lezi. V tem pogledu je Drucker—
Pragerjeva gladka stozcasta porusna ploskev neprimerno ugodnejsa.
Pogosto je v rabi Drucker—Pragerjev pogoj v povezavi z Mohr—
Coulombovim zakonom, za katerega je razmeroma preprosto eksperi-
mentalno doloc¢iti materialni konstanti c in ¢. Pri tem imamo dve skraj-
ni moznosti. Ce zahtevamo, naj se pri obeh pogojih ujemata porusni
trdnosti v tlaku, dobimo

0
o 2sing in o bccosg (3.194)

V3(3 — sin @) V3(3 — sin @)

Iz zahteve, naj se pri obeh pogojih ujemata porusni trdnosti v nategu,
pa sledi

o
o . 2sing i g 0050 595

V3(3 + sin ¢) V3(3 +sing)

Izpeljava enacb (3.194) in (3.195) je razmeroma naporna, ker pa ne
prispeva bistveno k razumevanju problema, se ji v tem delu odpovedu-
i T
jemol.

t Vet o tem lahko bralec najde n. pr. v knjigah: W. F. Chen & D. J. Han, Plasticity
for Structural Egineers, Springer Verlag (1988) in A. S. Khan & S. Huang, Continuum
Theory of Plasticity, John Wiley & Sons, Inc. (1995).
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Obremenitev in razbremenitev v napetostnem prostoru

V uvodu smo povedali, da je pogoj za zacetek plasticnega tecenja
izrazen z enacbo ploskve tecenja v napetostnem prostoru

Ta ploskev razmejuje elasticno od plasticnega napetostnega obmocja.
Pogoj (3.196) postane Se bolj nazoren, ¢e ga zapiSsemo v obliki (3.153)

f(Uij) = f*(o-ij) - ]{38 =0. (3197)
Snovni parameter kg se v sploSnem spreminja v odvisnosti od tempe-
rature in dosezenega deformacijskega stanja. V tem poglavju obrav-

navamo le izotermne primere (7' = konst.), zato je ks neodvisen od
temperature.

Najprej si oglejmo primer snovi brez utrditve, ki jo predstavimo z ide-
alno elasticnim-idealno plasti¢nim materialnim modelom (slika 3.27).

Slika 3.27

V tem primeru je snovni parameter konstanta; ponavadi vzamemo kar
ks = oy, kjer je oy konstantna meja plasticnega tecenja. To pomeni,
da imamo opraviti z eno samo (zacetno) ploskvijo plasti¢nega tecenja.
Obravnavani delec je v elasticnem stanju, vse dokler je f(o;) < O,
pri f(o;;) = 0 pa se zacne snov v njegovi bliznji okolici plasti¢no de-
formirati. To pomeni, da lezi totka T,(o;;), ki predstavlja dosezeno
napetostno stanje v napetostnem prostoru, na ploskvi plasticnega
tecenja.

344



3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Sedaj se postavi vprasanje, kakSen bo nadaljnji razvoj deformacij, ce
se napetosti spremenijo za infinitezimalne vrednosti do;;. Odgovor
poistemo ob upostevanju dejstva, da ima gradient ploskve f(o;;) = 0
smer zunanje normale ny na to ploskev. Zaradi enostavnosti spet
vzemimo, da je napetostno stanje podano z glavnimi normalnimi
napetostmi v Haigh-Westergaardovem prostoru. Ploskev plasti¢nega
tecenja naj bo opisana z enacbo

f(o11,002,033) = f*(011,0922,033) — ks = 0. (3.198)

Normala tako definirane ploskve tecenja je dolocena z gradientom
skalarnega polja f(o11, 022, 033)

of of

/
3.199
do1s e + €3 ( )

e _—
80’22 2 + 80'33

ny =grad f =
oziroma, ker je ks konstanta,

of* ofr* of*
fe1+ fez+ /

ny e;. (3.200)

0o11 0oa2 0033

Po vzoru krajevnega vektorja g,, ki smo ga vpeljali z enac¢bo (3.143) in
opisuje lego tocke T, v Haigh—Westergaardovem prostoru, definirajmo
Se vektor prirastkov napetosti dg,

dQU = d011e1 + da'ggeg + dO’ggeg . (3201)
Skalarni produkt
of* of* af*
cdQy = —d ——d d 3.202
ny-do Do 1 o011+ D02s 022 + Do 033 ( )

pove, kam se pri spremembi napetosti za dg, premakne tocka T, v
napetostnem prostoru. Ce je ny - do, < 0, se tocka T, premakne
s ploskve tecenja v njeno notranjost. Pri tem smo v skladu s tako
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imenovanim Druckerjevim postulatom! vzeli, da je ploskev plasti¢nega
tecenja konveksna. To pomeni, da je po spremembi napetosti za dg,
napetostno stanje spet elasti¢no, pa tudi pripadajoca sprememba defor-
macije de;; je v celoti elasticna. Zato tako spremembo napetosti imenu-
jemo elasticna razbremenitev ali kar razbremenitev. Preostane nam Se
moznost ny-do, = 0, ki pove, da je prirastek napetosti dg, pravokoten
na normalo ny ploskve tecenja. To pomeni, da tocka T, tudi po spre-
membi napetosti za dg, lezi na ploskvi tecenja oziroma na tangencialni
ravnini te ploskve v obravnavani napetostni tocki 7,, novo napetostno
stanje pa je Se vedno plasticno. Tako spremembo napetosti imenujemo
nevtralna obremenitev v napetostnem prostoru. Primer ny - dg, > 0
pri snovi brez utrditve ni mozen, saj se ploskev tecenja med obreme-
njevanjem in razbremenjevanjem delca ni¢ ne spreminja.

Df‘dp0<O nf’de:O

tangencialna

elasticno )
ravnina

obmodje

0ij) =0
ploskev plasticnega f(0y)
tecenja f(0y)=0

Slika 3.28

Premik tocke T, pri spremembi napetosti za do;; je simbolicno pojas-
njen na sliki 3.28, ki prikazuje presek ploskve plasticnega tecenja in

t D. C. Drucker je leta 1951 vpeljal pojem stabilne plasti¢ne snovi, za katero velja, da
je vsak, Se tako majhen prirastek specificnega dela, ki ga napetosti opravijo na plasti¢nih
deformacijah, pozitiven. Iz te zahteve je mogoce izpeljati ugotovitev, da je pripadajoca
ploskev plasti¢nega tecenja izbocena (konveksna), prirastek plasti¢ne deformacije pa je
pravokoten na to ploskev. Dokaz presega zastavljeni obseg tega ucbenika, zahtevnejsi
bralec pa lahko seze po Stevilnih tujih knjigah, ki obravnavajo plasti¢no obnaSanje trdnih

teles.
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njene tangencialne ravnine z ravnino, ki jo dolocata vektorja ny in o,-.
Ugotovitve o obremenitvi oziroma razbremenitvi v napetostnem pro-
storu lahko torej strnemo v naslednjih pogojih

f(oi;) <0 elasticno stanje
f(oij) =0 in ny-dg, =0 nevtralna obremenitev

f(oij) =0 in ny-do, <0  elasticna razbremenitev .

Podobno opredelimo pogoje za obremenitev oziroma razbremenitev tudi
pri snoveh z utrjevanjem, le da tedaj snovni parameter ks ni ve¢ kon-
stanta. Zato se ploskev tecenja spreminja, in sicer v odvisnosti od tega,
kaksen nacin utrjevanja izkazuje opazovana snov.

Slika 3.29

Opis utrditve materiala si najprej oglejmo na preprostem primeru
enoosnega napetostnega stanja. Vzemimo, da je material opisan z bili-
nearnim elasti¢cno—plasti¢cnim modelom z modulom elasti¢nosti £ = tgn
in stopnjo utrditve K = tg¢ (slika 3.29-a). Kakor vidimo, meja
plasticnega tecenja ni konstantna, temvec se veca z narascajoco defor-
macijo. V tem primeru je najpreprosteje, ¢e za snovni parameter vza-
memo trenutno dosezeno mejo plasticnega tecenja (ks = oy ), za para-
meter utrditve pa plasticno deformacijo €. Trenutno mejo plasti¢nega
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3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

tecenja oy odcitamo iz slike 3.29-a
oy =O’y+K(€e—‘r€p—€y). (3203)

Pri tem je -
e = %” in ey = %Y (3.204)

in odvisnost trenutne meje plasti¢nosti oy od dosezene plasti¢ne defor-
macije € je dolo¢ena z enacbo
EK
EF—-K

Z ena¢bo (3.205) dolo¢amo trenutno mejo plasti¢nosti v primeru, da

oy =0y + eP. (3.205)

se material plastificira le v nateznem napetostnem obmoc¢ju. Podobno
enacbo bi dobili tudi pri plastifikaciji samo v tlaku. Ce pa zelimo obrav-
navati tudi primere ciklicne obtezbe, pri kateri pride do izmeni¢ne pla-
stifikacije v nateznem in tla¢nem napetostnem obmoc¢ju, moramo kot
spremenljivko vpeljati celotno nakopic¢eno (kumulativno) plasti¢no de-
formacijo €7, ne glede na to, ali je bila dosezena v tlacnem ali nateznem
obmocju

e / de| . (3.206)

7, okrajsavo

EK
F-K
lahko zakon utrjevanja (3.205) pri enoosnem napetostnem stanju
zapisemo takole (slika 3.29-b)

oy =0y + HeP. (3.208)

H = (3.207)

Podobno lahko opisemo utrditev materiala tudi pri prostorskem nape-
tostnem stanju, le da kot parameter utrjevanja vzamemo nakopiceno ek-
vivalentno plasti¢no deformacijo €£. V ta namen najprej vpeljemo pri-
rastek primerjalne plasticne deformacije de?, in sicer navadno v nasled-
nji obliki

\/5 2 2 2
det = ?\/(dﬁffl — dely)” + (deby — defy)” + (defy — deyy)™ . (3.209)

348



3.5 Pogoji za zacetek plasticnega tecenja

Nakopicena primerjalna plasticna deformacija je tako

4 :/]dsgl . (3.210)
Pogoj plasti¢nega tecenja (3.198) je sedaj
floi) = [ (o) — ks(€2) = 0. (3.211)

V tem primeru se ploskev plasti¢nega tecenja z naras¢anjem primerjalne
plasticne deformacije Siri v smeri svoje zunanje normale. Zato lahko
razen doslej omenjenih moznosti nastopi tudi moznost ny - dg, > 0,
ki pomeni, da se tocka T, premakne na novo, “povecano” ploskev
tecenja. Tako spremembo napetostnega stanja imenujemo obremenitev
v plasticnem obmocju (slika 3.30).

nf'dpo> 0

elasti¢no \ f(O5+d0%)=0
obmodje
f(03)=0

Pri snoveh z utrditvijo lahko torej pogoje za obremenitev oziroma

Slika 3.30

razbremenitev izrazimo takole
f(oij) <0 elasti¢no stanje
f(oij) =0 in ny-do, >0 obremenitev
floij)
I

Druga moznost je, da kot mero za opis utrditve materiala vzamemo

in ny-do, =0 nevtralna obremenitev

=0
0ij) =0 in ny-do, <0 elasti¢na razbremenitev .

plasticno deformacijsko delo, to je delo, ki ga napetosti opravijo na
plasti¢nih deformacijah.

t V literaturi je za opis utrjevanja z nakopiceno plasti¢no deformacijo uveljavljen izraz
“strain—hardening”, za opis s plastiénim deformacijskim delom pa “work—hardening”‘

Seveda gre v obeh primerih za isti pojav, ki pa ga lahko opiSemo na en ali drug nacin.

349



3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Zgled 3.1

Pri enoosnem poskusu jeklenega vzorca smo za elasti¢no obmodje izmerili
napetosti ; (i = 1,...,4) pri Stirih vrednostih vzdolZne deformacije
g, (1 =1,...,4) (slika Z-3.1 a). lzmerki so prikazani v preglednici

3-2. Aproksimiraj konstitucijski zakon preizkusanca z linearno (Hookovo)

funkcijo in z metodo najmanjsih kvadratov dolo&i njegov modul elasti¢nosti
E.

Preglednica 3-2

o (MPa)
. 103 ¢; o 400
1
— MP& 3001
1 0.4 85.1 200, .
a,
2 0.8 169.0 a,
100+ 0.
3| 12 253.1 AR
0 &
4 1.6 340.7 0 & & & &
Slika Z-3.1 a

Slika izmerjenih napetosti &; pri deformacijah ¢; kaze, da je zveza med
napetostjo in deformacijo v obravnavanem obmocju priblizno linearna.
Zato za konstitucijski zakon preizkusanca privzamemo linearno funkcijo

o=Fe, (a)

v kateri pa sorazmernostnega faktorja E zaenkrat ne poznamo (slika
Z-3.1 b). Ce bi za sorazmernostni faktor “uganili” ali kako drugace
privzeli neko vrednost E, bi v merskih tockah e1, ..., g4 izracunali
vrednosti napetosti

0'1=E€1, O'2=E€2, 0'3=E83, 0'4=E€4, (b)
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

ki se v sploSnem ne bi ujemale z izmerjenimi vrednostmi &1, ..., 04

(slika Z-3.1 b).

0 (MPa)
400
300+
o=F¢
200 0, 5,
(0 63
100 T
0, _ Ve
o . o,
0

Slika Z-3.1 b

Ideja metode najmanjsih kvadratov je v tem, da skusamo dolociti pa-
rameter F tako, da bo vsota kvadratov razlik med izracunanimi in
izmerjenimi vrednostmi napetosti najmanjsa. Oznacimo to vsoto s ¥
in dobimo

U= (01 —51) + (02— 32)> + (03 —33)° + (04 —34)° . (c)
ODb upostevanju enacb (b) lahko pisemo

U= (Ee,—a1) +(Eeg—d2)° +(Ees —a3)° +(Eeq — 64)° = U(E).

Vsota U(E) je najmanjsa, ¢e je izpolnjen pogoj

dv
— =0. d
5 (d)
Enacbo (¢) odvajamo po E, vstavimo v pogoj (d) in po krajsanju z 2
dobimo
1d¥
EE = &1 (E€1 —5’1) +52 (E€2 —5'2>‘|‘

€3 (E€3—5'3)+€4 (E€4—5'4)=0. (6)
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Od tod brez tezav izracunamo elasti¢ni modul F

4
> €i0;

€101 + €202 + €303 €404 =1
2, .2 2 .2 =2

€] + &5 +¢e3+¢€y 22

&i
i=1

E— (f)

Kolic¢ine, ki nastopajo v gornji enacbi, je najbolje izracunati v tabeli, Se
posebej, ¢e imamo opraviti z velikim Stevilom izmerkov. Za na$ primer
je postopek prikazan v preglednici 3-3

Preglednica 3-3

, 103 ¢; Ti 103 ¢; 7; 106 &2
Z — MPa MPa —

1 0.4 85.1 34.04 0.16
2 0.8 169.0 135.20 0.64
3 1.2 253.1 303.72 1.44
4 1.6 340.7 545.12 2.56
> 1018.08 4.80

Modul elasti¢nosti je sedaj

~1018.08-1077
~ 4.80-10°°6

= 212100 MPa. (9)

Kakor pri vseh statisticnih metodah tudi pri metodi najmanjsih kvadra-
tov velja, da se natancnost rezultata povecuje s Stevilom izmerkov.
Seveda pa moramo tudi tu ravnati po zdravi pameti in izlociti eks-
perimentalne rezultate, ki zaradi napak pri merjenju ali slabih merilnih
instrumentov ocitno odstopajo od prevladujoc¢ih zakonitosti obnasanja
preizkusanca.
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Zgled 3.2

Za neko trdno snov smo s poskusi dokazali, da je izotropna. Z enoosnim
nateznim poskusom smo tudi ugotovili, da se opazovani vzorec v dolo¢enem
napetostnem obmocju obnasa linearno elasti¢no in dologili njegov modul
elasti¢nosti E, Poissonov koli¢nik v in temperaturni razteznostni koeficient
aT.

Izpelji zveze med deformacijami, napetostmi in spremembo temperature za
splosni primer prostorskega napetostnega in deformacijskega stanja obrav-
navane snovi v obmo¢ju linearne elasti¢nosti.

V obravnavanem primeru lahko pri formulaciji konstitucijskih enach za
splosno prostorsko napetostno in deformacijsko stanje vpeljemo nasled-
nje pomembne predpostavke:

1 smeri glavnih normalnih deformacij se ujemajo s smermi glavnih
normalnih napetosti (lastnost izotropije),

1% pri enoosnem napetostnem stanju je zveza med vzdolzno nor-
malno napetostjo in vzdolzno normalno deformacijo opisana s
Hookovim zakonom, pre¢na normalna deformacija pa je s Pois-
sonovim koli¢nikom sorazmerna vzdolzni normalni deformaciji,

it velja zakon superpozicije (lastnost linearne elastiénosti).

Zamislimo si elementarni kvader iz obravnavane snovi; orientiran naj
bo tako, da se smeri njegovih stranic ujemajo s smermi glavnih baznih
vektorjev e, eg, es. Tedaj na mejne ploskve kvadra delujejo glavne
normalne napetosti 011, 022, o33 (slika Z-3.2)

V skladu z zakonom superpozicije lahko obravnavano prostorsko nape-
tostno stanje razumemo kot vsoto treh locenih enoosnih napetostnih
stanj NS1, NS2 in NS3. Za vsako od njih lahko ob upostevanju pred-
postavke 7 in po analogiji z rezultati enoosnega poskusa dolo¢imo pri-
padajoce deformacijsko stanje:
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Slika Z-3.2

NS1: 0'117&0, 0'2220'33:0

Oy V tem primeru je

01 =011 € = €11, €22 =¢&33 = &¢.

Zato dobimo

P 011
11 = —(
E
O 011
€22 = €33 = V&1 = —V—/17.
E
NS2: 0'1120'33:0, 0'227&0
Tokrat je

O] = 022 €] =E22, €11 = E&33 = &¢.

in sledi
€22 = 22
FE
€11 = €33 = —VéEg2 = —V%
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N83 0'33750 0'1120'2220
O33 . . .
Podobno kot v prvih dveh primerih
dobimo
... _ 033
33 E
€11 = €99 = —VE33 = —y@
11 = €22 = 33 = E

V skladu z zakonom superpozicije dolo¢imo deformacijsko stanje v pro-
storskem primeru s seStevanjem delnih deformacijskih stanj, kakor smo
jih dolocili v primerih NS1, NS2 in NS3. Glavna normalna deformacija
€11 je na primer

E11 = 811(N51) —+ 611(N52) + 611(N53) =

011 0929 033 - 1—|—V 14

T TV VE - uplontonton)=
1+v v,
E Ull_Ell' (a)

Podobno dolo¢imo Se preostali dve glavni normalni deformaciji.

Vpliv homogene spremembe temperature AT = T — Ty upoStevamo
tako, da dobljenim izrazom za glavne normalne deformacije pristejemo
Se prispevke zaradi spremembe temperature

€11(AT) = 822(AT> = €33(AT) = OéTAT. (b)

Tako dobimo sistem treh konstitucijskih enacb, ki povezujejo deforma-
cije z napetostmi in temperaturno spremembo v glavnem koordinatnem
sistemu obravnavanega napetostnega stanja

355
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1+v v

f11="p o E]f—I—OéTAT
1+v Vo

€22 =~ 022~ Ell +ar AT (c)
1+v Vo

£33 — E 0'33—5]1 —l—OéTAT.

Da bi lahko vzpostavili zveze med napetostmi in deformacijami tudi v
splosnem primeru, ko je napetostno stanje v poljubnem koordinatnem
sistemu (z,y, z) opisano s polno napetostno matriko, moramo konstitu-
cijske enacbe transformirati iz glavnega koordinatnega sistema z bazo
e1, ez, e3 v splosni koordinatni sistem z bazo e;, e,, e,. UpoStevajoc
transformacijske enacbe

€ij = Z Zgaﬁ €ia€jp
o B

Oij = Z Z OapB €ia€jp
o B

¢
SN—

(Zaj:x7y725 a7/8:17273) (

dobimo
_ 2 2 2
Exx = €11 €41 + €99 €2 + €33 €,3

Exy = €11 €1 €yl T €22 €22 €y2 + €33 €53 €43

in
_ 2 2 2
Oxzx = 011 €41 + 022 €9 + 033 €,3

Ozy = 011 €1 €yl + 022 €32 €y2 + 033 €53 €y3
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Deformacijo e, dolo¢imo tako, da enacbe (¢) po vrsti pomnozimo z
2
e

2., €2,, 2, ter jih sestejemo
1+v
Exx = 5 (011 63231 + 022 6332 + 033 63233) -
v
[E I7 —ar AT} (€31 + ez +e33) - (f)

Prva od enacb (e) pove, da je oklepaj v prvem ¢lenu na desni strani
enak o,,, oklepaj v drugem c¢clenu pa je enak 1, saj gre za velikost
enotskega vektorja e;. Podobno bi dolocili tudi deformaciji €, in €.
Deformacijo e, pa dobimo tako, da sestejemo enacbe (c), ki smo jih
po vrsti pomnozili s produkti e;1 ey1, €z2 €y2, €13 €y3

1+v
Eqy = I (011 €xl €yl T 022 €32 €y2 + 033 €33 €y3) -
v
[E I7 — ap AT| (e €yl + €2 €y2 + €43 €y3) . (9)

Oklepaj v prvem ¢lenu na desni prepoznamo kot o,,, oklepaj v drugem
¢lenu pa predstavlja skalarni produkt baznih vektorjev e, in e, in je
torej enak 0. Podobno dolo¢imo Se kotni deformaciji €,, in €, ter
sestavimo koné¢ni sistem konstitucijskih enacb v splosnem koordinatnem
sistemu z bazo e,, e, e,

1+v |/
Exm:TO'mx—Ell —|—OCTAT
1+v v

Sy =~ Owy EIf—i—aTAT

1+v v

»SZZ:TUzZ—E]f—f—aTAT
h
1+v ()
Exy = z Oy
1+v
Eyz = z Oyz
_1—|—V
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Na neprimerno krajsi in preglednejsi nacin smo torej prisli do sistema
Neumann-Duhamelovih enacb (3.111).

Zgled 3.3

Jeklen merilni trak je bil umerjen v breznapetostnem stanju pri temperaturi
20°C. Modul elasti¢nosti jekla E znasa 200000 MPa, koeficient tempe-
raturnega raztezanja je ap = 1.25- 107> K~!, plo%¢ina pre¢nega prereza
traku je 4 mm?.

Na terenu Zelimo pri dejanski temperaturi ozra¢ja 40 °C izmeriti razdaljo
med nepomi¢nima to¢kama A in B. V ta namen nategnemo merilni trak z

vzdolZno silo P = 200 N in na skali traku od¢itamo izmerek L; = 24.000 m
(slika Z-3.3). Kolik3na je dejanska razdalja L med totkama A in B?

odmerek Lj

P F

i [\ s

B dejanska razdalja L .

Slika Z-3.3

Najprej se vprasajmo, ali je dejanska razdalja L vecja ali manjSa od
izmerjene vrednosti L;. Ker razdaljo merimo pri visji temperaturi
od 20°C in ker je pri tem merilni trak Se obtezen z natezno silo P,
se trak raztegne. S tem se razdalje med oznakami merskih enot (na
primer metrov) podaljsajo. Primer: dejanska geometrijska razdalja med
zacetno oznako 0 in oznako 1.00 m na nategnjenem in ogretem traku ni
1.00 m, ampak nekoliko ve¢. To pomeni, da pri merjenju razdalje med
dvema nepomicnima tockama odc¢itamo nekoliko manjSo vrednost od
dejanske razdalje.
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Najprej doloc¢imo specificno spremembo e,, dolzine traku zaradi natez-
ne sile P = 200N in temperaturne spremembe AT = 40 — 20 = 20 K.
V nasem primeru gre za enoosno napetostno stanje z edino vzdolzno
normalno napetostjo o,

P 200

N
= 1109 =50-10° — =50 - 10° Pa = 50 MPa.
x . cm

Oz =

Iz prve od konstitucijskih enacb (3.112) sledi
c _0-1'1'

xrxr — E

50 - 108

2-1011

—|— OéTAT =

+1.25-1072-20=50-107°.

Vzemimo, da se je dolzinska enota razdelbe na traku e = 1 po nategu
in segretju traku spremenila v e’. Ta sprememba je z normalno defor-
macijo £;, povezana z enacbho

e —e

=e -1 — e =14¢e4,.

Exx =
e

Povecana dolzina enote je torej
e =1+50-107° = 1.0005.

Dejansko razdaljo L med tockama A in B sedaj dolo¢imo s preprostim
sklepnim ra¢unom:

oznaka e = 1 na deformiranem traku pomeni dolzino €’ na nedeformi-
ranem merilu; koliksno razdaljo na nedeformiranem merilu pomeni oz-
naka odmerka L; na deformiranem traku? Z enacbo zapisemo vprasanje
takole

-— = — L = Lz €l .
V nasem primeru dobimo
L = 24.000 - 1.0005 — L =24.012m.
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Ce bi torej za razdaljo med tockama A in B nekriti¢no vzeli kar odmerek
L;, bi se glede na to¢no vrednost zmotili za 1.2 cm (=5 %).

Zgled 3.4

V sredini ravnega, linearno elasti¢nega kovinskega traku z dolzino | =
100 cm, $irino b = 10 cm in debelino d = 1 mm nariSemo krog s polmerom
r = 2cm. Na oZja konca traku deluje enakomerna obtezba p z rezultanto
P = 42KkN. Pri tem se dolzina traku povea za 2 mm, Sirina pa se zmanj$a
za 0.06 mm. Narisani krog se spremeni v pravilno elipso. Dolo¢i:

a. elasti¢ni modul E in koeficient pre¢ne kontrakcije v uporabljene kovine
ter spremembo debeline traku,

b. velikosti polosi dobljene elipse,

o

spremembo pravega kota (3,

¢. novo dolZino polmera TA'!

P r = P
*——E b - E»:__>
p 0 N p
B L N
[ 7
Slika Z-4.1 a

a. Ploscina A, precnega prereza traku je
A, =bd=10-0.1 — A, =1lcm?.

Ker je obtezba p na osnovnih ploskvah traku enakomerna, je vzdolzna
normalna napetost o,, v vsakem precnem prerezu konstantna
P 42

Oz = A1 — Ope = 42kN/cm?.
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(Tudi ¢e bi konca traku obtezili s toc¢kovnima silama P, bi lahko v okolici
tocke T upostevali konstantno napetost o,,. Dvodimenzionalna anali-
za obravnavanega primera namre¢ pokaze, da je porazdelitev obtezbe
enakomerna ze v precnem prerezu, ki je priblizno toliko oddaljen od
konca traku, kolikor znasa njegova Sirina b. Ta ugotovitev je zajeta v
tako imenovani Saint-Venantovi hipotezi, ki pravi, da je vpliv lokalnih
mehanskih motenj omejen na neposredno okolico njihovega izvora.)

V obravnavanem primeru gre torej za enoosno napetostno stanje
Ope = 42kN/cm?; Oyy = 0zz = Ogy = Oyp = 05 =0
in iz enacb (3.112) sledi
Epy = Eyz = €22 = 0.

1z podatkov o zacetnih dimenzijah traku in njihovih spremembah lahko
izracunamo specifi¢ni spremembi dolzin v smereh x in y

0.2
Cez = 700 — €z = 0.0020

_ —0.006 — gyy = —0.0006 .
Eyy - 10

Modul elasti¢nosti E lahko sedaj izracunamo iz Hookovega zakona
(3.18)

lo 42

E = = —
€z 0.002

— E = 21000kN/cm?,

Poissonov koeficient prec¢ne kontrakcije pa iz enacbe (3.20), kjer upo-
Stevamo, da je €., vzdolzna, €,, pa precna deformacija

V:_eﬂ:0.0006 . L —03.
Exx 0.002
Pri izotropnem materialu je kontrakcija v obeh pre¢nih smereh enaka
Ad
€2z = Eyy = —7 3
vy d
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od tod dolo¢imo spremembo debeline traku Ad

Ad = dey, = 0.1-(—0.0006) — Ad=—-6-10""cm.

b.  Polosi elipse, v katero se med deformiranjem spremeni prikazana
kroznica, ozna¢imo z o’ in b" in ob upostevanju enacb (2.134) dobimo

a =7r(l+ez)=2-1.0020 — a’ = 2.0040 cm
V=r(1+ey,)=2-09994  — 0 =1.9988cm.
¥y

TR cn W\
SCAND, NPT
A -t

Slika Z-3.4 b

c.  Smeri, ki pred obtezitvijo traku dolocata pravi kot 3, oznacimo
s £ in 1. Polovi¢na sprememba pravega kota med njima je doloc¢ena z
deformacijsko komponento e¢,. Izracunamo jo z enacbo (2.118), kjer
upostevamo, da je e, = e€,, =0

E¢n = ExxCexCnz + Exy (Egxlny T €gyena) + Eyyeeyeny .

V nasem primeru je

V3 o L
€ex = 7 nxr 9
1 V3
€y = 75 Cny = 5
in sledi
3 1 1 V3
een = 0.0020 - g 5+ 0.0006- - - § — 0.001126.
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Sprememba pravega kota 3 je tako
AP = 2e¢y, = 0.00225 = 0.13°.

To pomeni, da se pravi kot § med deformiranjem traku zmanjsa za
0.13°.

¢.  Specifiéna sprememba, dolzine v smeri TA je pri majhnih deforma-
cijah enaka vrednosti g,

_ 2 2
Enn = Exz€py + 2 ynzlny + EyyCoy -

V nasem primeru dobimo
1 3
€nn = 0.0020 - 1 0.0006 - 1= 0.00005 .

Nova dolzina TA' polmera TA je teda]

TA' = TA(1 + &,,) = 2(1 + 0.00005) — TA' =2.0001 cm.

Zgled 3.5

Jeklena prizma je brez trenja vstaviljena med dve absolutno togi in
nepremi¢ni plos¢i. Po osnovnih ploskvah jo enakomerno obteZimo s pra-
vokotno obteZbo p.

a. Dolo¢i napetosti v prizmi, specifitne spremembe dolZin stranic ter
specifi¢no spremembo prostornine!

b. Kolik8ne so napetosti in specifiétna sprememba prostornine, &e obteze-
no prizmo segrejemo za 90 K 7

c. Dolodi spremembo temperature, pri kateri se obteZena prizma tesno,
vendar brez napetosti dotika obeh togih plos¢!

p = 160 MPa
E = 200000 MPa v=20.3 ar =1.25-107°/K .
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Slika Z-3.5

a. Ker med prizmo in togima plos¢ama ni trenja in ker je obtezba
pravokotna na osnovni ploskvi, v prizmi ni striznih napetosti (o4, =
Oy, = 0,5 = 0). Stranski ploskvi z normalama —e, in e, sta neobtezeni
in nepodprti, zato je tudi o,, = 0. Osnovna ploskev z normalo e, je
obtezena s specificno povrsinsko obtezbo p, = —pe,, ki je z napetostmi
povezana z ravnoteznim pogojem (1.138)

Pz = Oz + OyCqry + o6, .
Ker je ez, = 1 in €3y = €,, = 0, dobimo
—Pe€er = Ozxz€y 1 Ogy = —P-

Do enake ugotovitve pridemo z zapisom ravnoteznega pogoja na drugi
osnovni ploskvi ali pa kar s preprostim fizikalnim razmislekom.

Glede na nacin delovanja zunanje obtezbe pricakujemo, da se bo prizma
v vzdolzni smeri x skrécila, v smereh y in 2 pa bi se zaradi ucinka precne
kontrakcije raztegnila. Vendar ji obe togi plosc¢i raztezek v smeri z
preprecujeta, zato se na stranskih ploskvah z normalama —e, in e,
pojavi tlacna interakcijska napetost o,, (¢e bi prizmo v vzdolzni smeri
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

obtezili z natezno obtezbo, bi bila interakcijska napetost seveda nic).
Napetost o,, dolo¢imo iz pogoja, da je specificna sprememba dolzine
€., v smeri z enaka ni¢. Pri konstantni temperaturi (AT = 0) iz tretje
od konstitucijskih enacb (3.112) sledi

1 1
Ezz = E [Uzz - V(Uxm +Uyy>] - E (Uzz + Vp) =0

0., =—vp=-—0.3-160 — 0., = —48 MPa.

Iz prvih dveh od konstitucijskih ena¢b (3.112) lahko sedaj dolo¢imo Se
specificni spremembi dolzin v smereh x in y

. » 160
Cox = [0we — v (oyy +022)] = E (1 N V2) 200000

Epw = —7.28-107%

(1-0.3?)

. v 160-0.3
Eyy = E[Uyy_V(O'zz‘f’U:w)] = _(1+V) - m

Eyy = 3.12-107%.

(1+0.3)

Pri majhnih deformacijah je specificna sprememba prostornine dolo¢ena
s prvo invarianto tenzorja majhnih deformacij

v =1f =€gp +Eyy + 622 = —%(1+u)(1 —2v)
ey = —4.16-1072.
Prva invarianta napetostnega tenzorja pa je

It =04 +oyy+o0..=—0+v)p
I = —208 MPa.

Za kontrolo lahko specificno spremembo prostornine dolo¢imo Se z
enacbo (3.124)

1-—2v

= I7 — ey = —4.16-107%.

6\/:[162
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

b. 'V primeru, da obtezeno prizmo enakomerno segrejemo za AT, iz
tretje od konstitucijskih enacb (3.112) sledi

1
Epy = 5 (022 +vp)+arAT =0

0.. =—(p+ EarAT) = — (0.3 -160 + 200000 - 1.25 - 10~° - 90)
0., = —273MPa.

Prva invarianta napetosti je v tem primeru
I =04y +0..=—(1+v) p— EapAT — I7 = —433 MPa

in iz enacbe (3.108) ob upostevanju zveze (3.110) sledi

1-2
ey =I5 = EVIf+3aTAT S ey =25.09-1074.

Ceprav je prva invarianta napetosti negativna in je torej hidrostati¢na
napetost tla¢na, je specificna sprememba prostornine pozitivna. To
kaze, da v obravnavanem primeru povecanje prostornine zaradi segre-
vanja prevlada nad vplivom tlacne hidrostati¢ne napetosti.

c. Ob upostevanju ugotovitev iz tocke b. lahko pogoj, da se obtezena
prizma tesno, vendar brez napetosti dotika togih plos¢ (tedaj je seveda
tudi €,, = 0), zapiSemo z enacbo

0., =—(p+ FEapAT) =0,

od koder sledi

vp 0.3 - 160
AT = — = — — AT = —-192K .
Ear 200000 -1.25-10—°
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Zgled 3.6

Na enakostrani¢ni A-rozeti, sestavljeni iz treh enakih merilnih listi¢ev
(“strain—gauge” ), so bile v to¢ki T' na povrsini tanke stojine jeklenega pol-
nostenskega nosilca izmerjene specifi¢ne spremembe dolZin v treh smereh,
kakor kaze slika Z-3.6 a. V smeri pravokotno na svojo ravnino stojina ni
obteZena ali podprta in ostane ravna tudi po deformaciji.

a. Dolo¢i komponente tenzorja majhnih deformacij v to¢ki T' glede na
koordinatni sistem (z,y, z)! Za koliko se spremeni zaletna debelina
stojine 6 = 8 mm v tocki T'7

b. Dolo¢i ravnine in velikosti glavnih normalnih in glavnih striznih

napetosti!

£, =2.0-107%
ep=1.5-1074
. =1.0-1071

0 =0.8cm

E = 21000kN/cm?
v=20.3.

Slika Z-3.6 a

a. Ker ostane stojina ravna tudi po deformaciji, ni kotnih deformacij
v ravninah (z, z) in (y, 2)

€, =0 in €y> = 0.
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Merilni listici tvorijo enakostranicni trikotnik, torej oklepajo med seboj
kote 60°. Ce oznac¢imo smeri merilnih listiGev b in ¢ po vrsti z e, ine,
(slika Z-3.6 b), velja

Epp = Eq = 2~ 1074

1 V3

ep =gzt e ... Eup =ep=1.5-10"%
1 3
€, = §e”+§ey 5,,,,:56:1&0_4.

Slika Z-3.6 b

Normalni deformaciji €, in €,, sta s komponentami tenzorja majhnih
deformacij v koordinatnem sistemu (z,y, z) povezani z enacbo (2.120)

Cup = § : E :5ij Cui Cpj
i g

vy = § § €ij Evi Euj
J

7

(27] =Ty, Z) :

Upostevamo, da je e,, = 0 in e,, = 0 in dobimo
_ 2 9 2
Epp = Eax €y T 2E0y €ua Cuy + Eyy €,y

2 2
Evy = Egz €y T 2E0y €up €y + Eyy €y -

V gornjih enacbah poznamo deformacije e.,, €., in €,, ter vse
nastopajoce smerne kosinuse. 7 vstavitvijo ustreznih vrednosti dobimo
po ureditvi sistem dveh enacb za neznani deformaciji €,, in €4y

s sl e e (B
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Resitvi sta
Ery = —0.2887-107"  in g, =1-10"",

Specificno spremembo debeline stojine €., dolo¢imo iz pogoja, da je
normalna napetost o, enaka ni¢. Pri linearno elasti¢cnem izotropnem
materialu dobimo

Ozz = 201E2: + )\(59633 tEyy +€ZZ> =0.

Pri tem sta p in A Laméjevi konstanti

_ B _ 210000 . 154kN/cm?
1+4v 1403

E 321
A= v = 0821000 o g5 kN em?.
I+0)1-20) (1103)1-2.03)

21

Tako dobimo

A (nt 1) 12115
— 5y \Exz T Eyy) = —
2u+ A vy 16154 + 12115

(2+1)-107%,

€2z =

€., =—1.2857-107%.
Sedaj lahko dolo¢imo celotno spremembo Ad debeline stojine v tocki T’

A
€2y = 7‘5 AS=0¢e,, =—0.8-1.2887-107%,

Ad = —1.0286-10"*cm.

Specificna sprememba prostornine v tocki 7' je pri majhnih deformaci-
jah enaka prvi invarianti deformacijskega tenzorja

ey = I = cpp + 64y + .. = 107424+ 1 — 1.2857)
ey = 1.7143-107%.
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b. Doloc¢imo Se napetosti

Ope = 2UEze + ANIT

=10"*. (16154 -2 + 12115 - 1.7143) = 5.308 kN /cm?
Oyy = 2 €yy + AT

=10"*- (16154 -1+ 12115 - 1.7143) = 3.692kN /cm?
Oy = 2164y = —107% - 16 154 - 0.2887 = —0.466 kN /cm?
Oyz = Oy = 21Ey, =0
Oz = Ogz = 24Ez = 0.

Matriki napetosti in majhnih deformacij sta sedaj

5.308 —0.466 O

[0:;] = | —0.466  3.692 0| kN/cm?
0 0 0
2 —0.2887 0
[ei;] = 107* | —0.2887 1 0
0 0  —1.2857

Iz oblike matrike napetosti vidimo, da vlada v tocki T ravninsko
napetostno stanje. Ravnina (z,y) je torej ena od glavnih ravnin, pri-
padajoca glavna normalna napetost pa je enaka ni¢. Oznacimo jo na
primer s o33

e; =e, 033 = 0,, =0.

Zato lahko glavne normalne napetosti v ravnini (z,y) dolo¢imo kar z
enacbo (1.314)

2
011,22 = Juz T Tyy —; Tyy + \/(709@ 2 Uyy) + 0'32cy

5.308 + 3.692 5.308 — 3.692 °
N

011 = 5.432kN/cm? 022 = 3.567kN /cm?.
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Doloc¢imo Se enotska vektorja ravnin, v katerih delujeta glavni normalni
napetosti o171 in g99
204y 2-(—0.466)

tg 20, = - = —0.577.
8 = e — 0y, 5.308 — 3.602

2a, = —30° — oy = —15°.

Ker je sin(—15%) = —0.259 in cos(—15%) = 0.966, sledi (slika Z-3.6 c)

e; = 0.966e, —0.259 ¢,
ey = 0.259e, + 0.966 e,

Yl e,

€
\ €3 —¢€,.

4
\\ //'\/3 Oo
\) -~ X
50

T}K&

Slika Z-3.6 ¢

Da sta 011 in 092 res glavni normalni napetosti v smereh e; in es, se
tokrat prepri¢ajmo z uporabo transformacijske formule (1.163)

011 = Ogzx 6%33 + Oyy €1y + 2 Ogy €12€1y
= 5.308 - 0.966° + 3.692 - 0.259% + 2 - 0.466 - 0.966 - 0.259
= 5.432kN /cm?

099 = Ogp e%x + Oyy e%y + 204y €2z€2y
= 5.308 - 0.259% + 3.692 - 0.966% — 2 - 0.466 - 0.259 - 0.966
= 3.567 kN /cm?

012 = Ogg €12€2¢ + Oyy €1y€2y + Oxy (61x62y + 62x61y)
= 5.308 - 0.966 - 0.259 — 3.692 - 0.259 - 0.966—
0.466 (0.966* — 0.259%) = 0.

Ekstremno strizno napetost v ravnini (z,y) izra¢unamo z enacbo
(1.324)
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1 1
7= (o1 —0m)=;(5432-3567)  —  7=0933 kN /cm?.
Enotska vektorja normal ravnin ekstremnih striznih napetosti v ravnini

(x,y) dolo¢imo z enac¢bami (1.319) in (1.325)
Ous — 0y, 5.308 — 3.692

tg200, =——"F—F = ————————— =1.732.
6o 2 ay 2 - (—0.466)
o km k=0 o
ar = 30 :t 7 — OCT - 30 .
er = Cos Oy €, +sina;, ey e, = 0.866 e, + 0.500 e,
_>
tr =sina, e, —cosa,ey. t- =0.500e; — 0.866 e, .

Konéno dolo¢imo Se normalni napetosti v ravninah z normalama e, in
t,. Uporabimo enacbo (1.326) in dobimo

1 1
or =3 (011 +022) = 3 (5.432+3.567) — o, = 4.500kN/cm?.

Za dobro mero naredimo Se kontrolo in izracunajmo napetosti glede
na bazo e, t; s transformacijsko enac¢bo (1.163). Zaradi boljse pre-
glednosti oznacimo normalno napetost v ravnini z normalo e, s o,
normalno napetost v ravnini z normalo t, s o4, pripadajoco strizno
napetost pa s g.;. Tedaj je
Oee = Ogy egx + Oyy egy + 204y Cexey
= 5.308 - 0.866% + 3.692 - 0.500% — 2 - 0.466 - 0.866 - 0.500
= 4.500kN/cm? = o,

Ott = Ogu efx + Oyy efy + 204y €izliy
= 5.308 - 0.500% 4 3.692 - 0.866% + 2 - 0.466 - 0.500 - 0.866
= 4.500kN/cm? = o,

Oet = Ogx €exCix + Oyy €eyCty + Oxy (eemety + etmeey)
= 5.308 - 0.866 - 0.500 — 3.692 - 0.500 - 0.866—
0.466 (—0.866% + 0.500%) = 0.933kN /cm® = 7.

372



3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Zgled 3.7

V toc¢ki T prednapetega tankostenskega betonskega nosilca vlada ravninsko
napetostno stanje (0., = 0y, = 0., = 0). VzdolZna normalna napetost
je 04, = —4 MPa, strizna napetost pa 0., = 10 MPa.

a. Doloti pre¢no normalno napetost o, s katero moramo v pre¢ni smeri
enakomerno prednapeti obmo¢&je med kroznima odprtinama, da v tocki
T ne bo nateznih napetosti v nobeni smeri!

b. Napetostno stanje v to¢ki 17" kontroliramo z baterijo merilnih listicev,
kakor kaze skica. Koliksne specifiéne spremembe dolZin posameznih
listi¢ev pri¢akujemo po izvrsenem precnem prednapenjanju ?

Podatki o materialu: £ = 32000 MPa, v = 0.17.

¥ ¥ N

P ! x
ﬂ |

Slika Z-3.7

a.  Pogoj naloge bo izpolnjen, ¢e vecja od obeh glavnih normalnih
napetosti ne bo pozitivna

1 1
011 = 2 (Owa + 0oyy) + \/Z (Oa _Uyy)2 —1—032331 <0.

Enacbo kvadriramo in dobimo

1
1 (0zx + Uyy)2 < 1 (0za — Uyy)2 + Uiy
o2 102
Oyy < it — Oyy < ——— = —25MPa.
Ozx 4
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Nosilec moramo precno prednapeti tako, da v ravnini y = 0 nastopi
tlacna normalna napetost velikosti 25 MPa ali vecja.

b.  Deformacije, ki ustrezajo vzpostavljenemu napetostnemu stanju,
dolo¢imo z enacbami (3.112). Ker je 04, = 0y, = 0., = 0, dobimo

Exz = % (Opw — Vo) = 35000 (—4+0.17-25) = 7.8125-107°

Eyy = % (Fyy = V0u0) = 33055 (=25 4 0.17 - 4) = —760.0000 - 107°
e = —% (Cwg + Oyy) = —% (—4 — 25) = 154.0625 - 10~

Eoy = HT”%, = 13;78(‘)})7 -10 = 365.6250 - 10~°

Erz = €y =0.

Matrika majhnih deformacij v tocki T je torej

78125 365.6250 0
[e5;] = 1070 | 365.6250 —760.0000 0
0 0 154.0625

Specifitno spremembo dolzine v smeri £ dolo¢imo z ena¢bo (2.118) kot
diagonalno komponento tenzorja majhnih deformacij v smeri &

Eee = Z Zé?ijegi@gj (i,j =x,9,2).
(N

Ker je v nasem primeru

V3

1
egm:COS3OO:7, egy:cos60(’:§, eez =0,

sledi

Cee = €m€§x + 2eqyentey + 5yyegy
3 3 1
=10"° <7.8125- 7 123656250 % — 760.0000 - Z)
ee = 132.5000 - 107°.

374



3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Ob pravilnem prednapenjanju in meritvi bi torej morali na merski ba-
teriji odmeriti naslednje specificne spremembe dolzin

Dyy N gy =  7.8125-107°

Dy, = &4y = —760.0000 - 10~°

Dee ~ gee = 132.5000- 107°.

Zgled 3.8

Na robove tanke jeklene stene, v kateri vlada homogeno ravninsko
napetostno stanje (0,, = o0y,, = 0., = 0), deluje le enakomerna tan-
gencialna povrsinska obtezba t, kakor kaZe slika Z-3.8 a.

a. Dokazi, da v simetrijskih ravninah x = 0 in y = 0 ni striZnih napetosti!

b. Dolo&i komponente tenzorja napetosti in tenzorja majhnih deformacij
v bazi e,, e, e.!

c. Doloti specifi¢no spremembo dolZine robu AB!

E=21-10° MPa

v=20.3
Y t = 50v/3 MPa
30° C T
30° 2~
/
t
Slika Z-3.8 a

a. Normalo in tangento na rob AB definiramo z enotskima vektorjema
e, in e,, normalo in tangento na rob BC pa z enotskima vektorjema
e¢ in e, (slika Z-3.8 b). Najprej si oglejmo rob AB, kjer je
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e, =——-€;+ ——e, in e =~ er— ;€. (a)

x
Slika Z-3.8 b
Obtezbo robu AB izrazimo v bazi (e, e, )
Pn =Py = —te,. (b)
V isti bazi zapiSemo tudi robni ravnotezni pogoj
AB : Pu=0,=0u.€,+0u €. (c)
Primerjava z enac¢bo (b) pokaze, da je
oun =0 in O = —t, (¢)

kar bi sicer lahko tudi neposredno odcitali s slike Z-3.8 a.

Da bi dobili zvezo s komponentami napetosti v bazi e,, e,, izrazimo
napetostni vektor o, v tej bazi

Op = Opz €z + Opuy €y (d)
Njegove komponente dolo¢imo z enacbo (1.150)
O',um — Oxx Uym e/m: — Oxx Uya: X 1 —1
Oy Ozy Oyy Cuy Ozy Oyy| 2 V3
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Oux 1 —Ogy + \/50’ T
M ot ©
Opy 2 | —Ozy t \/gayy

Napetostni vektor o, je tako

o, = ! <—am + \/§ayx> e, + % (—amy + \/go-yy> ey. (f)

Njegovi komponenti v smereh e, in e, morata zadoscati pogojema (¢)

1
Tpp = O € = 7 <Jm —2V30,, + 3ayy) =0 (9)

1
O =0 €, = 1 <\/§am — 204y — \/gayy) = —t. (h)

Postopek ponovimo e na robu BC, kjer je

1 V3 V31 |
e = 5 + ey, e,=——¢€; + -e, (¢)

in
anpgzten. (.7)

Podobno kakor v prejsnjem primeru doloc¢imo napetostni vektor o¢ in
po skalarnem mnoZenju z enotskima vektorjema e¢ in e, dobimo

1
Oge = O¢ - €¢ = Z <0'mx+2\/§0'xy+30'yy) =0 (k‘)
1

1 <—\/§Uxm + 204y + \/ggyy) =t. ()

Ogn = O¢ - €y =
Z odstevanjem enach (g) in (k) dobimo
Ozy = Oya =0, (m)

kar je bilo treba dokazati. Enak rezultat dobimo s primerjavo enacb

(h) in (1).
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b. Ceugotovitev (m) upostevamo v enacbah (g) in (h), lahko dolo¢imo
Se napetosti 0., In oy,

V3

Ope = —1V3 in Oyy =1 (n)

3
Matrika napetosti v bazi e, e,, e, je seda]
¢ -3 0 0 —150 0 O
[O’ij] = —= 0 1 0] = 0 50 0 MPa . (O)
V3 0 0 O 0 0 O

Kakor vidimo, so smeri e,, e,, e, Ze kar glavne smeri, napetosti o,
oyy in 0., pa glavne normalne napetosti obravnavanega napetostnega

stanja
e, =e; . Opz = 011 = —150 MPa
e, = e . Oyy =022 = 50 MPa (p)
e, =e3 Oyy = 033 = 0.

Glavne normalne deformacije dolo¢imo z enacbami (3.111). V naSem
primeru je

I = 0y + 0y + 02 = —150 4+ 50 = —100 MPa

1+v 1403 _5 1
E " 210000 _ 619-10 2 (q)
v 0.3

—I9 = . (—=100) = —14.286 - 107°.
E"' " 210000 ( )

Tako dobimo

1

£11= ;”an — %If:(—0.619 - 150 4 14.286)- 107> =—78.57-10°
1

- ;”022 — 2 I7=(0.619- 50+ 14.286)- 107" = 45.24:10°
1+v v

£33 =7 agg—EIf: 14.29-107° .
(r)
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Zaradi zvez (p) je tudi

Epw = €11 = —78.57-107°
Eyy = €20 = 45.24-107°
£,, =e33 = 14.29-107°

Epy = Eyz = €2z = 0.

Matrika majhnih deformacij je tako

—~7857 0 0
[e:] =107° 0 4524 0 | . (3)
0 0 1429

c. Specifiéna sprememba dolzine robu AB je pri majhnih deformaci-
jah priblizno enaka komponenti €,, tenzorja majhnih deformacij. Ob
upostevanju enacbe (2.115) dobimo

€, =€z€up+Eyeyy+Es€,. (t)
Ker je e,, = 0, sledi

€y = Egz Euz€s + Eyy Ery€y (u)

in normalna deformacija ¢,, je

3 1
vy = Ey - € = g €y + Eyy €y = 1070 (—78.57~ ;7 H45.24 Z)
£, = —47.62-107° .
o (v)
Specificna sprememba D,,,, dolzine robu AB je sedaj
D,, ~¢e,, = —47.62-107°. (w)
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Zgled 3.9

Odsekan stoZ&ast steber je po zgornji osnovni ploskvi obteZen z enakomer-
no povrsinsko obtezbo p. Rezultanta te obteZbe je navpicna sila velikosti
P. Specifi¢na teza materiala je 7.

R

~p P = 40kN
‘ = v = 25kN/m?
‘ \ ”I Ry =02m
| A(%)
| y h Ry =0.5m
‘ h=8m
| E =2-10* MPa

Slika Z-3.9 a

Ob predpostavki, da v vsakem vodoravnem kroZznem pre€nem prerezu stebra
nastopa le enakomerna vzdolZna normalna napetost o,.,, doloti:

a. ekstremno normalno napetost ter pre¢ni prerez, v katerem nastopa!

b. navpi&ni pomik zgornje osnovne ploskve (prijemalis¢a sile P)!

a. Pogoj za ravnotezje vseh sil, ki delujejo na del stebra AV (z) v
smeri vzdolzne osi = (slika Z-3.9 b), je

P+~ AV(x) + 04z(z) A(z) = 0.
Pri tem lahko s slike Z-3.9 b od¢itamo naslednje geometrijske zveze

A(z) = 7 R

R=R(z)=Ri + %(R2 ~R)
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Rh Rih
hi= —— hy = ———
""" Ry — R " Ry— R,
T wh
AV (z) = =(R*hy — R?hy) = ————— (R — R3).
() = 3 (B = Rihy) = grps (R = RY)

A
/\\
/A

Py

Slika Z-3.9 b

Vzdolzno normalno napetost o,, v poljubnem vodoravnem precnem
prerezu A(z) izracunamo iz ravnoteznega pogoja za AV (x)

amu»=—2%ﬂp+vAvun

Koordinato x,, pre¢nega prereza, v katerem nastopa ekstremna nor-
malna napetost, dolo¢imo iz pogoja

s fo

e =0.

T=Tm

Ker je o posredna funkcija spremenljivke R(z), velja
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dogy  dog, dR

dr  dR dz
Pri tem je (RQ 75 Rl)
dR Ry— Ry
= 1y
dx h 7

in pogoj za nastop ekstremne vrednosti napetosti lahko zapisemo takole

Ao e

=0.
dR

R=R,,

Z odvajanjem enacbe za 0,, po R dobimo

1 op2p 2vh R} _ ~vh _ 0
R:r)’n i 3(R2 — R1> 3(R2 — R1> o
Ro_ 6P(Ry — Ry) Py §/6-40-(0.5—0.2) 099
wyh m-25-8
R,, = 0.462m
h 8
m=————(Rmn—R1)=——"—(0462—-0.2
S )= 502" )
Ty = 6.986m .

Ekstremna vzdolzna normalna napetost ¢!} nastopa torej v pre¢nem
prerezu pri x,, = 6.986 m s polmerom R,, = 0.462m in znasa

m-25-8

1
S T, S i
ez { T 305-02)

T (0.462% — 0.23)}

o™ = —153.99kN/m?.

Ugotoviti moramo Se, ali gre pri ekstremni normalni napetosti za mak-
simalno ali minimalno vrednost. V ta namen izracunamo drugi odvod
napetosti o,

R4 T RQ—Rl

d?0 4. 1 —@—F 2vhR3
dR?2 R4 '
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Izraz v oglatem oklepaju ima konstantno vrednost

= —65.73.

6P 2vhR3 | 6~40+2-25-8~0.23
s R2_R1 n T 0.5—-0.2

Drugi odvod napetosti 0., je torej negativen po celotni visini stebra,
zato ima funkcija 0., (x) pri R = R,, oziroma pri z = 0.462 m maksi-
mum. Ker je napetost tlacna, torej negativna, dobimo pri R = R, po
absolutni vrednosti najmanjso tlacno napetost.

(Bralcu prepuséamo v razmislek naslednji vprasanji:

- doloci silo P tako, da bo napetost o,, linearna funkcija koordinate x,

- dolo¢i mesto in vrsto ekstremne normalne napetosti, ¢e na steber
deluje le lastna tezal)

b. Ob predpostavki, da gre za enoosno napetostno stanje, je vzdolzna
specificna sprememba dolzine €., dolocena kar s Hookovim zakonom.
Upostevajoc¢ dobljeni izraz za vzdolzno normalno napetost o,, dobimo

Oxx (m) 1 7 ’}/h

TT - - - P
fel¥) = —F TER? " 3(Rs— Ri)

(R° = Ry)| .

Vzdolzni pomik u, je z deformacijo ., povezan s kinemati¢no enacbo

dug
Exx =
dz ’

ki jo po preureditvi zapiSemo takole

P vh R3
duy = — R— 2| du.
“ 7rER2+3E(R2—R1)( R2)] v

Da bi dolocili potek pomika u, vzdolz stebra, bi morali to enacbo inte-
grirati po x v mejah od 0 do poljubne vrednosti . Delo se poenostavi,
¢e vpeljemo novo integracijsko spremenljivko g tako, da je

h

T
=R —(Rs — R — dr = ——
Y 1+ ( 2 1) x Ry — Ry

d
A 9,
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

o(x=0)= Ry, o(x) =R, o(r =h) =Rs,.

Navpiéni pomik u,(z = 0) prijemalis¢a sile P oznacimo z ul in z inte-
griranjem dobimo

0 Ph R o vh? R R}
Uy = Uy — —7 — 5 0— —% do .
WE(RQ—R1> Ry 1Y 3E(R2—R1) Ry 1Y

Po izvrednotenju nastopajocih integralov sledi

0o Ph(R—Rl) B ’}/h2(R—R1)2(R+2R1)
r WE(RQ — Rl)RRl 6E(R2 - R1)2R

Uy = U

Kakor vidimo, se tako navpiéni pomik zaradi tockovne sile P kakor
tudi navpicni pomik zaradi lastne teze spreminjata vzdolz stebra po
hiperboli¢nem zakonu. Pomik u2 prijemaliséa sile P dolo¢imo iz pogoja,
da je pomik v podpori enak nic¢

Uugz(z =h) =u,(R=Ry)=0.
Od tod sledi

0 Ph L vh?(2R1 + Rs)
z 7TER1R2 6ER2

40 - 8 L 25-8(2:02+05)
m-2-107-0.2-0.5 6-2-107-0.5

u? =7.493-107° m.

Naloga je s tem koncana, zaradi popolnosti pa zapiSimo Se kon¢ni izraz
za potek navpicnega pomika u, vzdolz stebra

L __hRe—R) [P h(RR}+ R*R, — 2RY)

E(RQ - R]_)RR2 s 6(R2 - Rl)
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Zgled 3.10

Med dva toga odlitka, ki sta spojena z dvema jeklenima vijakoma pre-
mera 10 mm in dolzine 200 mm, moramo vstaviti bakreno palico s pre¢nim
prerezom A, = 600 mm? in dol%ino 200.2 mm.

a. Za koliko moramo ohladiti bakreno palico, da jo je mogole vstaviti
med odlitka? (Temperatura jeklenih vijakov se pri tem ne spremeni.)

b. Dolo¢i razdaljo med odlitkoma ter napetosti v jeklenih vijakih in
bakrenem vlozku, ko se temperatura bakrene palice spet izenali s
temperaturo okolja in jeklenih vijakov!

E; =2.1-10° MPa
a;=12-107°/K
Ey =1.0-10° MPa
ap=1.7-107°/K

L (=200 mm N
-

Slika Z-3.10 a

a. Zacetna dolzina bakrene palice je lj = 200.2 mm, po deformaciji
zaradi ohladitve pa je nova dolzina [ = 200 mm. Specificna sprememba
dolzine bakrene palice ¢, ki ustreza temu skrcku, je

[ —1o
l

E =

Med ohlajevanjem v bakreni palici ni napetosti, zato je celotna defor-
macija posledica spremembe temperature

g = OébATb .

Obe enacbi izenacimo in izrazimo potrebno spremembo temperature
ATy,
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

AT, — I—lo _ 200.0 —200.2
loay,  200.2-1.7-10-5

AT, = —58.8K.

b. Ko se po namestitvi bakrene palice med oba toga odlitka njena tem-
peratura zacne izenacevati s temperaturo okolja oziroma preostalega
dela sestava (AT, = +58.8 K), se pri¢ne bakrena palica raztezati.

jeklo fV}

baker

200 mm

i

Y

Slika Z-3.10 b

Ker sta odlitka toga, se v jeklenih vijakih pojavita natezni sili velikosti
Nj;, v bakreni palici pa tlacna sila N; (slika Z-3.10 b). Iz pogoja za
ravnotezje odlitka sledi

Nb—QNjZO — NbZQNj.

Po izenacitvi temperatur bakrene palice in jeklenih vijakov so dolzine
vseh treh elementov enake. V tem delu naloge je zacetna dolzina [, =
lj = 1 =200 mm, konéni dolzini pa oznacimo z [, in [}

g=lb+Alb=l(1+€b)

Ker je
Ny
= — AT,
Ep T A, + ap Ay
. N;
in g5 = ,
’ EjA;
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

sledi po izenacitvi [;, =[]

N, N,
- ATy = =2
Eod, TN T A

Upostevamo, da je N, = 2NV;, in po ureditvi dobimo

N, — BB,

_ AT, .
ByAy + 2B, A; T

Izracunati moramo Se plos¢ino preénega prereza jeklenega vijaka A;

™

Aj

W

Tako dobimo

- 1.0-10°-2.1-10°-600-78.5
7 105(1.0- 600 + 2 - 2.1 - 78.5)

Ny =2N; =2-10632 = 21264 N.

102 — Aj = 78.5mm?.

.1.7-107°-.58.8 = 10632 N

Vzdolzne normalne napetosti v elementih obravnavanega sestava so

sedaj
N, 21264
o A, T 600
N; 10632
%7 AT 785
; .

— op = —35.46 MPa

— o; = 135.37 MPa.

Po izenacitvi temperatur je razdalja med odlitkoma [’ enaka novi dolzini

bakrene palice [} oziroma novi dolzini jeklenega vijaka l;»

N; 10632
I'=l;=1 (1+ y ) = 200 (1+

EjA;
I’ =200.129 mm .

2.1-10%-78.5
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Naredimo Se kontrolo

Ny
! g ! = 1 — AT g
l lb l ( EbAb + ay b)

21264
200 (1 — _ 2l264 +1.7-107°-58.8
1.0 - 10% - 600

' =200.129 mm .

Zgled 3.11

Dolo&i napetosti in deformacije v tankostenski kroZno valjasti posodi z
rotacijskima kalotama pri hidrostati¢nem notranjem tlaku p (slika Z-3.11
a)! Lastno teZo posode in vsebine lahko zanemarimo.

VZDOLZNI PREREZ PRECNI PREREZ

R

x « Yy P
Y P N T
EEREAREERERREER
L \ ~ Z
. 7

slika Z-3.11 a

Posodo ali kaksno drugo konstrukcijo obravnavamo kot tankostensko
v primeru, da je debelina stene 6 majhna v primerjavi z ostalimi
znacilnimi dimenzijami, na primer v primerjavi s polmerom in dolzino
posode (§ < r, 6 < L). S tovrstnimi nalogami se srecCamo pri dimen-
zioniranju parnih kotlov, toplovodov, tlacnih cevovodov in rezervoarjev.
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

V tehniski praksi je obicajna predpostavka, da gre za tenkostensko
posodo, ¢e je razmerje med polmerom r in debelino stene § vecje od 10
(r >109). V takih primerih je umestno predpostaviti, da so napetosti
enakomerno razporejene po debelini stene.

Slika Z-3.11 b

V pravokotnem prec¢nem prerezu cevi nastopa enakomerna vzdolzna
normalna napetost o,,, v radialnem prerezu tangentna normalna
napetost o5, v tangencialni ravnini katerekoli tocke na notranji povrsini
posode pa radialna normalna napetost o,,, = —p. Ustrezna radialna
normalna napetost na zunanji, neobtezeni povrsini posode je enaka
nic. Pri tem smo razen osnovnega kartezijskega koordinatnega siste-
ma (z,y,z) vpeljali Se naravni, prav tako kartezijski koordinatni si-
stem (z,r,s), ki v poljubni toc¢ki notranje mejne ¢rte precnega prereza
posode opisuje vzdolzno, radialno in tangencialno smer (slika Z-3.11 b).
(Strozja analiza pokaZe, da so v resnici tangentne normalne napetosti
0ss na notranjem plascu cevi nekoliko vecje kakor na zunanjem, vendar
je ta razlika pri omenjenih geometrijskih lastnostih cevi zanemarljivo
majhna.)
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Ker gre v obravnavanem primeru za osnosimetricno geometrijo in
enakomerno osno simetri¢no hidrostaticno obtezbo, ki je povsod pra-
vokotna na notranjo povrsino posode, se pod obtezbo spremenijo le
dimenzije, ne pa tudi oblika posode. To pomeni, da so vse kotne defor-
macije in s tem tudi vse strizne napetosti glede na koordinatni sistem
(z,7,s) enake nic¢
Egr = Eps = Esp = 0, in Ogr = Ops = 0sg = 0.

Oglejmo si del posode, ki ga doloca
precni prerez z ravnino (z = 0), in ga
obravnavajmo z vsebovano tekocino
ali plinom vred (slika Z-3.11 ¢)! Na
notranji del prerezne ploskve s pol-
merom 7 deluje hidrostaticni tlak p
z rezultanto P, = pmr?, na pre-

rez stene posode pa enakomerna vz-
Slika Z-3.11 ¢ dolzna normalna napetost o,..

Iz pogoja za ravnotezje sil v smeri x
Ope [T(r 4+ 6)2 — 7r?] — prr? =0

sledi

7“2

Ope =P ———.
= =P 5r 1 0)

Ce je izpolnjena predpostavka, da je § < r, lahko v oklepaju v ime-

novalcu zanemarimo debelino cevi § v primerjavi s premerom 2r in

dobimo
r

P—s .
20
Podobno obravnavamo elementarni del posode, ki ga dolocajo dva na os

~
O-:L'.’E -

x pravokotna pre¢na prereza na medsebojni razdalji Az in radialni pre-
rez z ravnino y = 0 (slika Z-3.11 d). Rezultanta hidrostati¢nega tlaka na
radialnem prerezu je P, = 2prAz, rezultanta tangentnih normal-
nih napetosti oss na ustreznem radialnem prerezu stene posode pa je
S = 04s0Ax. V obeh celnih prerezih ni striznih napetosti, zato se
ravnotezni pogoj za sile v smeri osi y glasi
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

P,—-25=0 — 2prAx — 20,0 Ax = 0.

Od tod sledi tako imenovana “kotelna formula” za doloc¢evanje tangent-

nih normalnih napetosti
r

Oss =P —=.

J

Kakor vidimo, je normalna napetost v smeri tangente na vodilno
kroznico valjaste posode dvakrat vecja od vzdolzne normalne napetosti.
(S tem si lahko razlozimo vsaki gospodinji dobro znan pojav, da hre-
novka pri kuhanju vedno po¢i podolgem).

- S =0, 0Ax

E =2prAx

S =0.0Ax

Slika Z-3.11 d

Dobljeni enacbi dolo¢ata normalne napetosti v steni cevi pri zaprti
posodi z notranjim hidrostaticnim tlakom p. Pri posebnih konstruk-
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

cijskih izvedbah (meandrirane toplovodne cevi z gibkimi koleni, cevi
hidravli¢nih naprav z neodvisnimi bati in podobno) je mozno vzdolzne
normalne napetosti o,, zmanjsati na zanemarljivo velikost (o,, ~ 0),
tangentne normalne napetosti oss pa praviloma racunamo po kotelni
formuli.

Za linearno elasti¢no napetostno—deformacijsko podrocje dolo¢imo de-
formacije izotropnega materiala s Hookovim zakonom. V poljubni tocki
na notranji povrsini valjastega dela posode je o, = —p, zato velja

_1[ ( n )]_1 T N r
€mx—EUxm VUTT USS _E p25 v p p5

_r|r _r
S -

V gornji enacbi lahko v okroglem oklepaju zanemarimo vrednost 1
v primerjavi z ulomkom 7/0 in dobimo preprost priblizen izraz za
dolocitev deformacije €,

r(1—2v)

P o5k

Podobno dolo¢imo deformacijo e,

Ess = i[a-ss — V(0ga + Opr)] = L {pi - V(pi —p)}

Blirr(o5)]

Tudi tu lahko v okroglem oklepaju zanemarimo vrednost 1 v primerjavi

€ss =

z ulomkom /2§ in dobimo

r(2—v)
20E

€ss =P
Doloc¢imo Se normalno deformacijo v radialni smeri

392
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_l[ (G + )]_l__ Tl
67'7‘_ EO-TT VO—:E.’;U O-SS - E p 4 p26 p6

Ce tudi v gornji enacbi zanemarimo vrednost 1 v primerjavi z ulomkom
3rv /20, sledi

3rv
P

I

67"7’

Nekoliko podrobneje si oglejmo deformacijo e, ki predstavlja specific-
no spremembo dolzine notranje mejne ¢rte precnega prereza cevnega
dela posode.

Slika Z-3.11 e

To specificno spremembo dolzine lahko izrazimo kot razmerje celotne
spremembe dolzine notranje konture Al = I} — i in zacetne dolzine
konture [, (slika Z-3.11 e/a)

Tako smo torej linearno deformacijo £, notranje konture izrazili s spre-
membo notranjega polmera pre¢nega prereza cevnega dela posode.

398



3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Vse dobljene enacbe lahko smiselno uporabimo tudi v primeru, da je
posoda izpostavljena hidrostatiénemu tlaku z zunanje strani (slika Z-
3.11 e/b), le da sta tedaj napetosti 0., in ogs tlacni, notranji polmer
r pa moramo nadomestiti z zunanjim polmerom r, = r + §.

Zgled 3.12

Podvodni cevovod je sestavljen iz jeklene notranje in varovalne bakrene
zunanje cevi, ki se tesno, vendar brez napetosti, prilegata med seboj (slika
Z-3.12 a). Konstrukcijska izvedba cevovoda je tak3na, da so vzdolZzne
normalne napetosti v pre€énem prerezu cevi zanemarljivo majhne.

ro = 50cm
Y d; =lcm
dp = 1.5cm
E; =2-10° MPa
v; = 0.30
E, =1-10° MPa
< v, = 0.34

Slika Z-3.12 a

Dolo¢i normalne napetosti v tangencialni smeri glede na vodilno kroZnico
v obeh ceveh v naslednjih primerih:

a. pri tlaénem preizkusu cevovoda na kopnem z notranjim hidrostati¢nim
tlakom velikosti 5.5 MPa,

b. pri praznem cevovodu v globini 50 m pod vodo,

c. med obratovanjem cevovoda z notranjim tlakom 1.4 MPa v globini
50 m pod vodo!
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Za kasnejSo rabo dolo¢imo polmer skupne konture obeh cevi r; in zu-
nanji polmer bakrene cevi 7y

ri=ro+9d; =5lcm, ry =170 +6; + 0, = 52.5cm.

Obravnavajmo najprej splo$ni primer, da je cevovod izpostavljen no-
tranjemu hidrostaticnemu tlaku p,, in zunanjemu hidrostati¢cnemu tlaku
p. (slika Z-3.12 b/a).

Slika Z-3.12 b

Zaradi razlicnih deformabilnostnih lastnosti bakrene in jeklene cevi se
na sticni ploskvi obeh cevi pojavi osnosimetri¢na interakcijska obtezba
q (sliki Z-3.12 b/b in b/c). Vzdolzne in radialne normalne napetosti v
poljubni tocki sticne mejne ploskve obeh cevi so
: b _ .
o)., =o0..=0 in o’
Normalna napetost v tangencialni smeri na vodilno kroznico jeklene
cevi je po kotelni formuli

i o To ™ N 1
Oss —pny —qi = f(pnTo—qu)v
J J J

v bakreni cevi pa
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b T1 T2 1
Oss =45 TPy = 6—b(qr1 —pzT2).
Interakcijsko obtezbo ¢ na sti¢ni ploskvi obeh cevi dolo¢imo iz pogoja,
da se cevi tudi pod vplivom obtezbe tesno prilegata med seboj. To
pomeni, da mora biti zunanji polmer deformirane jeklene cevi enak
notranjemu polmeru deformirane bakrene cevi

' (jeklene cevi) = rj(bakrene cevi).

V zgledu 3.11 smo ugotovili, da lahko gornji pogoj enakovredno izrazimo
z zahtevo, da sta specificni spremembi dolzin skupne konture jeklene
oziroma bakrene cevi enaki med seboj

] b
5‘;8 = 858 °
Pri tem je (07, = o, =0)
ggs:_(ggs_nggr):i _i(pnro—qu)-f-qu_
E; Ej; |6; ]
1 1 [1 i
52525(0{9{9_7/()0—?7’):@ 5_b(qr1 _pzr2>+ybq

Zaradi enostavnejSega pisanja vpeljemo okrajsavo
=2
)
Ey

izenac¢imo obe linearni deformaciji in po ureditvi dobimo

pnT06b+szr25j
ﬁ(Sj (7“1 +V55b) —I—CSb (7“1 —Vj (%) '

q:

V naSem primeru je
g Ej _210°
E, 1-10°

in imenovalec v enacbi za interakcijsko obtezbo ¢ lahko izracunamo

=2

neodvisno od obteznega primera
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B (r1 +vpdy) + 6y (r1 — v 05) =
2-0.01-(0.5140.34-0.015) +0.015 - (0.51 — 0.30 - 0.01) =
179.07 - 10 *m?.

Interakcijska obtezba in normalne napetosti v tangencialni smeri v
obravnavanih treh obteznih primerih so:

a. p, =5.5MPa, p,=0

5.5-0.50 - 0.015
= = 2.304 MP

1= "179.07 - 104 e

: 1
ol = 5o (%:5-0.50 = 2.30 - 0.51) = 157.518 MPa

1
ot = ——.230-0.51 = 78.321 MPa.
0.015

b. Hidrostatiéni tlak v globini A = 50m je (v, = 0.01 MN/m?)

pn = hy, = 50-0.01 = 0.5 MPa,

zato je p, =0, p, = 0.5MPa.

2.0.5-0.525 - 1
_ — 0.293 MP
1= 179.07 104 &
| 1
i = = (0—0.29-051) = —14.952 MP
0, = 557 (0-0.29-0.51) 952 MPa
1
b
— (0.29-0.51 —0.5-0.525) = —7.532 MPa.
ol = 557 (0:29- 0.51 = 0.5 0.525) = ~T.532 MPa

c. pn,=14MPa, p, =0.5MPa

~14-0.50-0.015+2-0.5-0.525-0.01

- — 0.880 MP
g 179.07 - 104 2
. 1
oy = 557 (14-0.50 — 0.88- 0.51) = 25.143 MPa
1
ot = =~ (0.88-0.51 — 0.5 0.525) = 12.405 MPa.
0.015
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Zgled 3.13

Dolgo valjasto aluminijasto jedro je tesno, vendar brez napetosti, obdano s
tanko jekleno cevjo, ki je na konceh zaprta z absolutno togima plos¢ama.

Z

i

D = 60 mm (b)
0 = 1mm
//
AT = 40°C ya
Va4
z
Slika Z-3.13 a
E; = 22000kN /cm? v; = 0.30 a; =1.2-107°/K
E,= T7000kN/cm? v, = 0.34 g =2.353-107°/K

Opisani sestav enakomerno segrejemo za AT'. Obravnavaj dva primera:
a. razdalja med &elnima plo$¢ama se med segrevanjem ne spremeni (slika
Z-3.13 a/a),
b. desna plo¥¢a se lahko prosto premika skupaj z valjem in cevjo (slika
Z-3.13 a/b).
V obeh primerih dolodi vzdolZne in pre¢ne normalne napetosti v alumini-
jastem valju ter normalne vzdolZne in normalne tangencialne napetosti v
cevil Pri tem upostevaj ugotovitve iz zgleda 3.11!  Lastno teZo valja
in cevi, trenje med valjem in cevjo ter motnje na priklju¢kih cevi na &elni
plos¢i zanemarimo.
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Primer a:

Ker se pri segrevanju aluminijasto jedro in jekleni plas¢ ne moreta neovi-
rano deformirati, se med njima in nepodajno podlago pojavi interakcij-
ska obtezba. Preprost fizikalni razmislek pove, da je ta obtezba tlacna.
Interakcijsko obtezbo med osnovno ploskvijo jeklene cevi in podlago
oznacimo s pj, interakcijsko obtezbo med osnovno ploskvijo aluminija-
stega jedra in podlago pa s p,. Razen tega se zaradi razlicnih deforma-
bilnostnih lastnosti aluminija in jekla med cevjo in valjem pojavi tudi
osnosimetri¢na interakcijska obtezba ¢ (slika Z-3.13 b).

Napetosti v poljubni tocki sticne ploskve cevi in valja so:

Jeklena Ore = —Pj Aluminijasti Ope = —Pa
cev . ) D valj :
s =4 25 o =—a¢ ()
0'2,7‘ = —(q ng =9

Ton L

/q X <~ X
/ e —
NYYYYY . < Pa
........... e D

Slika Z-3.13 b

V obravnavanem primeru ostane dolzina sestava po spremembi tempe-
rature nespremenjena, kar pomeni, da sta vzdolzni deformaciji jeklene

cevi &J

J » in aluminijastega jedra €, enaki nic.

l, = = [ohy — v (od, + 01,)] + 0y AT =0
’ (b)
a 1 a a a
€ag = . 08, —Va (O'yy +0%.)] + AT =0.
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Upostevamo enacbe (a) in po ureditvi dobimo

D
Dj + qv; (% — 1) = EjOéjAT
Pa — 2qvy = Eqa, AT .
Po vstavitvi podatkov sledi

p; = 10.5600 — 8.7000 ¢ .
¢
Po = 6.5884+ 0.68004¢.

V zgledu 3.11 smo pokazali, da je specificna sprememba dolzine notranje
konture cevi enaka specificni spremembi dolzine notranjega premera
cevi. Ce upostevamo, da je D = 2r in D’ = 2/, dobimo

/

, D
=2 1. d
S - (d)

V nasem primeru predstavlja desna stran gornje enacbe specificno spre-
membo dolzine premera aluminijastega valja. Ker gre za osnosimetricen
primer, je ta deformacija enaka v vseh smereh v ravnini (y, z), na primer

D/
ezyzegzzﬁ—l. (e)

Zahtevo, da se cev in valj tudi po deformaciji med seboj tesno prilegata,
torej izrazimo z enacho

els = Egy - (f)

V obravnavanem primeru sta deformaciji €/, in €;, doloceni z enacbama

Egs = T [O-gs -V (Jim + JZ’I’)] + ajAT

(9)

el = — |00, —Va (04 +02.)] + aa AT .
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Enacbi izenacimo, upostevamo zveze (a) in po ureditvi dobimo

D

q {Ea (% + Vj) +E;(1- l/a):| + Eovipj — Ejvapa =
(g — ) E;E,AT .

Ko vstavimo konkretne podatke, sledi

226620g +2100p; — 7480p, = 71024.8. (7)

Ob upostevanju enacb (¢) lahko iz enacbe (i) izra¢unamo interakcijsko
obtezbo ¢
q = 0.4598 kN /cm? (4)

Iz enacb (¢) tako sledi
pj = 6.5601kN/cm?  in  p, = 6.9010kN/cm?. (k)
Napetosti v cevi in valju so sedaj

Jeklena cev : o), = —6.5601 kN /cm?
ol = 13.7929 kN /cm?
o’ = —0.4600 kN /cm?

Aluminijasti valj : o, = —6.9010 kN /cm?
oy, = —0.4600 kN/cm?

o, = —0.4600 kN /cm? .
(4)
Dolo¢imo Se skupno silo R, s katero sestav deluje na nepodajno podlago.
Ta sila je enaka rezultanti interakcijskih obtezb p; in p, na osnovnih
ploskvah cevi in valja

_ 7 2 2 mD?
R—pj4[(D+25) D]+pa :

= 2 [4p;5 (D + 6) + paD?] (m)
—4 D Pa

R =207.6928 kN .
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Primer b.

Tudi v tem primeru se med osnovnima ploskvama cevi in valja ter pri-
kljuénima ploS¢ama pojavita interakcijski obtezbi p; in p,, med cevjo in
valjem pa osnosimetri¢na interakcijska obtezba q. Vendar tokrat desna
plos¢a ni nepodajno pritrjena na podlago, zato mora biti rezultanta R
interakcijskih obtezb p; in p,, s katerima sestav deluje na priklju¢no
plosco, enaka ni¢ (slika Z-3.13 c).

Py Py

/74

p B Y
T

A

07,

7

Slika Z-3.13 ¢

Upostevajo¢ enacbo (m) lahko tedaj pois¢emo zvezo med obtezbama
Pj 1M Pqg
R =7 [49;8 (D +3) +p.D*] =0
D2 (n)
pj = 4D +0) Pa

Zaradi preprostejsih zapisov vpeljemo oznacbo

D2
in zapiSemo
pj = —"UPa- (p)

Ker sta priklju¢ni ploséi absolutno togi, mora biti vzdolzna deformacija

jeklene cevi €7 . enaka vzdolzni deformaciji aluminijastega jedra €%
T T

Ere = €z - (9)
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Ob upostevanju enacb (b) ter zvez (a) in (p) lahko pogoj (g) zapisemo
v naslednji obliki

Pa (Ej +vVE,) —q |:2EjVa + E,v; (2 ~ 1)} —
2 (r)

(g — ) E;E,AT .

Seveda mora biti tudi v tem primeru izpolnjen pogoj (f), ki ga ob
upostevanju enacb (g) ter zvez (a) in (p) zapisemo takole

— pa (Bjva + E.v;) 4 q {Ej(l_ya>+E“ (Q%ijj)} - (s)

(Oéa - Oéj) EanAT .

V dobljeni enacbi (r) in (s) vstavimo podatke naloge in po ureditvi

dobimo
Pa — 0.6055 ¢ = 0.5669

(3)
—pa + 5.8918 ¢ = 1.8465 .
Resitvi dobljenega sistema enacbh sta
pa = 0.8434kN/cm®  in ¢ = 0.4566 kN/cm?, (t)
iz enacbe (p) pa sledi se
pj = —12.4435kN/cm? . (u)

Upostevajo¢ enacbe (a) lahko dolo¢imo napetosti za primer b.

Jeklena cev : o) = 12.4435 kN /cm?
ol = 13.6967 kN /cm?
ol = —0.4566 kN /cm?

Aluminijasti valj : of, = —0.8434 kN /cm?
og, = —0.4566 kN /cm?

0% = —0.4566 kN/cm? .
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Zgled 3.14
Zapisi Misesov pogoj za zaletek plasti¢nega te€enja za prikazani primer
napetostnega stanja!

Oze 0 042
oij]=1 0 0 0
0z 0 0

Ob upostevanju enacb (3.168) in (3.170) izrazimo Misesov pogoj
plasticnega tecenja z drugo invarianto deviatori¢cnega dela tenzorja

napetosti
1
D 2
17| = 307 (a)
V obravnavanem primeru je
o
I{ =0,y in ol = ;m ) (b)
Matrika deviatoricnih napetosti je torej
2044 0 30,
[0D] = [0 — 6i50™] = 31 0 —owm 0, (c)
3032 0 —Ozz

njena druga invarianta pa je

1 /] _

+ 0 — Oy

9 —Ogzx Bsz —Ogg

‘203395 304 ‘

)

2
- ("m L agz) . e

3
Misesov pogoj plasti¢nega tecenja (a) je tako
Oty +305. =0V . ()
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Po korenjenju lahko pogoj tecenja izrazimo s primerjalno napetostjo

M
ol =02, + 302, = oy. ()

Oc

Zgled 3.15

Napetostno stanje delca D je opisano s komponentami o;; tenzorja
napetosti glede na koordinatni sistem (z,y, 2).

a. Dokazi, da je ravnina Il;, katere normala e oklepa enake kote z osmi
x, Y, z, ena od glavnih ravnin podanega napetostnega stanja! Doloci
preostali dve glavni ravnini in vse glavne normalne napetosti!

b. Obravnavano telo je narejeno iz bilinearnega elasti¢no—plasti¢nega ma-
teriala. Pri enoosnem napetostnem stanju je prehod iz elasti¢nega v
plasti¢no stanje doloten z mejo plasti¢nega te¢enja oy . UpoStevajoc
Misesov pogoj telenja dolodi napetost qy, pri kateri pri podanem
prostorskem napetostnem stanju delca D nastopijo prve plasti¢ne de-
formacije! Napetost ¢y izrazi v odvisnosti od vrednosti oy !

q 2q 2q
loijl =120 q 2¢
29 2q ¢

a. Ker smer e; oklepa enake kote s smermi e,, e,, e, velja
€lx = ecy = €¢z
in iz pogoja, da mora biti e; enotski vektor, sledi

egm + egy + egz =1

5~

Segmzl — €y =€, =€z =
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

Privzamemo kar pozitivne predznake smernih kosinusov in dobimo

1
ec=—=(e;+e,+e,).

V3

Komponente napetostnega vektorja o, ki pripada ravnini Il z normalo
e¢, dolo¢imo upostevajo¢ enacbo (1.150)

Oc¢zx 2(] 2q ;q 1 1 5(] .
ocy 0= 120 q 2q|-—= = — ,
O¢z 29 2q ¢q V3 1 V3 1
tako da je
5¢ :
o =—=(e;+e,+e,) oziroma oc =5Hgec.

V3
Kakor vidimo, ima napetostni vektor o le normalno komponento
o¢c =549, o¢e =0¢y =0.

S tem je dokaz koncan.

Napetost o¢¢ je torej ze kar ena od glavnih normalnih napetosti, smer
e¢ pa pripadajoca glavna smer. Oznac¢imo jo na primer z e

e = e3 — UCC:JS3:5Q'
Da bi dolocili Se preostali dve glavni normalni napetosti, moramo resiti
karakteristicno enacbo podanega napetostnega stanja. Invariante ten-
zorja napetosti so
I7 =3q, IS = -9¢%, IS =54°.
Karakteristicna enacba je tako
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3.6 Sovisnosti med napetostmi in deformacijami - Zgledi

0% —3¢0? —9¢%°0 —5¢° =0.

Ker je 033 = 5q eden od korenov te enacbe, lahko brez ostanka izpeljemo
deljenje

(03 —3q0? — 3¢%0 — 5q3) (0 —5q) = 0?4+ 2q0 + ¢*.

Iz zahteve
2 +2q04+ ¢ =(c+q)°=0

sledita preostali dve glavni normalni napetosti
011 = 022 = —¢.

Ocitno gre za osnosimetricno napetostno stanje v ravnini, ki je pra-
vokotna na smer e;. Glavna vektorja e; in ey sta torej poljubna med-
sebojno pravokotna vektorja v ravnini II.

b. V obravnavanem primeru je najugodneje, ¢e Misesov pogoj
plasti¢nega te¢enja zapisemo v obliki (3.171)

(011 — 022)% + (020 — 033)% + (033 — 011)? = 20% .

Ce v pogoj plasti¢nosti vstavimo dobljene vrednosti glavnih normalnih
napetosti, sledi

(=g +9)?+ (—a—5¢)% + (5¢ + q)* = 207

Vrednost napetosti ¢, pri kateri je izpolnjen pogoj plasti¢nosti, oznaci-

mo s qy in dobimo
Qy = 6
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OSNOVNE ENACBE TRDNEGA TELESA.
ROBNI PROBLEM

4.1 Osnovne enacbe trdnega telesa

V prvih treh poglavjih smo izpeljali tri skupine osnovnih enacb, ki
dolocajo mehansko stanje trdnega telesa pri stati¢ni zunanji obtezbi.
Prvo skupino sestavljajo ravnotezne enacbe, ki povezujejo specificno
povrsinsko obtezbo p,, in specificno prostorninsko obtezbo v obravna-
vanega telesa z napetostmi o;;. V kartezijskem koordinatnem sistemu
z bazo e,, e,, e, morajo biti znotraj obmocja ¥ izpolnjeni pogoji

00 1 . 004y . 00 4

Oz dy 0z + e =0
00y Ooyy  Ooy,
: = 4.1
v B + 3y + Ep +v, =0 (4.1)
00, 00y, 00,
+ + +u,=0.

ox oy 0z

Pri tem smo z upoStevanjem simetrije striznih napetosti (oy, =
Opy, Ozy = Oyz, Ogz = Oy) izpolnili tudi momentni ravnotezni pogoj.
Dobili smo torej tri parcialne diferencialne enachbe za Sest neodvis-
nih skalarnih funkcij napetosti. Posebno resitev teh ena¢b dobimo z
upostevanjem robnih pogojev, ki zahtevajo, da je v ravnotezju tudi vsak
delec na mejni ploskvi telesa. V razdelku 1.3 smo s specificno zunanjo
povrsinsko obtezbo p,, zajeli celotno obtezbo, ki prek mejne ploskve .
deluje na telo. Omenili smo, da je aktivni del te obtezbe predpisan,
pasivni del pa deluje na telo na podprtih delih mejne ploskve. Da
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4.1 Osnovne enacbe trdnega telesa

bi lahko natan¢neje opredelili robne pogoje, v nadaljevanju simboli¢no
razdelimo mejno ploskev . na dva dela (slika 4.1)

Slika 4.1

Z ), oznacimo tisti del zunanje mejne ploskve, na katerem je pred-
pisana aktivna zunanja obtezba p,, z .¥, pa tisti del, na katerem so
zaradi podpiranja ali na kak drugacen nacin predpisani pomiki u in
zasuki w. Oba dela sta z robom & povezana v ploskev .&

SpU Sy =S I NSy =% .
Na delu ., morajo biti torej izpolnjeni pogoji

Pnz = Ozz€ng + Ozy€ny + 022€nz
I Pry = OzyCnz + Oyy€ny + Oyz€n (4.2)

Pnz = Ozz€nz + Oyz€Eny + 0zz26nz

Na kratko lahko ravnotezne enacbe (4.1) in pripadajoce robne pogoje
(4.2) zapiSemo z vsotama

60'2"
Vo . ax:—f—vj:O -
‘ (/Lv] = x,y,z) : (4 3)
p pnj:ZUijeni
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4.1 Osnovne enacbe trdnega telesa

Drugo skupino sestavljajo kinemati¢ne enacbe, ki povezujejo kompo-
nente simetri¢nega tenzorja majhnih deformacij s pomiki

. Ouy
ou
Eyy a—yy
o ou,
zz az
Vo ) _1 %_}_81@ . (4.4)
2\ ox oy ) V"
=2\ oy 0z )
- 1 Ouy 4 Ou,\ .
=2\ 9z ox v

Gre torej za Sest parcialnih diferencialnih enach, v katerih nastopa devet
neznanih skalarnih funkcij: Sest deformacij in trije pomiki. Na kratko
jih zapiSemo z enacbo

1 8Uj 8uz .
vi ey (G s) Gimewa. 49)

Razen enacb (4.4) so s kinematiko materialnega delca povezane Se tri
“pomozne kinematicne enachbe”, ki dolocajo povprecne zasuke okrog
koordinatnih osi s prvimi parcialnimi odvodi pomikov

_ _1 8uy_6um _
Way =Wz = 5 ox oy | Wyz
1 (Ou, Ouy
=W, = - — ) = —w, 4.
wy W Q(ay 82) wy ( 6)
o = w _ 1 [(0uy Oug _
Y9\ 92 or ) T

O pomoznih kinemati¢nih enac¢bah govorimo zato, ker jih, kakor bomo
pokazali v nadaljevanju, praviloma lahko resujemo lo¢eno od tako ime-
novanega sistema osnovnih mehanskih enac¢b. V tem sistemu pa nujno
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4.1 Osnovne enacbe trdnega telesa

nastopajo enacbe (4.4), ki jih resujemo ob predpisanih kinemati¢nih
robnih pogojih. Ti povedo, kako je obravnavano telo podprto, kaksni
so torej pomiki in zasuki na delu mejne ploskve .7,

u; = u;
Fu (i=uz,y,2). (4.7)

(wi = wy)

Glede na povedano smo kinemati¢ne robne pogoje, ki predpisujejo za-
suke, zapisali v oklepaju, saj jih ob upostevanju zvez (4.6) lahko izra-
zimo s pomiki.

Ce poznamo pomike kot funkcije koordinat, lahko iz enach (4.4) brez
tezav izracunamo deformacije. V nasprotnem primeru, ¢e poznamo
deformacije in zelimo iz enacb (4.4) izracunati pomike, morajo defor-
macije zadoscati dodatnim Sestim kompatibilnostnim pogojem, ki zago-
tavljajo enoli¢no dolocljivost treh pomikov iz Sestih kinemati¢nih enacb.
Za enkrat sovisna obmocja so potrebni in zadostni pogoji za enoli¢nost
pomikov izrazeni z enacbami

625yy 4 0%, 9 625yz _0

022 0y? oyz

0%,. 0%,y 0%, B

ox? * 022 " Bzx

Pewe | Peyy 5 0%eay _ 0

0y? 0x? oxy

9 (agyz L O aaxy) e (4.8)
0z \ Ox oy 0z 0xdy

9 (85233 N Oeay Geyz) B 0%c _o
ozr \ Oy 0z ox 0y0z

0 (85w Deyz 86,2;5) _ Peyy 0

G_y 0z ox y 0z0x

Sovisnosti med napetostmi in deformacijami opisuje tretja skupina os-
novnih enacb, ki jih imenujemo konstitucijske ali materialne enacbe.
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4.1 Osnovne enacbe trdnega telesa

Ce se omejimo na obravnavanje linearno elasti¢nih teles, so zveze
med napetostmi in deformacijami doloc¢ene z Neumann-Duhamelovimi

enacbami
Oz = 2U€zqz + )\Ils — Br AT

Oyy = 2UEyy + MN{ — AT

Orz =20, + )‘]15 — Br AT
(4.9)
Oxy = 2UEqy

Oyz = 2UUEy.,
Org = 2UE g -

Gre za Sest linearnih algebrajskih enach, ki jih lahko zapiSemo tudi v
inverzni obliki

1+v v

Egw = % Ogw — Eff + ar AT
1+v Vo

Eyy = Tayy — Ell + OéTAT
1+v Vo

€y = % Oy — EIl + ar AT
1+ (4.10)

Epy = i3 Oy
1+v

Eyz = I Oyz
1+v

Ezp = E Oz -

Zapisimo enacbe (4.9) in (4.10) 8e v zgoSceni obliki

0ij = 2pueij + A0ij Iy — Brdi; AT
1+v v o
TO'Z']' - Eéijjl + 5ijOéTAT.

(i,j =x,y,2) (4.11)
5ij =

Enac¢be (4.1), (4.4) in (4.9) s pripadajo¢imi robnimi pogoji sestavljajo
sistem petnajstih enacb za petnajst neznanih funkcij (Sest napetosti,
Sest deformacij in trije pomiki), ki v stati¢nem primeru dolo¢ajo mehan-
sko stanje telesa. Ce nam uspe kot del resitve tega sistema dolociti
pomike u;, lahko z enacbami (4.6) brez tezav izratunamo tudi zasuke
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4.1 Osnovne enacbe trdnega telesa

wi;. Zato smo enacbe (4.6) upraviceno obravnavali kot pomozne kine-
mati¢ne enacbe.

Seveda pa smo z navedenimi enacbami opisali le najpreprostejsi splosni
primer izotropnega, linearno elasticnega trdnega telesa pri staticni
obtezbi. Pri izpeljavi ravnoteznih enacb smo namrec vzeli, da so pomiki
in zasuki obravnavanega telesa tako majhni, da lahko ravnotezne pogoje
izrazimo kar glede na zacetno, nedeformirano stanje telesa. V kine-
maticnih enacbah smo dodatno omejili Se velikosti parcialnih odvodov
pomikov, specificnih sprememb dolzin in sprememb pravih kotov. To
nam je omogocilo, da smo specificne spremembe dolzin in spremembe
pravih kotov izrazili kar s komponentami simetri¢nega tenzorja majhnih
deformacij, ki so linearne glede na parcialne odvode pomikov. Navedene
ravnotezne in kinemati¢ne enacbe predstavljajo tako imenovano teorijo
prvega reda, ki skupaj s konstitucijskimi enacbami linearno elasti¢ne
snovi omogoca razmeroma preprosto analizo obseznega razreda mehan-
skih problemov.

Za obravnavanje bolj zapletenih nalog, pri katerih navedene pred-
postavke o geometrijskih spremembah niso izpolnjene, je treba vpeljati
bolj stroge pogoje. Kot najstrozjo moznost omenimo tako imenovano
teorijo tretjega reda, pri kateri zapiSemo ravnotezne pogoje za deformi-
rano stanje telesa, specificne spremembe dolzin, spremembe pravih ko-
tov in spremembe elementarnih plos¢in pa izrazimo s komponentami
tenzorja velikih deformacij. Tak pristop praviloma vodi k sistemu ne-
linearnih ravnoteznih in kinemati¢nih enacb. Med obema omenjenima
skrajnima teorijama so v rabi Stevilne razli¢ice teorije drugega reda, ki
jih dobimo z vpeljavo razlicnih poenostavitev v teorijo tretjega reda.

Ne glede na to, kako natancno navedene enacbe opisujejo geometrij-
ske in obtezne razmere obravnavanega problema, v sploSnem veljajo
za poljuben material, ki ustreza konceptu zvezne snovi. Seveda pa pri
velikih deformacijah napetosti le redko ostanejo v elasticnem obmocju,
kar pomeni, da moramo upoStevati tudi neelasticno obnasanje obrav-
navanega telesa.
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4.2 Metoda pomikov. Navier—Laméjeve enacbe

Vrnimo se k naSsemu najpreprostejSemu primeru, pri katerem enacbe
(4.1), (4.4) ter (4.9) oziroma (4.10) sestavljajo tako imenovani sistem
osnovnih enacb linearno elasticnega telesa in jih zato imenujemo tudi
osnovne enacbe teorije elasticnosti. Kljub temu, da ta sistem enacb
opisuje poenostavljen primer, je njegovo reSevanje Se vedno zelo zah-
tevna matematicna naloga. Razen Sestih linearnih algebrajskih konsti-
tucijskih enacb nastopa v nalogi Se devet linearnih parcialnih diferenci-
alnih enacb 1. reda, ki jih moramo resevati ob predpisanih robnih pogo-
jih (4.2) in (4.7). V matematiki tako nalogo imenujemo robni problem.
Analiti¢no resitev nasega robnega problema lahko pricakujemo le v naj-
preprostejsih primerih obtezbe, geometrije in nac¢ina podpiranja obrav-
navanega telesa. V vecini drugih, bolj splosnih primerov se zatekamo
k numeri¢nim postopkom, pri katerih zadostimo osnovnim enacbam le
v konéni mnozici premisljeno izbranih diskretnih tock obravnavanega
telesa. V vsakem primeru pa je ugodno, ¢e z vnaprejsnjo izlocitvijo
nekaterih izmed neznank problema zmanjSamo red sistema osnovnih
enacb. V ta namen sta v rabi dve pomembni metodi: metoda pomikov
in metoda napetosti. Pri metodi pomikov izlo¢imo iz sistema osnovnih
enacb vse neznanke razen pomikov, pri metodi napetosti pa celoten
sistem izrazimo le z napetostmi. Znane pa so tudi razlicne mesane me-
tode, pri katerih kot osnovne neznanke nastopajo nekateri pomiki in
nekatere napetosti, ostale pa s primernim postopkom izlo¢imo.

4.2 Metoda pomikov. Navier’-Laméjeve enaébe

Osnovna ideja metode pomikov je v tem, da skusamo tri ravnotezne
enacbe izraziti s tremi komponentami vektorja pomikov. V prvem ko-
raku povezemo prvo od ena¢b (4.11) z enacbo (4.5) in tako izrazimo
napetosti s pomiki

f Claude Louis Navier, francoski inzenir, 1785-1836.
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4.2 Metoda pomikov. Navier—Laméjeve enacbe

8u3 ﬁuz auk
¥ o4 (axz + axj)ﬂaj T~ BT (4.12)

Pri tem smo upostevali zvezo med prvo invarianto tenzorja majhnih
deformacij in pomiki

Oou, Ou ou, Ouy,
]E =5 y = Y et _— . 4.1
S —eup ey, e 5 oy o Zaxk (4.13)

Enacbo (4.12) vstavimo v ravnotezni pogoj (4.3) in dobimo

07, 07u; 9%y, QAT B
Z [ (ax axz 8'1:‘78,@1) + )\gaz‘j 8xk8x /BT 1] 8 +/U_7 = 0

%

(4.14)

Prvi ¢len dobljene vsote lahko izrazimo z Laplaceovim diferencialnim
operatorjem A =V .-V = V?

Z 62% B 6 uj 62uj 62%

= =Au; =V? 4.1
0x;0x; 2 + 0y? + 022 uj = Viug (4.15)

Upostevajo¢ lastnosti Kroneckerjevega tenzorja ¢;; in zamenljivost
sumacijskih indeksov lahko Se piSemo

2 2 2,
ZZ%L ey~ Oy~ O (4.16)

in

T AT  DAT (417)

J 83:1 6.77]'

t Glej n. pr. Bronstejn—Semendjajev, Matemati¢ni priro¢nik, str. 363.
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4.2 Metoda pomikov. Navier—Laméjeve enacbe

Pri tem smo vzeli, da je temperaturna sprememba AT funkcija koordi-
nat obravnavanega delca

AT = AT (x,y, z) = AT (z;) . (4.18)
Ravnotezni pogoj (4.14) lahko sedaj zapisemo takole

v MV2Uj+(M+)\) Z m—f-vj—ﬁjﬂ% =0. (419)
Z i0Z; j

To so znane Navier—Laméjeve enacbe (pogosto jim recemo kar Laméjeve
enacbe), ki predstavljajo ravnotezne pogoje, izrazene s pomiki. Kot
vidimo, smo sistem petnajstih osnovnih enacb trdnega telesa skréili na
sistem treh linearnih parcialnih diferencialnih enacb 2. reda, v katerih
kot neznanke nastopajo tri komponente vektorja pomikov. V razviti
obliki dobimo za obmocje ¥

0 (0du ou ou 0AT
2 x Y z
puVau +(u+>\)8 (8x+3y+8z) 6T =0
8 ou ou ou 6AT
2 x y z _

5 0 (Ouy Ouy Ou, 0AT
uV=u (;H—)\)a (8x+8y+8z)+vz BT =0.

(4.20)
Laméjeve enacbe resujemo ob upostevanju stati¢nih robnih pogojev, ki
jih moramo prav tako izraziti s pomiki. Ce v drugo od enacb (4.3)
vstavimo izraz (4.12) in upostevamo lastnosti Kroneckerjevega tenzorja
dij, dobimo za del mejne ploskve .7}, naslednje pogoje

Ou; — Ou; Ouy,
MZ (axz axj) eni + (AZ— —BTAT> nj (4.21)
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4.2 Metoda pomikov. Navier—Laméjeve enacbe

oziroma v razviti obliki

Ou,, ) (Gum Ou, N ou,

Pnz = |:2’ua—$ + O + Ay EP ) - 6TAT:| Enz +

8um+% - 8um+6uz .
a oy ox ny TH 0z ox n

Py = QM% + A Ouy + Ouy + du-\ _ BrAT| ey, +
oy ox oy 0z (4.22)
% + Ous + % + Qg ‘
8z oy )T HEar Ty )
ou, Oug,  Ouy  Ou,
Pnz = l2ﬂ¥ + A ( ox + ay + Oz ) - 6TAT:| €nz T

ou, n Ouy + Ou, n duy
e — ) eny -
P\ or 0z ne T H y 0z "
Vse navedene enacbe bi seveda lahko izpeljali tudi z neposrednim
upostevanjem posameznih zvez (4.4) v enacbah (4.9) in z vstavljanjem

dobljenih izrazov v enacbe (4.1) oziroma (4.2). To nalogo prepusé¢amo
bralcu.

Ce se nam posredi iz Laméjevih enacb ob upostevanju robnih pogojev
dolociti resitve uy(x,y, 2), uy(z,y, 2), us(x,y, 2), je nadaljnji postopek
cisto preprost. Najprej izracunamo parcialne odvode pomikov in iz
kinemati¢nih enacb (4.4) in (4.6) dolo¢imo deformacije €;;(z,y, 2) in
zasuke w;;(x,y, z). Deformacije vstavimo v konstitucijske enacbe (4.9),
dobimo napetosti o;;(z,y, 2) in naloga je koncana.

Zal se problem ponavadi zaplete pri izpolnjevanju robnih pogojev, v ka-
terih razen zunanje obtezbe nastopajo tudi parcialni odvodi pomikov.
Zato je metoda pomikov prikladna predvsem v primerih dovolj pre-
prostih geometrijskih oblik telesa in enostavnih obteznih razmer.
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4.8 Metoda napetosti. Beltrami—Michellove enacbe

4.3 Metoda napetosti. Beltrami—Michellove enacbe

V primeru, da zelimo sistem osnovnih enacb trdnega telesa izraziti
z napetostmi, naletimo na problem enoli¢ne dolocitve pomikov iz kine-
mati¢nih enacb. Ce namreé s konstitucijske ena¢bami (4.10) povezemo
napetosti z deformacijami in jih vstavimo v ravnotezne enacbe (4.1),
dobimo tri enacbe za Sest neznanih deformacij. Vzemimo, da nam uspe
najti Se tri dodatne enacbe, tako da lahko izracunamo Sest deformacij,
ki nastopajo v kinemati¢nih enacbah (4.4). Za dolocitev treh pomikov
bi torej dobili Sest enacb, kar pomeni, da deformacije ne morejo biti
docela neodvisne med seboj. Povezavo med njimi dolocajo kompatibil-
nostni pogoji. Tri manjkajoce enacbe za doloc¢itev deformacij moramo
torej premisljeno izbrati izmed Sestih kompatibilnostnih pogojev. Pri
tem je mozno dokazati, da so v primeru, da izpolnimo primerno tro-
jico izmed kompatibilnostnih pogojev (4.8), identi¢no izpolnjeni tudi
preostali trije. Dokaz presega okvir tega ucbenika; navedimo le, da
moramo izmed komponent tenzorja kompatibilnosti

K:m: Ka:y Kg:z 0
[Kij] = | Ky Ky, Ky | =1|0

(4.23)

o O O
o O o

izenaciti z ni¢ tri take komponente, ki nimajo skupnega indeksa.
Med moznimi dvajsetimi izbirami trojic kompatibilnostnih pogojev je
sedemnajst takih, da so ob izpolnjenih treh kompatibilnostnih enacbah
identicno zadoscene tudi preostale tri. Izjemo predstavljajo trije pri-
meri, pri katerih imajo vse tri izbrane komponente tenzorja kompati-
bilnosti en indeks enak

1. primer : Kiyy =Kyy=K,;, =0
2. primer : Kpy=Kyy=K,.,=0
3. primer : K,,=K,,=K,,=0.

To medsebojno odvisnost kompatibilnostnih enacb si lahko razlozimo
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4.8 Metoda napetosti. Beltrami—Michellove enacbe

z dejstvom, da morajo komponente tenzorja kompatibilnosti ustrezati
pogojem (2.218)*.

Pri metodi napetosti gre torej za doloc¢itev Sestih funkcij napetosti iz si-
stema Sestih enacb, ki ga sestavimo iz treh ravnoteznih in primernih treh
kompatibilnostnih pogojev. Pri tem moramo kompatibilnostne pogoje
prav tako izraziti z napetostmi. Z napetostmi izrazeni kompatibilnost-
ni pogoji so znani kot Beltrami'Michellove* enaébe. V splosnem pro-
storskem primeru imajo Beltrami—Michellove enacbe predvsem studijski
in zgodovinski pomen, kot prakti¢no zelo uporabne pa se izkazejo pri
obravnavanju ravninskih problemov.

Vzemimo kar izotermni primer (AT = 0) in izrazimo kompatibilnostne
pogoje v obliki (2.227), torej z zahtevo, da morajo biti vse komponente
Riemannovega kompatibilnostnega tenzorja enake ni¢. Ob upostevanju
enacbe (2.225) dobimo

62€jk 62511 62€jl 6252~k

Rijr = + — — =0,
Ox;0x;  Oxj0xy,  Ox;0x),  Ox;0x
(i7j7k57l:mayaz) (424)

Nastopajoce deformacije povezemo z napetostmi s konstitucijskimi
enacbami (4.11). Po krajsanju z F in ureditvi dobimo

1+v 82ajk n 020 B 820ﬂ B 020k _
Ox;0x;  Ox;j0xy,  Ox;0xy,  Ox;0x:
0%I¢ 0%I¢ 0I¢ 0?I¢
5' — L (Sz L — (3 L — (51 L =
( Jk@xz@xl lafl}jaxk Jlaxiaxk k@xj(‘)xl 0

v

(4.25)

* Glej n. pr. knjigo: Saje, Srpci¢, Osnove nelinearne mehanike trdnih teles, Ljublja-
na, 1993.

t Eugenio Beltrami, italijanski matematik, 1835-1900

i Henry Michell, avstralski matematik, 1863—-1940.
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4.8 Metoda napetosti. Beltrami—Michellove enacbe

kjer je I{ prva komponenta tenzorja napetosti

IT =040 +0yy + 0. = Z Oii - (4.26)

Kot smo povedali ze v razdelku 2.9, je med 81 enacbami (4.25) le
Sest medsebojno neodvisnih. Dobimo jih na primer tako, da indeks [
spremenimo v ¢ in dobljene enacbe sestejemo po @

1 +v Z ( 620'jk 620'2'2' 620'j2' 620'2'k )

v

8a:i8xi+6xj8xk Ox;0x,  Ox;0x;

02I¢ 02I¢ 0%I¢ 0%I¢
ki B — Byl Gy L) =
Z ( Jkaa:iaa:i + Ox;0xy, I O 01k, k(’?a:jﬁxi> 0

(3

(4.27)

O tem se z nekoliko potrpezljivosti prepricamo tako, da opisano ope-
racijo naredimo ze v enacbi (4.24) in s skalarnim zapisom dobljenega
izraza dobimo ravno Sest neodvisnih kompatbilnostnih pogojev (4.8).

Prvi in peti ¢len enacbe (4.27) lahko zapisemo z Laplaceovim diferen-
cialnim operatorjem V?

= Vo (4.28)

Z 620'jk _ 620jk 4 (92O'jk i 620'jk
0x;0x; 0x? 0y? 022

o217 .
Zajk Sobm = = §,,V2I7 . (4.29)

Ob upostevanju lastnosti Kroneckerjevega tenzorja velja tudi

D 8ii = Oua + Oy + 0.2 =3 (4.30)
o2J° o2J7

i L — L 4.31

; T O 01k, Ox;0xy, (4.31)

3 o*ry  0°IY

0; = ) 4.32
kaa:j('?a:i Ox;0xy, (4.32)

7
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4.8 Metoda napetosti. Beltrami—Michellove enacbe

Zaradi enacbe (4.26) je e

820'“‘ 821f
= . 4.
Z Ox;0xy,  Ox;0xy (4.33)

Enacba (4.27) se s tem glasi

1 0°I¢ v 0%0; 0%0i
Vo, L 8., V2I° i To—0.
O-Jk+1 +Vaxjaxk 1 + ]k 1 Z Z .

Dobljeno enacbo lahko poenostavimo, ¢e cetrti in peti ¢len ob uposte-
vanju ravnoteznih pogojev (4.3) izrazimo z zunanjo obtezbo. Zaradi
simetrije napetosti lahko ravnotezno enacbo (4.3) zapisemo takole

Gaﬂ
— 4.
Z e, (4.35)

Enacbo parcialno odvajamo po x; in dobimo

620'j2' 6vj
= 4.
Z Ox;0xy oxy, (4.36)
in podobno
GQUik 8vk
Z 89038:1:1 N _373' ’ (437)

kjer smo upostevali, da vrstni red odvajanja zaradi zvezne odvedljivosti
napetosti ni pomemben. Enacba (4.34) preide s tem v naslednjo obliko

1 0%I¢ v ov;  Oug

Vio; 1 _ 8V =——L — %

ik 1+v0zj0r, 1+v ik 1 Oxy,  Ox;
(U k=1z,9,2). (4.38)

Dobljena enacba ima dva prosta indeksa, torej predstavlja devet
skalarnih enacb. Vendar je med njimi zaradi simetrije glede na in-
deksa j in k le Sest medsebojno neodvisnih. Na tem mestu bi izpeljavo
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4.8 Metoda napetosti. Beltrami—Michellove enacbe

lahko koncali, saj nam je ze uspelo kompatibilnostne pogoje izraziti z
napetostmi. Vendar se izkaze, da je mogoce enacbo (4.38) Se nadalje
poenostaviti. V ta namen v enacbi (4.25) izenacimo indekse i = [ in
7 = k ter sestejemo po k in [

1+v Z Z 0? Okk 820'” B 820'kl B 82Ulk B
8(1)[8(1)[ 3$kafl}k 8xlaxk 8(1%8.13[
0%I7 0%I7 0%I¢ 0%I¢
1) L 4 y—21—5 L _§ ! =0.
g; ( " ow 0w, " 0xpdx, " Ow0my, ”“axkaxl)

(4.39)

7, uporabo podobnih zvez kot v dosedanjem izvajanju dobimo
1+v 82O'kl
270
17 = . 4.40
v 1 1—szal'kal'l ( )
Podobno kot v enacbi (4.36) pa je tudi

820'kl . 81)1 . 81)1'
g ; 8(1)ka$l - ; 8—.1,‘1 T ; 3x@ (4.41)

in zato

1 i
vy — - 3 6”. . (4.42)

Z vstavitvijo dobljene zveze v enacbo (4.40) dobimo kon¢no obliko
Beltrami—Michellovih enacb

1 0I°¢ ov; ov v ov;

2 ro Y% Y% . Z

Viojk 1+v Ox;0xy Oz, Ox; 1-—v szaxi
(i,j,k=z,y,2). (4.43)

Opazimo lahko, da v posebnem, vendar v praksi zelo pogostem primeru
homogene specificne prostorninske obtezbe v, ko ta torej ni funkcija ko-
ordinat x;, postanejo Beltrami—Michellove enacbe homogene parcialne
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4.8 Metoda napetosti. Beltrami—Michellove enacbe

diferencialne enacbe, kar obcutno olajsa njihovo resevanje. Zapisimo te

enacbe Se v skalarni obliki

V20,0 + B (Opz +0yy +0.2) =
Tx 1+uv o2 Tx Yy zz) —
o vy, v vy, . Ovy . ov,
or 1—v \ Ox y 0z
1 02
2 _
V O'yy+ H—Va—y2(0'mx+0'yy+0'22> =
ov v ov ov ov
_9 y T Y z
Oy 1—V(6x+6y+62)
1 02
2 _— et
Vios 14+v 922 (Oaz + 04y +022)
i o0, v o0y, n vy n ov,
0z 1—v \ Ox y 0z
1 0? ov ov
2 Lo _ YUz Uy
Viouy + 1+ v 0x0y (000 +0yy +022) dy ox
1 0? ov ov
2 N _ Y% YU
Véoy. + 150 050 (Ogz +0yy +022) 9. oy
1 0? ov ov
2 R _ YV YUz
Vo + 1+ v 0z0x (02 + 0y + 022) ox 0z

(4.44)

Za resitev robnega problema po metodi napetosti moramo torej vzeti

tri ravnotezne enacbe (4.1) ter primerne (dopustne) tri od Beltrami—
Michellovih enacb (4.44), na primer kar prve tri. Ta sistem Sestih

parcialnih diferencialnih enacb resujemo ob upostevanju robnih pogo-

jev (4.2). Kot resitev bi naceloma dobili Sest napetosti o;;(x,y, 2).
Z vstavitvijo v sistem Sestih linearnih algebrajskih konstitucijskih
enacb (4.10) bi brez tezav dolocili Sest deformacij e;;(x,y, z). Pomike
u;(x,y, 2) in zasuke w;;(x,y, z) bi sedaj dolocili z enacbami (2.192) in
(2.193). Pri tem bi zagotovo dobili enoli¢ne resitve, saj so izpolnjeni

kompatibilnostni pogoji.
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