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RAVEN LINIJSKI NOSILEC

5.1 Splosno o linijskih nosilcih

V konstrukcijski mehaniki imamo pogosto opravka z izrazito podol-
govatimi telesi, kot so gredi, preklade, stebri, lokovi in podobno. Za
ta telesa je znacilno, da je ena od njihovih razseznosti dosti vec¢ja od
drugih dveh. Za obravnavanje takih elementov praviloma vpeljemo
racunski model linijskega nosilca. To pomeni, da dejansko trirazsezno
telo nadomestimo z enorazseznim racunskim modelom in s tem obc¢utno
poenostavimo resevanje osnovnih enach mehanskega stanja. V tej knjigi
se omejimo na take konstrukcijske elemente, ki jih lahko v geometrij-
skem pogledu opiSemo z ravnim linijskim nosilcem (slika 5.1). Osnovne
enacbe nosilca zapisemo v kartezijskem telesnem koordinatnem sistemu,
ki ga dosledno izberemo tako, da se njegova os x ujema z vzdolzno
teziS¢no osjo obravnavanega elementa. Osi y in z sta torej teziscni
osi preCnega prereza 7,, ki ga dobimo, ¢e nosilec prerezemo z ravnino
r = konst. Tezisce precnega prereza oznacimo s T'(x,0,0), poljubno
tocko precnega prereza pa s T'(z,y, z). Lega tocke T je glede na tezisce
I'podana s krajevnim vektorjem @

o=ye, +ze,. (5.1)

Vpeljava linijskega racunskega modela je upravicena v primeru, da je
najvecja precna dimenzija nosilca veliko manjSa od njegove dolzine.
Tedaj za katerokoli tocko T velja

lo] < 1. (5.2)
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5.1 Splosno o linigskih nosilcih

Pri tem smo z [ oznacili dolzino nosilca v nedeformiranem stanju B.

S Ay
)| [0
// 2 (\/\'}:} d.2f L /
Yy . V{
T N
-
L

Slika 5.1

Glede na lastnost (5.2) v nadaljevanju vzamemo, da se med deformi-
ranjem nosilca velikost in oblika njegovega pre¢nega prereza <7, zane-
marljivo malo spremenita. To pomeni, da zanemarimo specificni spre-
membi dolzin v smereh y in z ter spremembo pravega kota v ravnini
(y,z). V obmoc¢ju majhnih deformacij tedaj velja

Eyy X €2 R0 in £y2 = 0. (5.3)

To predpostavko potrjujejo opazovanja obnasanja linijskih nosilcev pri
eksperimentih, kakor tudi pri njihovi uporabi v vsakdanji praksi.
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5.2 Ravnotezni pogoji za element ravnega nosilca

5.2 Ravnotezni pogoji za element ravnega nosilca

Povezavo med zunanjo obtezbo p, in v elementarnega dela gred-
teznih pogojev. Obravnavamo elementarni del nosilca, ki ga omejujeta
precna prereza skozi tocki Tp(z,0,0) in 11 (x4 Az, 0,0); njegova dolzina
je torej Ax. Obravnavani elementarni del nosilca zavzema v prostoru
obmocje AY', ki ga ograjuje sklenjena ploskev A.¥ (slika 5.2).

| x | Az |
| 7l o
(0 ! \ A @
/ &% z/
| Az |
| |
/o
M(1)
P1
€y
N(l)
)

Slika 5.2

Pogoj, da je rezultanta vseh sil, ki delujejo na obravnavani element,
enaka nic, zapiSemo takole



5.2 Ravnotezni pogoji za element ravnega nosilca

j{pndS—l—/vdV:O. (5.4)
AS AY
Sklenjena mejna ploskev A.¥ je sestavljena iz celnih mejnih ploskev
,;zfx(o) in Jzim(l) ter iz plasta A.#);. Glede na to zapisemo enacbo (5.4) na
naslednji nacin

/a’éo)dAx—k / oMdA, + / pndspl+/VdV:0' (5.5)
:!27150) :!27151) Aypl AV

Prva dva sumanda v gornji enachi predstavljata rezultanti napetosti
v mejnih prec¢nih prerezih obravnavanega elementarnega dela nosilca.
Dolo¢imo ju z enacbo (1.100), kjer upostevamo, da je na szfx(o) en =
—e;, na ,;z{x(l) pae, = e,

/ o4, = -N© = _N(z)
A

/ oVdA, = NW = N(z + Az).
a7 {Y

Pri tem smo pri vektorjih notranjih sil zaradi preglednejsega pisanja
opustili spodnji indeks, saj je ta v nasem primeru vedno (-),.

Plos¢ino dS,; elementarne ploskvice d.#},; na plaséu A.#},; in prostor-
nino dV elementa d# znotraj obmocja A¥ lahko izrazimo s prirastkom
ds dolzine konture %, oziroma z elementarno plos¢ino dA, prec¢nega
prereza @7, ter s prirastkom dx vzdolZne koordinate x

dSy = dsdx in dV =dA, dx. (5.7)
Ravnotezni pogoj (5.4) lahko sedaj zapisemo takole

N(z + Az) — N(z) + / fpn ds + /vdAm dx = 0. (5.8)



5.2 Ravnotezni pogoji za element ravnega nosilca

Ce vpeljemo oznako

P(x) = fpn ds + /vdAm, (5.9)

Cr Ro /8
se enacba (5.8) glasi
N(z + Az) — N(z) + / P(z)dz — 0. (5.10)
Az

Pri tem predstavlja vektor P(x) nadomestno zunanjo obtezbo linijskega
racunskega modela glede na zacetno nedeformirano dolzino elementa
[N/m]. Z uporabo izreka o povpreéni vrednosti integrala T lahko enaébo
(5.10) zapiSsemo na naslednji nacin

N(xz+ Az) = N(z)+P(x + &) Az =0 (0<¢&< Ax). (5.11)

Enac¢bo (5.11) delimo z Az, in izvedemo limitni proces, pri katerem gre
dolzina obravnavanega elementarnega dela nosilca proti nic
N Az) — N
L [N+ Az) - N()
Az—0 Ax

+P(x+€)| =0. (5.12)

Limita ulomka v oglatem oklepaju je po definiciji prvi odvod notranje
sile N po z; ko gre Ax proti ni¢, gre proti ni¢ tudi ¢ in tako dobimo
koné¢no obliko ravnoteznega pogoja (5.4)

dN

N _ p_o. 1
— +P=0 (5.13)

Zapisimo Se drugi ravnotezni pogoj, ki zahteva, da je rezultirajoci
stati¢ni moment vseh sil, ki delujejo na obravnavani del nosilca, enak
nic
]{rxpndS—k/rxvdV:O. (5.14)
A AV

t Glej: Bronstejn, Semendjajev, Musiol, Miihlig, Matematiéni priro¢nik (1997), str.
328



5.2 Ravnotezni pogoji za element ravnega nosilca

Z r smo oznacili krajevne vektorje delcev elementarnega dela nosilca
glede na poljubno mirujoco tocko O. Krajevni vektor r splosne tocke
T(x,y, z) lahko sestavimo iz krajevnega vektorja r tezisca T'(x,0,0)
precnega prereza 7, , v katerem lezi obravnavana tocka, ter iz vektorja
0, ki doloca lego tocke T' glede na tezisce T

r=r-+o. (5.15)

Razen tega izrazimo krajevni vektor r; tocke Ti kot vsoto krajevnega
vektorja ro tocke Ty ter spremembe krajevnega vektorja Ar med
tockama Tj in Tj

ri=xro+Ar. (5.16)

S tem lahko zapisemo enacbo (5.14) takole

/ (£o+ o) x ot dA, + / (Lo + A4 +01) x ofVdA, +

dm(O) dz(l)
/(£+g)><pnd5p+/(£+g)XVdeO. (5.17)
N Ay

Rezultirajoca momenta v mejnih prec¢nih prerezih obravnavanega ele-

/ Qo X a'g))dAx = -MO = —M(x)
)

o (5.18)

/ o1 x olVdA, = MW = M(z+ Az).

S tem in ob upostevanju enacb (5.6), (5.7) in (5.9) preide enacba (5.17)
v naslednjo obliko

M(z + Az) — M(z) +ro x [N(z + Az) — N(z)]+

Ar x N(z + Ax) —|—/£ X P(z) dm—i—/M(x) dr =0. (5.19)
Az Az



5.2 Ravnotezni pogoji za element ravnega nosilca

Pri tem smo z M(x) oznacili nadomestno momentno zunanjo obtezbo

linijskega racunskega modela glede na zacetno nedeformirano dolzino
elementa [Nm/m].

M(x):j{gxpnds+/ngdAm.

(5.20)
Cx oy

Z uporabo izreka o povpreéni vrednosti integrala lahko enac¢bo (5.19)
zapiSemo takole

M(z + Az) — M(x) +r (x) x

[N(z + Az) — N(z)]+
Ar x N(z+ Az) +r(x+ &) xPle+ &) Az + M(x+ &) Az =0

kjer smo upostevali, da je ro = r (z). Ce delimo gornjo enacbo z Az
in izvedemo limitni proces, pri katerem gre dolzina elementa Ax proti
nic¢, dobimo

lim M(x 4+ Azx) — M(x)

Ar
i A oy <N+ Az + Mz + &)+
N Az) — N
r (z) x (z+ Axx) (=) +r(z+&) XP(Q?—FSQ] =0. (5.22)
Od tod sledi
dM dN
da:+dxx +M+£><(dx+’P) 0 (5.23)
ODb upostevanju enacbe (5.13) in ker je v skladu z enacbo (2.18)
dr
% =€z,
sledi kon¢na oblika momentnega ravnoteznega pogoja
dM
d—+em><N+M:0. (5.24)
x



5.2 Ravnotezni pogoji za element ravnega nosilca

V enacbah (5.13) in (5.24) smo ravnotezne pogoje elementarnega dela
linijskega nosilca izrazili z nadomestno linijsko zunanjo obtezbo P
oziroma M in z nadomestno notranjo silo N oziroma z nadomestnim
notranjim momentom M. V ta namen smo z enatbama (5.9) in (5.20)
dejansko zunanjo obtezbo p,(z,y, 2) in v(z,y, 2), ki deluje na obrav-
navano trirazsezno nosilno telo, nadomestili s staticno enakovredno
obtezbo P(x) in M(x) linijskega ra¢unskega modela

P=P.e,+Pye, +P.e,
M=M e, + M,e, +M:_e..

(5.25)

Komponente nadomestne zunanje obtezbe dobimo ob upostevanju zvez
(1.73), (1.76) in (5.1) z zapisom enacb (5.9) in (5.20) v skalarni obliki

Px - %pnx ds"‘/”x dAa:
Py = fpnyds‘f'/vydA

(5.26)
M, = j{ YPnz — any dAm"’/ yvz—zvy dAm
Ay

Mz:_ ypnmds_/yvdia:-
Cr A,

Prav tako smo napetosti o, katerih razporeditve po pre¢nem prerezu
<, v sploSnem ne poznamo, nadomestili z njihovo rezultanto N in z
rezultirajotim momentom M glede na tezis¢e precnega prereza .7,

8



5.2 Ravnotezni pogoji za element ravnega nosilca

N=N,e;, +Nye, +N.e,

(5.27)
M=M,e,+M,e,+M,e,.

Za precni prerez <7, (x = konst.) z zunanjo normalo e, v splosnem velja

N = /a’m dA, in M = / o X o,dA, . (5.28)
Ay L
o
e \\‘
Slika 5.3
Z zapisom enacb (5.28) v skalarni obliki dobimo
Nm = /Umx dAx Mx - / (y Oxz — Zny) dAil?
L Ly
A A
N, = /szdAaC MZ:—/medAm.
Ay A



5.2 Ravnotezni pogoji za element ravnega nosilca

Enacbe (5.29) bi lahko zapisali tudi neposredno, izhajajo¢ iz slike 5.3.
Glede na smisel njenega delovanja imenujemo notranjo silo N, osna sila,
notranji sili IV, in N, sta prec¢ni sili v smereh y in z, notranji moment
M, je torzijski moment, notranja momenta M, in M, pa sta upogibna
momenta okrog osi y in z.

Kon¢no zapisimo v skalarni obliki §e ravnotezni enacbi (5.13) in (5.24),
ki povezujeta notranje sile linijskega nosilca z nadomestno obtezbo nje-
gove racunske osi

dd]\;“" + P, =0 (5.30)
% +P, =0 (5.31)
dé\f +P,=0 (5.32)
dﬁx +M,;=0 (5.33)
dﬁy N+ M,y =0 (5.34)
dji\iz + N, + M, =0. (5.35)

Enacbi (5.34) in (5.35) pogosto zapiSemo v priroénejsi obliki, ki
neposredno povezuje upogibna momenta z zunanjo obtezbo. V ta na-
men omenjeni enacbi odvajamo po x in upostevamo zvezi (5.31) in

(5.32)

d>M. dM
dxgy +P, + dxy =0 (5.36)
d*M, dM.,

Ravnotezni pogoji (5.30) do (5.35) tvorijo sistem Sestih navadnih line-
arnih diferencialnih enach, ki jih resujemo ob upostevanju tako ime-

10



5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

novanih statiénih robnih pogojev’. Ker so komponente nadomestne
zunanje obtezbe neodvisne med seboj, lahko hitro ugotovimo, da gre
pri tem za $tiri neodvisne skupine enacb. Enacba (5.30) dolo¢a osno silo
N, v odvisnosti od vzdolzne obtezbe P, ki sicer ne nastopa v nobeni od
preostalih ravnoteznih enacb. Prav tako lahko lo¢eno resujemo enacbo
(5.33), ki povezuje torzijski moment M, s torzijsko obtezbo M,. Pre-
ostaneta nam dva para enacb, ki ju reSujemo vsakega posebej. Enacbi
(5.31) in (5.37) kazeta, da sta precna sila NN, in upogibni moment M,
odvisna le od nadomestne zunanje obtezbe P, in M. Sistem enacb
(5.32) in (5.36) pa povezuje prec¢no silo N, in upogibni moment M,
z zunanjo obtezbo P, in M,. Opisana lastnost sistema ravnoteznih
enacb je posledica dejstva, da smo ravnotezne pogoje zapisali za nede-
formirano stanje nosilca.

5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

V tem razdelku izpeljemo osnovne enacbe tako imenovane elementarne
ali inzenirske teorije upogiba ravnega nosilca. Obravnavamo primer,
pri katerem v nosilcu v splosnem nastopajo vse notranje sile razen tor-
zijskega momenta (M, = 0 in M, = 0). Z opazovanjem obnaSanja
nosilcev pri tovrstni obtezbi lahko ugotovimo, da pride do izrazitih
raztezkov oziroma skrckov robnih vlaken nosilca, medtem ko se pravi
koti med telesnimi koordinatnimi ¢rtami zanemarljivo malo spremenijo.
Ravninski primer upogibne deformacije nosilca je prikazan na sliki 5.4.
Upostevajo¢ opisano ugotovitev vpeljemo razen predpostavk (5.3) Se
dodatno poenostavitev

Exy N €z, = 0. (5.38)

Ta predpostavka terja tudi dodatno pojasnilo. Ce bi jo vzeli dobesedno,
bi namre¢ iz konstitucijskih ena¢b (4.10) sledilo, da v nosilcu praktiéno
ni striznih napetosti oy in o4,

t Resevanje ravnoteznih enacb pri linijskih nosilcih je podrobno obdelano v knjigah

Stanek, Turk: Statika I in Statika II, FGG, Ljubljana (1996)

11



5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

Oy =2G €4y =0 in Ops =2G e, =0, (5.39)

zaradi druge od predpostavk (5.3) pa tudi velja
0. =2Ge,. ~ 0. (5.40)

To pomeni, da bi bil nosilec lahko izdelan iz materiala brez strizne trd-
nosti, saj med delci oziroma prerezi ni striznih napetosti. Upostevajoc¢
enacbe (5.30) do (5.37) takega napetostnega stanja seveda ne moremo
pricakovati, razen v posebnem primeru ¢istega upogiba (N, = N, = 0).
Zato moramo poenostavitve (5.3) in (5.38) razumeti kot eksperimen-
talno potrjeno predpostavko, da se v upogibnem nosilcu sicer pojavijo
tudi spremembe pravih kotov in pripadajoce strizne napetosti, vendar
zanemarljivo malo vplivajo na sicersnje mehansko stanje nosilca. Kot
kazejo poskusi, je omenjena predpostavka toliko bolj upravicena, ko-
likor bolj je izpolnjen pogoj (5.2), torej kolikor vecja je dolzina nosilca
v primerjavi z izmerami njegovega precnega prereza.

£ 2 &>

Slika 5.4

S predpostavkami (5.3) in (5.38) smo dejansko vzeli, da je od Sestih
neodvisnih komponent tenzorja majhnih deformacij pomembna le kom-
ponenta e,,, ki predstavlja specificno spremembo dolzine v vzdolzni
smeri nosilca in je v splosnem funkcija telesnih koordinat

Epr = Exa(X,Y,2) . (5.41)
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

Kinemati¢éne enacbe

Na predpostavki (5.38) o zanemarljivem vplivu kotnih deformacij €5,
in £,. na mehansko stanje linijskega nosilca je zasnovana Bernoulli f-
Navierova hipoteza, ki pravi, da ravninski precni prerezi, ki so v
zacetnem, nedeformiranem stanju pravokotni na vzdolzno os nosilca,
ostanejo ravninski in pravokotni na vzdolzno os tudi po deformaciji
zaradi upogibne in osne obtezbe.

Slika 5.5

Z

Skupaj s predpostavko (5.3) to pomeni, da lahko pre¢ni prerez nosilca
obravnavamo kot togo telo z neskonéno majhno debelino (slika 5.5).
Takemu telesu pravimo toga Sipa, njegove pomike in zasuke pa doloca-
mo s poenostavljeno Rodriguesovo enacbo (1.346) in z enacbo (1.347).
V tem primeru je za referencno tocko umestno izbrati kar tezisce T
precnega prereza <7,. Vektorja pomika in zasuka v tezis¢u T oznacimo
z U in w

u(l)=u=ue, +tve, +twe; (5.42)
WwlN=w=wye, +w, e, =w(l) (5.43)

Za skalarne komponente pomika u tezisca T'smo zaradi preglednosti
vpeljali nove oznake

t Jacob (Jacques) Bernoulli, §vicarski inzenir in astronom, 1654-1705.
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

u = uz(z,0,0) = u(zx)
v = uy(z,0,0) = v(x) (5.44)
w = uy(x,0,0) = w(x).

Z u, v in w smo torej oznacili pomike linijskega racunskega modela
nosilca, ki so zato funkcije zgolj vzdolzne koordinate x. Pomik

u=uze; +uye,+u,e, (5.45)

poljubne tocke T, ki je podana z relativnim krajevnim vektorjem p
glede na tezisce T
p=ye,+ze,, (5.46)

izracunamo z Rodriguesovo enacbo, ki smo jo ob predpostavki, da so
zasuki majhne koli¢ine, izpeljali v razdelku 1.15

u=u-+wxp. (5.47)

V gornjo enacbo vstavimo izraze (5.42), (5.43) in (5.46), izra¢unamo
vektorski produkt in po ureditvi dobimo

u=(u+zwy, —yw,) e, +ve, +we,. (5.48)
Iz primerjave z enacbo (5.45) sledi

Uy = U+ 2Wy — YW,
Uy =V (5.49)
Uy, = W .

Ob upostevanju predpostavke (5.38) lahko zasuka w, in w, izrazimo z
odvodi pomikov linijskega racunskega modela

Ouy, Ou, dv dv
2€my:—+ =— —w, =0 — Wy = —
or oy dx dx
(5.50)
o ou, n ou, dw n 0 o dw
rz — = — W, = = —— .
ox 0z dzx Y Wy dx



5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

Linijski racunski model, pri katerem sta zasuka w, in w, z upogibkoma
v in w povezana z enacbama (5.50), imenujemo Bernoullijev nosilec
in predstavlja najpreprostejsi mozni model za opis mehanskega stanja
grednega nosilca. Vzdolzni pomik u, poljubne tocke precnega prereza
lahko sedaj zapiSemo v odvisnosti od pomikov linijskega racunskega

modela do(z) du(z)
VT w T
um(mayaz) - u(w) -y dr -z dr

Pri tem smo poudarili, da so pomiki u, v in w funkcije koordinate x. V

(5.51)

izbranem pre¢nem prerezu, torej pri x = konst., je vzdolzni pomik u,
poljubne tocke T linearna funkcija prereznih koordinat y in z.

S parcialnim odvajanjem pomika u, po x ob upostevanju prve od kine-
maticnih enacb (4.4) dolo¢imo specifiéno spremembo dolzine €, mate-
rialnega vlakna v vzdolzni smeri nosilca

Ouy du d?v d?w

=== — — — 2.
dx? dx?

rx xr — 3 .52
€ o € o (5.52)

Konstitucijski zakon

Pri povezavi dobljenih deformacij z napetostmi vpeljemo novo pomemb-
no poenostavitev. Kakor smo ugotovili v 3. poglavju, pripada enoos-
nemu deformacijskemu stanju, s kakrSnim imamo opraviti v nasem
primeru (€, # 0, €yy = €22 = €3y = €y» = €, = 0), prostorsko
napetostno stanje

E(l1—-v)
1+ v)(1—20) ™

Ev . (5.53)
1+v)(1—-2v) ™

Ogx = (2lu + )‘) Exx =

Oyy = 02z = ANEgg =

Opy = Oyz = 0 = 0.

Vendar v nadaljevanju vzamemo, da je tudi napetostno stanje enoosno
in zapiSemo konstitucijski zakon v preprosti obliki

Ope = E gy . (5.54)
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

To pomeni, da smo v konstitucijskih enacbah (5.53) zanemarili vpliv
precne kontrakcije (v = 0), kar je v skladu z osnovno predpostavko
(5.3). Upostevajoc zvezo (5.54) lahko tudi vzdolzno normalno napetost
0o 1zrazimo s pomiki racunske osi nosilca

(5.55)

du d?v d?w
T = E T — E — AT 5
7 c (dm Vae? ~ “da? )

Notranje sile

Z ravnoteznimi enacbami (5.30) do (5.35) smo dolo¢ili notranje sile v
poljubnem precnem prerezu linijskega nosilca v odvisnosti od nado-
mestne zunanje obtezbe linijskega racunskega modela. Zato lahko te
sile pogojno imenujemo ravnoteZzne notranje sile. Enacbe (5.29) pa
povedo, kako so notranje sile povezane z napetostmi v pre¢nem prerezu

N, = /Umx dAa: =
A,
du d?v d?w
EF— A, — F — A, — F ——
i | ¢ a2 / ydde =B o /
Ay Ay oAy

Ay
g szx—E@/yszm—Edg—w/zszx (5.56)
dx dx? dx?
A A oy
Mz:_/yo'xmdAm:
ol
——l?dub/gldAm'+ /f —ig‘/pysz%.
dx dx?
A A oy
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

Preostale tri od enacb (5.29) trenutno niso pomembne. Iz Cetrte od
njih bi ob upostevanju zvez (5.53) dobili M, = 0, kar je razumljivo,
saj nimamo torzijske obtezbe. Druga in tretja od enacb (5.29) pa pri-
peljeta do vprasljivega rezultata N, = N, = 0. V splosnem primeru
poljubno obtezenega in poljubno podprtega nosilca seveda ne moremo
pricakovati, da bi bili pre¢ni sili N, in N, ni¢ povsod na nosilcu.
Dobljeni rezultat nas Se enkrat opozori, da smo pri izpeljavi osnovnih
enacb upogibnega nosilca zanemarili vpliv striznih napetosti in s tem
tudi vpliv pre¢nih sil.

V enacbah (5.56) smo notranje sile izrazili z vzdolzno normalno
napetostjo o.., ki smo jo s konstitucijsko enacbo (5.54) povezali s
predpostavljenim deformacijskim stanjem nosilca. Zato lahko notranje
sile, dolo¢ene z enacbami (5.56), pogojno imenujemo konstitucijske no-
tranje sile. Spomnimo se razdelkov 1.5 in 1.6, kjer smo ugotovili,
da iz ravnoteznih enacb, izrazenih z napetostmi, ni mogoce dolociti ve-
likosti in razporeditve napetosti v prerezu telesa z namisljeno ploskvijo,
lahko pa z ravnoteznimi ena¢bami (1.102) in (1.103) oziroma (1.108) in
(1.109) dolo¢imo rezultante napetosti na prerezni ploskvi. To smo z
enacbami (5.30) do (5.37) naredili tudi pri obravnavanem nosilcu. Da
bi dolocili razporeditev napetosti po prerezu .o7,, smo morali vpeljati
dodatne kinemati¢ne predpostavke (5.3) in (5.38), ki so nas pripeljale
do linearnega poteka vzdolzne deformacije €., in vzdolzne normalne
napetosti o,, po prerezu. Koeficienti linearnega nastavka za napetost
Oz SO izrazeni z odvodi pomikov racunske osi, dolocili pa jih bomo ob
pogoju, da morajo biti konstitucijske notranje sile enake ravnoteznim.
Ta pristop tudi sicer predstavlja osnovno nacelo pri reSevanju proble-
mov konstrukcijske mehanike, ne glede na to, ali obravnavamo linijsko,
ploskovno ali splosno prostorsko konstrukcijo.

Vrnimo se k enacbam (5.56), v katerih smo upostevali, da pomiki u, v, w
in njihovi odvodi niso odvisni od koordinat y in z in da se torej pri
integriranju po pre¢nem prerezu <7, obnasajo kot konstante. Integrali,
ki nastopajo v enac¢bah (5.56), so o¢itno odvisni le od oblike in velikosti
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

precnega prereza, zato jih s skupnim imenom imenujemo geometrijske
karakteristike precnega prereza <7,. Zanje vpeljemo naslednje oznake

A, = / dA, ... plosc¢ina pre¢nega prereza o7,
A

Sy = / zdA, ... stati¢ni moment pre¢nega prereza
o, <, glede na os y

S, = / ydA, ... stati¢ni moment pre¢nega prereza
o, o, glede na os z

I, = / 22dA, ... vztrajnostni moment precnega
o, prereza <7, glede na os y

1., = / y?dA, ... vztrajnostni moment precnega
o, prereza <7, glede na os z

I, = — / yzdA, ... deviacijski vztrajnostni moment

preCnega prereza 7.

T

Enacbe (5.56) lahko sedaj zapiSemo takole

du d?v d?w
N,= FA,— —-FES,— — ES,—
dx dx? Y dx?
du d?v d*>w
du d?v d?>w
M,=-ES,—+FIl,,— —FEI,,—.
dx + dx? Y% dx?

S, =8, =0. (5.58)
Enacbe (5.57) se s tem poenostavijo
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

du
N, =FA,—
dx
d?v d?w
M, = EIyZ@ — EIyyW (5.59)
d?v d?>w
M,=FI,,— —FI,,—.
dx? Y% da?

Tako smo dobili zveze med notranjimi silami in pomiki racunske osi
upogibnega nosilca. Pri prakti¢cnem delu je navadno ugodnejSa inverzna
oblika sistema enacb (5.59)

du Ny

- 5.60
dr FA, ( )
d2v _ M.1,, — M1, (5.61)
dz? F (Iyyfzz — Iyzz)
d2w =Myl +M.I,, (5.62)

de?  E(I,L.,—1I2,)

Yz
Vzdolzna normalna napetost v poljubni tocki izbranega prec¢nega pre-
reza je sedaj

N, M., —M,I,. M,IL.—M.I,.
=D . 5.63
S W S S S e S o £ (5.63)

z

in z izberemo tako, da se ujemata z glavnima vztrajnostnima osema
precnega prereza <7, {. Tedaj je I,. = 0 in enachi (5.61) in (5.62)
preideta v enostavno obliko

d?v M,

— .64
dx? El,, (5.64)
d*w M,

= _ 5.65
dx? EI,, ( )

t Pri prerezih, ki imajo vsaj eno simetrijsko os, je ta ze kar ena od glavnih vztraj-

nostnih osi (primeri: pravokotnik, krog, elipsa, I-, T-, U-profil, ...).
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

oziroma zaradi enacb (5.50)

dw,, M,

= 5.66
dzx El,, ( )
dw, M,
— = . 5.67
dx ElL,, ( )

VzdolZzno normalno napetost pa v primeru, da je I, = 0, izracunamo

7 enacbo
B N, M, n M, (5.68)
Opy = i ylzz zlyy . )

Dobljene enacbe so zelo pomembne, saj predstavljajo osnovno orodje
za reSevanje prakti¢nih nalog v mehaniki linijskih konstrukcij. Navadni
diferencialni ena¢bi drugega reda (5.64) in (5.65) imenujemo enacbi
upogibnice. Povezujeta namre¢ precna pomika v in w, ki ju imenujemo
tudi upogibka ali povesa, z upogibnima momentoma okrog osi z in
y. Enacbe resujemo ob upostevanju kinematicnih robnih pogojev, ki
opisujejo nacin podpiranja nosilca. Ob izkljucitvi torzijskega delovanja
nosilca ima vsaka tocka linijskega racunskega modela v splosnem pro-
storskem primeru pet prostostnih stopenj: pomike u, v in w ter zasuka
Wy In w,. Ce so kinemati¢ni robni pogoji izrazeni z zasuki, na primer
pri vpetih podporah, jih vpeljemo z ena¢bama (5.50).

Enacbe (5.60) do (5.62) kazejo, da lahko vzdolzni pomik u dolo¢imo
neodvisno od pre¢nih pomikov v in w. V primeru, da je I, = 0, sta
tudi pomika v in w neodvisna drug od drugega. UpoStevajo¢ pojasnila
o lo¢ljivosti ravnoteznih enacb (5.30) do (5.37) lahko ugotovimo, da
je vzdolzni pomik u odvisen le od vzdolzne zunanje obtezbe P,. Pri
I,,. = 0 je upogibek v odvisen le od obtezbe P, in M, upogibek w pa le
od obtezbe P, in M,. Kot smo Ze omenili, je tako preprosta medseboj-
na odvisnost pomikov in zunanje obtezbe posledica zapisa ravnoteznih
pogojev na nedeformiranem telesu. Uporaba prikazanih ravnoteznih
enacb in enacb za pomike je zato upravicena le tedaj, ¢e so dejanski
pomiki zelo majhni v primerjavi z dolzino nosilca, odvodi pomikov in
zasuki pa v primerjavi z enoto.
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

Da bi bolje razumeli enac¢bo upogibnice ter geometrijski pomen prvih in
drugih odvodov upogibkov, si oglejmo primer upogiba v ravnini (z, 2) .

Slika 5.6

Tedaj je Py, = 0 in M, = 0 in zato tudi v = 0 in w, = 0. Vzemimo
poljuben element linijskega nosilca in njegov precni prerez <7, (x) (slika
5.6), ki naj bo simetricen glede na os z. Resitvi enacb (5.60) in (5.65) sta
funkciji w(z) in w(x), ki dolo¢ata deformirano obliko nosilca v ravnini
(7, z). Razen tezisca T'(x,0,0) opazujmo Se poljubno tocko T' (z,y, z) v
tem prerezu. V skladu z vpeljanimi oznakami opisemo pomik tocke T's
komponentama w in w, pomik splosne tocke T' pa s komponentama wu,
in u,. Ob predpostavkah (5.3) se razdalja z tocke T od tezis¢a prereza
T'med deformiranjem ne spremeni. Krivuljo, ki doloca deformirano
obliko linijskega racunskega modela, imenujemo upogibnica. V tocki T
je naklon tangente na upogibnico glede na os x dolocen s kotom ¢. V
prikazanem primeru je prvi odvod funkcije w(z) po x pozitiven, saj se
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

poves pri narascajotem x povecuje

dw
T —teop. .
o =t (5.69)

Ker je ., = 0, je pre¢ni prerez .7, pravokoten na ra¢unsko os nosilca
tudi v deformiranem stanju B’, njegov zasuk okrog osi y pa je w, = —¢.
Upostevali smo, da je zasuk prereza v naSem primeru negativen. Iz
enacbe (5.69) s tem sledi

dw

Pri majhnih deformacijah, s kakrsnimi imamo opraviti v nasem prime-
ru, je zasuk w, majhna koli¢ina v primerjavi z enoto (|w,| < 1), zato
je tgw, & wy in iz enacbe (5.70) sledi

dw

- (5.71)

U.)y:

Kakor razberemo iz slike 5.6, lahko pomika u, in u, splosne tocke T'
izrazimo takole
Uy = U — 2SINY

(5.72)

U, =W — Z+ ZCOSP.

Ker je ¢ majhen kot (¢ = |w,| < 1), je singp ~ ¢ in cos¢ ~ 1 in ob
upostevanju enacbe (5.71) lahko pomika splosne tocke zapisemo zgolj s
pomiki linijskega racunskega modela, pri c¢emer lahko opazimo ujemanje
z enatbami (5.49) za ravninski primer (v =0, w, = 0)

dw
Uy = U — 2 —

d (5.73)

Uy, = W.
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Drugi odvod upogibka lahko povezemo z ukrivljenostjo deformirane
teziséne osi nosilca. Iz diferencialne geometrije? vemo, da je v ravnini
(x,y) ukrivljenost «, krivulje, ki jo dolo¢ata pomika u(x) in w(z) (slika
5.6), definirana kot recipro¢na vrednost krivinskega polmera R,

d?w

1 I
fy = = = dz” . (5.74)
3
Ly (Y
dx

V naSem primeru smo vzeli, da sta zasuk w, in s tem tudi prvi odvod

povesa w majhni koli¢ini, zato lahko v imenovalcu na desni strani
enacbe (5.74) zanemarimo kvadrat prvega odvoda povesa v primerjavi
z enoto. Pri majhnih zasukih lahko torej ukrivljenost deformirane osi
nosilca razmeroma natan¢no opisemo kar z drugim odvodom povesov
w(x)

I d*w

= ~ ) 5.75
/{y Ry d$2 ( )

Za upogib v ravnini (z,y) bi na enak nacin dobili

1 &
fy= — O (5.76)

Primerjava z enacbama (5.64) in (5.65) pripelje do koristne ugotovitve,
da je upogibni moment M, premosorazmeren ukrivljenosti x,, upogibni
moment M, pa ukrivljenosti x,

)
My~ —El, Ky = —R—yy
EIy (5.77)
M,~ FEl..k,= =
K R,

i Glej: Bronstejn, Semendjajev, Musiol, Miihlig, Matematiéni priro¢nik (1997), str.
196.
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Nevtralna os. Jedro prereza

Ce sta koordinatni osi y in z teziséni in glavni vztrajnostni osi preénega
prereza <7, je potek vzdolzne normalne napetosti o,, po prerezu podan
z enacbo (5.68). V odvisnosti od velikosti in medsebojnega razmerja
notranjih sil kakor tudi od oblike prec¢nega prereza je napetost o,, lahko
po celotnem prerezu natezna ali tlacna, lahko pa je na delu prereza
natezna, na drugem delu pa tlacna. V zadnjem primeru je meja med
obmocjem tla¢nih in obmoc¢jem nateznih napetosti dolocena s pogojem
N, M, M,

= Yoy, 5.78
o 1 yIZZ+zIyy (5.78)

Pri znanih vrednostih notranjih sil in znanih geometrijskih karakteristi-
kah precnega prereza .7, gre o¢itno za enac¢bo premice v ravnini (y, z).
To premico imenujemo nevtralna os n, njena lega pa se v odvisnosti
od poteka notranjih sil vzdolz nosilca v splosSnem spreminja od prereza
do prereza. Enacbo nevtralne osi (5.78) lahko preoblikujemo z uvedbo
novih geometrijskih karakteristik 7, in i, ki ju imenujemo vztrajnostna
polmera precnega prereza glede na osi y in z

I I
2 tyy : 2 tzz
Z,g = A—x 11 Zz = A—x . (579)

S tem se enacba nevtralne osi n po ureditvi in krajsanju z A, glasi

M, M,

n: Ny —y— +2
ZZ

g =0. (5.80)
V primeru, da nevtralna os seka ravnino (y,z) zunaj precnega pre-
reza 7, je vzdolzna normalna napetost po celotnem prerezu enakega
predznaka, torej bodisi natezna bodisi tlacna. S prakti¢nega konstruk-
torskega stalisca so zanimive tiste kombinacije osne sile in obeh upogib-
nih momentov, pri katerih se nevtralna os v eni ali ve¢ tockah dotika
mejne krivulje %, prereza o7,. Tedaj je namre¢ vzdolzna normalna
napetost 0., v dotikalni tocki enaka ni¢, po celotnem prerezu .27, pa je
enakega predznaka (slika 5.7)
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N\

Slika 5.7

Ker smo za precni prerez predpostavili, da se obnasa kot toga Sipa, lahko
na vprasanje, pri katerih kombinacijah osne sile in upogibnih momentov
dobimo opisano napetostno sliko, odgovorimo ob upostevanju pravila
za vzporedni premik sile, ki smo ga spoznali v statiki togega telesa .
Po tem pravilu lahko osno silo N, in upogibna momenta M, in M.,
ki navidezno delujejo v tezistu T, staticno enakovredno predstavimo s
silo N, ki deluje v tocki Ty s koordinatama yy in zy (slika 5.8). Tocko
Tn(yn,zn), v kateri deluje izsredna (ekscentricna) sila N, izberemo
tako, da so izpolnjeni pogoji stati¢ne enakovrednosti

N, =N, M, =2y N in M, =—-yny N. (5.81)

t Glej na primer ucbenik M. Stanek, G. Turk, Statika I, FGG, Ljubljana (1996)
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Slika 5.8

Te pogoje vstavimo v enacbo (5.80) in po krajsanju z N zapiSemo
enacbo nevtralne osi n v naslednji obliki

n: 1—|—yy,—]2\7—|—zz,—]2\7=0. (5.82)
2 iy
Z oznakama
i2 i
a=——*= in B=—--+L (5.83)
YN ZN

lahko enac¢bo nevtralne osi zapiSemo v segmentni obliki, torej glede na
njena odseka « in 8 na koordinatnih oseh y in z

n: iz, (5.84)

a p
Enacbe (5.83) in (5.84) kazejo, da se s priblizevanjem prijemalisca Ty
teziscu prereza T nevtralna os oddaljuje od tezisca in narobe.
Zacetno vprasanje, pri katerih kombinacijah notranjih sil N, M, in
M, so pripadajoce nevtralne osi ravno tangente na mejno krivuljo &,

prereza <7,, lahko sedaj zastavimo takole: katera mnozica prijemalis¢
T’ nadomestne sile N ustreza pogoju, da so pripadajoce napetosti o,
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

po celotnem prerezu enakega predznaka? To mnozico imenujemo jedro
prereza_¢ . Jedro prereza ni prazna mnozica, saj zagotovo vsebuje vsaj
tezisce prereza T'(0,0). Nas pa zanima rob jedra prereza, ki ga doloca
podmnozica prijemalis¢ T, pri katerih se pripadajoce nevtralne osi
ravno dotikajo mejne krivulje €.

Vzemimo, da tocka T ustreza pogoju naloge in da je pripadajoca nev-
tralna os n tangenta na mejno krivuljo 4, v robni tocki T, (y,, ).
Kakor kaze slika 5.7, je v prikazanem primeru vzdolzna normalna
napetost o,, v tocki T, enaka ni¢, sicer pa je natezna po celotnem
prerezu «7,. Ker tocka T, lezi na nevtralni osi n, je izpolnjena enacba

z
Ty 42 2N, (5.85)
13 (oo

Sedaj pa si zamislimo, da sila N deluje v tocki 7. Pripadajoco nev-
tralno os, imenujmo jo premica p, dolo¢imo z enacho

T Z""
p: 4y 422 0. (5.86)
2 iy

Enac¢ba (5.85) pove, da tocka Ty lezi na premici p, saj velja

Zr

1+yN?;_;+ZN =0. (587)

iy
Ugotovili smo torej, da tocka Ty kot element meje jedra prereza lezi na
premici, ki bi jo dobili kot nevtralno os prereza, ¢e bi sila N delovala
v robni tocki T).. Za precne prereze s konveksnim robom lahko od tod
izpeljemo razmeroma preprosto pravilo za dolocitev meje jedra prereza:
mnozici robnih tock T, € %, priredimo mnozico premic p, ki tvorijo
ovojnico jedra prereza. V ta namen je enac¢bo (5.86) ugodno zapisati v
segmentni obliki

P LY (5.88)
a b
kjer je
i2 i
a=—-=2 in b=--"2. (5.89)
Yr 2y
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

Naceloma bi torej morali za vsako iz neskonéne mnozice tock 7). konture
prereza %, konstruirati pripadajoc¢o premico p.

oz

Slika 5.9

Vendar se pri prerezih z mejnimi ¢rtami poligonalne oblike izkaze, da je
dovolj, ¢e dolo¢imo le tiste premice p, ki pripadajo ogliStem poligona.
Premice p, ki pripadajo vmesnim tockam med oglis¢i, se namre¢ zgolj
v eni tocki dotikajo meje jedra prereza, na njeno obliko pa ne vplivajo.
Pri prerezih, katerih mejne ¢rte %, imajo tudi konkavne odseke, so za
doloc¢itev meje jedra prereza pomembne samo tiste robne tocke, skozi
katere lahko nariSemo tangento na rob %, ki ne seka precnega prereza
(slika 5.9). Jedro prereza smo namre¢ definirali ravno z zahtevo, da so
nevtralne osi, ki pripadajo prijemaliScem ekscentricne osne sile na robu
jedra prereza, tangente na robno krivuljo %, in je torej ne smejo sekati.
Pri prerezih poligonalne oblike podobno velja, da mejo jedra prereza
dolocajo le tista oglisca, ki jih lahko povezemo s premico, ki ne seka
precnega prereza.

Strizne in precne normalne napetosti

V dosedanjih izvajanjih smo zanemarili vpliv striznih in prec¢nih nor-
malnih napetosti na pomike in vzdolzne normalne napetosti linijskega
nosilca. Zato doslej tudi nismo upostevali ravnoteznih pogojev za delec
znotraj nosilca; jasno je namre¢, da poljuben elementarni del nosilca
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

brez strizne trdnosti pri splosni obtezbi ne bi bil v ravnotezju. O tem
se lahko prepricamo na preprostem primeru prostolezecega nosilca z
enakomerno obtezbo P, = ¢ (slika 5.10).

q

e L L T

/ \

Ay ()4 / N bdy(x+AT)
Vi \\\ x
v %) piN

Tpz(T) : Opr(24 A1) W
ﬂj*(ﬁﬁ,z)J (xfz(Z) \ﬂj*(x+Ax,2)

T Az

My (z)

My (x+Ax)>My(x)

Slika 5.10

Oglejmo si elementarni del nosilca, ki ga dolocajo prerezi o (z),
oy (x + Azx) in ,(z). Enacba (5.68) pove, da je vzdolzna normalna
napetost o,, linearno razporejena po pre¢nem prerezu, pri Cemer je
natezna normalna napetost na spodnjem robu v prerezu 7, (r + Azx)
vecja od robne natezne normalne napetosti v prerezu o (z). Zato
je tudi rezultanta vzdolznih normalnih napetosti na delnem prerezu
A (x + Az, z) vetja od rezultante na delnem prerezu o7 (z,z). Ce
torej v prerezu «7,(z) ne bi bilo strizne napetosti o,,, obravnavani
elementarni del nosilca ne bi bil v ravnotezju. Rezultanta striznih
napetosti 0,, = 0., v prerezu o7, (z) mora zato uravnoteziti razliko
rezultant normalnih napetosti v obeh ¢elnih delnih prerezih.

Zahtevajmo torej, naj bo za vsak delec iz obmocja 7 izpolnjen
ravnotezni pogoj (1.122)
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

oo, 0o, Oo,

=0 5.90
Ox * Oy 0z v ’ (5-90)

na plascéu .7}, pa robni pogoj (1.138)
Openy +0yeny+0.€,. =Dp. (5.91)

Pri izpeljavi precnih napetosti se omejimo na nosilce valjaste ali priz-
mati¢ne oblike, pri katerih se velikost in oblika pre¢nega prereza .o,
vzdolz nosilca ne spreminjata. Zunanja normala e,, plasca .7 je zato
vseskozi pravokotna na vzdolzno os nosilca (e, = 0).

Slika 5.11

Nosilec presekamo z namisljeno premonosno ploskvijo &, katere tvorilke
so vzporedne z racunsko osjo x. Presecnica preCnega prereza 7, s
ploskvijo & razdeli precni prerez na dva dela <7 in o/)* (slika 5.11).

Oglejmo si del @77, ki je ograjen s krivuljo FG = ¢, in delom GF = C;
zunanje mejne krivulje %,. Omenjena odseka torej sestavljata sklenje-
no krivuljo € U€; = €. Ravnotezna enacba (5.90) pove, da sta oba
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

dobljena dela nosilca vsak zase v ravnotezju. Integrirajmo ravnotezni
pogoj (5.90) po delnem prerezu 7

0o, oo, Oo, B
/ 7 dAx-f-/ (a—y + E) dAx—f-/VdAm =0. (5.92)

oy Ay Ay

Drugi integral v enacbi (5.92) pretvorimo z Greenovim ' integralskim
izrekom v integral po sklenjeni krivulji €, ki ograjuje delni prerez o7,*.
Greenov izrek predstavlja poseben primer zapisa Stokesovega izreka v
ravnini. Za ravnino pre¢nega prereza (y, z) dobimo Greenov izrek tako,
da v Stokesovem izreku (2.196) vzamemo dz = 0 ter e,, = 1, ey, =

(0P, 0P,
7{ (Pydy + P.dz) = / ( o~ ) dA, (5.93)

x x

en, =0

oziroma v skalarni obliki

j[(Pydy+Pzdz) :!(

Cw ©

OP, 0P,
—— ) dA,. .94
Jy 0z ) d (5:94)

V nasem primeru je tako

oo, Oo,
e — A.’E = —0, =
/(8y+ Gz)d ]{( o.dy + oydz)

A €
/(—azdy + oydz) + / (—o.dy+ oydz) , (5.95)
€ €

kjer smo integral po sklenjeni krivulji €* izrazili kot vsoto integralov po
krivuljah €, in €. Integriranje po delu €7 mejne krivulje prereza %,
se obcutno poenostavi, ¢e vpeljemo dolzino mejne krivulje od poljubne
zacetne tocke na tej krivulji kot locno koordinato s. Poljubna tocka T

t George Green, angleski matematik (1793-1841).
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ima glede na koordinatni osi ¢ in z koordinati ¥,- in z,., ki sta v izbranem
precnem prerezu o7, (z = konst.) odvisni le od loéne koordinate s

Yr = yr(8) in Zr = 20(8) . (5.96)
Krajevni vektor g, tocke T;. glede na tezisce prereza T'je tako

Or =Yrey+ zre, = 0,(s). (5.97)
Z odvajanjem krajevnega vektorja g, po lo¢ni koordinati s dobimo
enotski vektor es tangente na mejno krivuljo v tocki T,

do _ dyy dzy
&= = ey + Rt (5.98)

Enotski vektor e, zunanje normale na plas¢ nosilca v tocki 7. najlaze

dolo¢imo kot vektorski produkt tangentnega vektorja e in baznega
vektorja e, (slika 5.11), pri cemer upostevamo, da je e, 1 o7, .

dyr er er dyr
ds ey -+ %ez> X €, = Eey — Eez . (599)

e, =€ X e, = (
Ker je sicer e, = €,; €, +€pny €y +en; €, , iz primerjave z enacbo (5.99)
sledi
dzy dyr
ds Cnz =7 ds
Vzdolz mejne krivulje %, kjer je y = y, in z = z,, lahko torej pri-
rastka dy in dz kartezijskih koordinat izrazimo s prirastkom ds lo¢ne

(5.100)

enz =0 Eny =

koordinate s
€, - dy = —e,, ds in dz =epyds. (5.101)

Vrnimo se k enacbi (5.95), v kateri lahko integral po delu %, mejne
krivulje € ob upostevanju enacb (5.100), (5.101) in (5.91) zapisemo
takole

/(—O'Zdy +oydz) = /(O'yeny +o.6,,) ds= /pn ds. (5.102)
€ € €

z z z
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Enacba (5.92) se s tem glasi

Jo,,

/ (o.dy — oydz) = e dA, + /pn ds + /vdAx . (5.103)

G Ay € A
Kakor lahko ugotovimo s primerjavo z enacbo (5.9), predstavlja vsota
zadnjih dveh ¢lenov na desni strani enacbe (5.103) tisti del nadomestne
zunanje linijske obtezbe P, ki pripada delnemu prerezu 7. Zato v
skladu z enacbo (5.9) vpeljemo okrajsavo

P = /pn ds + /vdAm (5.104)
C; ok
in enacbo (5.103) zapisemo v preglednejsi obliki
oo, .
/(O'Zdy—aydz) :/ a” dA, +P*. (5.105)
x
G oAy

Z enacbo (5.105) doloc¢imo napetostni vektor o, tako, da kot prerezno
ploskev & izberemo ravnino y = konst. z normalo e, (slika 5.12-a).
Tedaj je presecnica 6, = FG s preCnim prerezom .27, ravna in vz-
poredna z osjo z. Vzdolz presecnice ¢, je zato dy = 0. Upostevajoc, da
so razseznosti prec¢nega prereza majhne v primerjavi z dolzino nosilca,
vpeljemo se predpostavko, da se napetostni vektor o, vzdolZ presecnice
¢, zanemarljivo malo spreminja. Tedaj je

G G
/(a’zdy —oydz) = —/a'y dz =~ —0o, /dz =—h*(y)oy, (5.106)
% F 7

kjer smo poudarili, da je dolzina presecnice h* odvisna od koordinate
y. Prav tako sta od koordinate y odvisna delni pre¢ni prerez o7 in
nadomestna obtezba P*, ki mu pripada. S tem lahko iz enacbe (5.105)
izracunamo napetostni vektor o, v ravnini z normalo e,

1 0o, «
oy = I / B dA, +P"(y)| - (5.107)

23 (y)
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K(y)

b'(2)

Slika 5.12

Podobno doloc¢imo napetostni vektor o, le da tokrat kot prese¢no
ploskev izberemo ravnino z = konst. z normalo e, (slika 5.12-b). Vz-
dolz prese¢nice €, je v tem primeru dz = 0 in iz enacbe (5.105) dobimo

G F
/(azdy —o,dz) = /a’z dy ~ —0o, /dy =-b"(z)o,. (5.108)
@ F e

Napetostni vektor o, v ravnini z normalo e, je tako

1 oo

L A, +P(2) | . 1

e / T A, + P () (5.109)
Ay (z)

Ce napetostna vektorja o, in o, skalarno pomnozimo z e;, dobimo
strizni napetosti oy, in 0., v ravninah z normalama e, oziroma e,.
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Upostevajo¢ simetrijo napetostnega tenzorja sta s tem doloceni tudi
strizni napetosti 0., in 0., v ravnini z normalo e, torej v preCnem

prerezu o7,
1 8Uxm *
A (y)
1 oo
z €x = O0zp = Ogz — — xmdAg; ; y 111
0, €, =0 o ) dl) o + Py (2) (5.111)

kjer je P vzdolzna komponenta nadomestne obtezbe nosilca, ki pripada
delnemu prerezu o7,

P = /pm ds+/vm dA, . (5.112)
€ Ay

V enacbi (5.110) nastopa parcialni odvod vzdolzne normalne napetosti
0zz PO x. Napetost 0., izrazimo z enacbo (5.68), ki smo jo sicer izpeljali
ob predpostavki, da je vpliv striznih napetosti na pomike in vzdolzne
normalne napetosti zanemarljiv. Upostevamo Se, da so notranje sile
Nz, M, in M, odvisne le od koordinate x, geometrijske karakteristike
precnega prereza A, I, in I, pa so v naSem primeru konstante, saj
smo vzeli, da se precni prerez vzdolz nosilca ne spreminja. Tedaj je

0040 Lde idMy oy dM,

or A, dx +]yy dx 1., dx

(5.113)

ODb upostevanju ravnoteznih enacb (5.30), (5.34) in (5.35) lahko ena¢bo
(5.113) zapisemo tudi takole

00 1 1 z
or — 4,71,

(V. = M) + 7= (Ny + M) . (5.114)
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S tem iz enacb (5.110) in (5.111) po ureditvi sledi

_ 1 Aiy) . Sy (y)
Ozy = h*(y> |:’P9U Aa: - Px (y> - (NZ—M?J> Iyy -
(N, +M.) Sg(y)] (5.115)
IZZ
*(z S*(z
Ogz = b*}z) |:,P33Aj1(x) _,P;(Z) - (Nz—My) ;Jy(y) -
(Ny+M.) SI—(Z)} : (5.116)

Tako smo izpeljali pomembni enacbi, ki dolocata strizni napetosti o,
in 0., v poljubnem preénem prerezu 7, (x) kot funkciji koordinat y
oziroma z. Pri tem smo s S in ST oznacili staticna momenta delnega
prereza 7, glede na osi y in z.

V praksi pogosto uporabljamo poenostavljeno obliko enacb (5.115) in
(5.116). Dobimo jo v posebnem primeru, ko je povrsinska obtezba p,,,
na plascu .7, enaka ni¢, prostorninska obtezba v, pa je neodvisna od
koordinat y in z, torej je v, = v,(x). V tem primeru s primerjavo prve
od enacb (5.26) z enacbo (5.112) dobimo

A

—Pr=0, (5.117)

iz, pete in Seste od enacb (5.26) pa lahko hitro ugotovimo, da je teda]
tudi M, = M, = 0. Enacbi (5.115) in (5.116) preideta s tem v pri-
rocnejso obliko

* S*

ounli.9) = D) o N (o) o (5.118)
*(z S*(z

ol 2) = —Ny(a:)% - Z@:)%. (5.119)
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Prikazane izpeljave se nana3ajo na izbrani prec¢ni prerez (), pri
cemer se moramo zavedati, da se precni sili IV, in N, spreminjata vzdolz
nosilca in sta torej funkciji koordinate z. Zato smo v enacbah (5.118)
in (5.119) nastopajoce funkcijske odvisnosti posebej poudarili.

Konéno dolo¢imo se pre¢ni normalni napetosti oy, in 0,,. Enacbo
(5.107) skalarno pomnozimo z e,, enacbo (5.109) pa z e, in dobimo

1 0 X
A7 (y)
1 0 X
O, €, =0,, = — b (2 py / Oz dAy +PL(2) |, (5.121)
A (2)

kjer sta P, in P} precni komponenti nadomestne obtezbe nosilca, ki
pripada delnemu prerezu <7

P;‘:/pnyds+/vydAm

4 A
(5.122)
Piz/pnzds—f—/vzdflm.
G oy

Upostevajo¢ ravnotezni enacbi (5.31) in (5.32) ter enacbi (5.118) in
(5.119) lahko pre¢ni normalni napetosti oy, in o,, v prerezu 27, (z)
povezemo neposredno z nadomestno zunanjo obtezbo racunske osi

N L S:(3) P 5:(3)
wE T | T ) ) L, | w@ v(¥)
o3 (y) ¥ (y)

(5.123)
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L | Py S51(2) P. / Sy (2)
zz — — 7 z = dAa: = dAa: )
e=w | 7 | Fa et | e R
A (2) A (2)
(5.124)
ali, ¢e poudarimo Se odvisnost od vzdolzne koordinate x ,
1 X:(v) Xo®) o]
oyy(@,y) = =757~ | Py(@) + P () +Py(z,y)| (5.125)
" he@y) L7777 L. L, v
1 X:(2) Xy(2) ]
Uzz(xa Z) == b*(z) I Py(l‘) I.. + PZ(.%‘) }jy—y + P (x7 Z)_ . (5'126)

Pri tem smo s x, in x; oznacili nove geometrijske karakteristike del-
nega preCnega prereza 7, , z § in Z pa integracijske spremenljivke za
integriranje po @7

w0 _ Sy(9) ey S (2)
o (y) A (2) 5,127
(0 — S5:(9) () — S:(2)
cw= [ FhiA. e - [ e
2 (y) A (2)

Do enakih rezultatov seveda pridemo, ¢e ponovimo postopek dolo¢anja
precnih napetosti za primer, da ravnotezno enacbo (5.90) integriramo
po delnem prerezu o7, (slika 5.11).

Ocitno je racunsko doloc¢anje pre¢nih normalnih napetosti obcutno tezja
in zamudnejSa naloga kakor racunanje striznih napetosti. K sreci je
pri ravnih linijskih nosilcih vpliv precnih normalnih napetosti pomem-
ben kve¢jemu lokalno na obmocju delovanja precne povrsinske obtezbe,
medtem ko je njihov vpliv na globalno obnaSanje nosilca praviloma
zanemarljiv. Bistveno drugacna pa je slika pri ukrivljenih nosilcih, pri
katerih so tako imenovane radialne normalne napetosti pogosto celo

vzrok porusitve.
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Vpliv spremembe temperature na linijski nosilec

Konstrukcije so pogosto izpostavljene temperaturnim spremembam.
Nastejmo nekaj znacilnih primerov: segrevanje zaradi sproscanja hidra-
tacijske toplote pri strjevanju svezega betona, osoncenje, asfaltiranje,
vpliv izvorov toplote na nosilne konstrukcije industrijskih peci, vpliv
pozara in podobno. V prvih treh omenjenih primerih gre za zmerne
temperaturne spremembe, v zadnjih dveh pa so temperaturne spre-
membe lahko zelo velike (tudi do 1000 K ali ve¢). Temperaturne
spremembe vplivajo na konstrukcije podobno kot mehanska obtezba;
povzrocajo namre¢ deformiranje konstrukcijskih elementov, lahko pa se
v njih pojavijo tudi napetosti. Zato temperaturne spremembe pogosto
imenujemo kar temperaturna obtezba.

Naloga, ki zahteva doloc¢itev mehanskega stanja konstrukcije pri casov-
no in prostorsko spremenljivi temperaturi okolja (na primer okolnega
zraka), zdruzuje tri zapletene, medsebojno povezane fizikalne probleme.
Za boljse razumevanje vzemimo nosilno konstrukcijo, ki je izpostavlje-
na naravnemu pozaru. V prvem delu racunskega postopka moramo ob
upostevanju fizikalnih lastnosti zgradbe, vrste in zaloge gorilnega ma-
teriala, moznosti dotoka svezega zraka, morebitnega gaSenja in drugih
okoliscin dolociti, kako se v odvisnosti od ¢asa spreminja temperatura
zraka v okolici obravnavane konstrukcije. Ta del naloge je praviloma
najtezji, predvsem zaradi nezanesljivosti podatkov o termodinamic¢nih
lastnostih in robnih pogojih problema. V praksi si najveckrat poma-
gamo s kombinacijo statisticnih in empiricnih metod, s katerimi ter-
modinamicne razmere v zracnem prostoru okrog konstrukcije opisemo
s primernim spektrom ¢asovno-temperaturnih funkcij. Te funkcije na-
stopajo kot vhodni podatki za drugi del racunskega postopka, ki zahteva
reditev enacbe nestacionarnega prevajanja toplote po konstrukcijif. S
tem ugotovimo, kako temperatura posameznih delov konstrukcije sledi
segrevanju in ohlajevanju okolnega zraka. To pomeni, da v poljubnem

t Glej na primer knjigo: Stanek M., Turk G., Osnove mehanike trdnih teles, FGG,
Ljubljana, 1998.
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¢asu med trajanjem pozara poznamo razporeditev temperatur po kon-
strukciji. Ti podatki so osnova za tretji del racuna, v katerem dolocamo
mehanski odziv konstrukcije: napetosti, deformacije in pomike. V
splosnem moramo pri tem upostevati, da se zaradi visokih temperatur
obcutno spreminjajo mehanske lastnosti materiala; modul elasti¢nosti
in meja plasticnega tecenja se pri povisanih temperaturah zmanjsujeta,
tako da hitro pride do plastifikacije bolj obremenjenih delov konstruk-
cije. Razen tega se pri visokih temperaturah pri vecini tehniskih ma-
terialov obcutneje razvijajo viskozne in druge ¢asovno odvisne defor-
macije. Posledica so velike geometrijske spremembe, kar zahteva tudi
upostevanje nelinearnih zvez med deformacijami in pomiki.

Ceprav so omenjeni problemi v fizikalnem pogledu medsebojno pove-
zani, bi bila racunska analiza vseh treh hkrati prezahtevna. Zato jih
v praksi praviloma obravnavamo lo¢eno, drugega za drugim. V tem
razdelku obravnavamo zelo poenostavljen primer, pri katerem so tem-
peraturne spremembe tako majhne, da lahko zanemarimo spremembe
mehanskih lastnosti materiala. Razen tega vzamemo, da poznamo
rezultate drugega od omenjenih treh racunskih postopkov. To pomeni,
da v izbranem c¢asu poznamo razporeditev temperature po vsakem
precnem prerezu nosilca. Ta je v sploSnem sicer nelinearna, vendar
jo lahko pri izrazito podolgovatem nosilcu dovolj natanéno opisemo kar
z linearnim nastavkom

AT (z,y,2) = ATy () +y ATy (z) + 2 AT, (z) . (5.128)

Poudarili smo, da se koeficienti AT,, AT, in AT, v sploSnem lahko
spreminjajo vzdolz nosilca v odvisnosti od trenutnega temperaturnega
stanja.

Vzdolzno deformacijo €, smo z enacbo (5.52) izrazili kot linearno
funkcijo nad pre¢nim prerezom nosilca

du d?v d?w

I 5.129
c dx ydacQ zdx2 ( )
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

Deformacijo €., pogosto imenujemo “geometrijska deformacija” €9_,
saj gre za specificno spremembo dolzine v vzdolzni smeri, ki jo lahko
izmerimo. Neumann-Duhamelove enacbe (3.111) povedo, da je geo-
metrijska deformacija €7, sestavljena iz mehanskega in temperaturnega
dela T

O-Z'l'
E
Nastavek (5.128) vstavimo v desno stran enacbe (5.130) in to izenacimo

z desno stranjo enacbe (5.129). Tako dobimo

2
Opw = F (% — aTATx> —yFE (ﬂ + aTATy) —

€, =€pg = + el = +ar AT . (5.130)

dx?
d?w

Nadaljnji postopek je enak kot v enac¢bah (5.56) do (5.68). V primeru,
da sta osi y in z glavni vztrajnostni osi precnega prereza, dobimo

du N.

— = z AT,

dx FA, tor

d?v M
- = £ AT, .
= pLotorAT, (5.132)
d*w M,
—=——2 — a7 AT,.
dz? ~  EI, "

Kakor vidimo, so enacbe za doloc¢anje pomikov analogne ena¢bam (5.60)
ter (5.64) in (5.65), le da razen vpliva notranjih sil zajemajo tudi vpliv
linearne temperaturne spremembe.

t V splosnem gre pri tem za uporabo tako imenovanega adicijskega nacela, ki pravi, da
lahko pri majhnih deformacijah geometrijsko deformacijo izrazimo kot vsoto mehanske,
temperaturne, viskozne in morebitnih drugih deformacij (na primer kréenje in nabrekanje,
mehano-sorptivne deformacije lesa, ...). Pri velikih deformacijah velja adicijsko nacelo

kve¢jemu za infitezimalne prirastke deformacij.
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

V ilustracijo izpeljanih enac¢b si oglejmo primer dolo¢itve zvez med spre-
membo temperature in vozlisénimi silami ter pomiki in zasuki krajis¢
linijskega nosilca. Omejimo se na ravninski primer, pri katerem se lahko
linijski element premika in upogiba zgolj v ravnini (z,z). Element je
izpostavljen spremembi temperature AT, ki je vzdolz nosilca in v smeri
y enakomerna, po viSini prec¢nega prereza pa se linearno spreminja.

Vpliv podpor oziroma sosednih delov konstrukcije opiSemo s tockovnimi

AT,

S‘
b

o3
wﬁ

.

(7 N\
N l

W;

Slika 5.13

Vzemimo, da smo racunsko ali kako drugace ocenili spremembi tem-
perature na zgornji in spodnji povrsini prizmati¢nega nosilca in do-
bili vrednosti AT} na zgornjem in AT, na spodnjem robu poljubnega
precnega prereza. Nastavek za AT je v nasem primeru

AT = AT, + zAT, . (5.133)
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

Da bi lahko uporabili izpeljane enacbe, moramo najprej dolociti koefi-
cienta AT, in AT, linearnega nastavka za spremembo temperature v
odvisnosti od “inzenirskih” podatkov AT} in AT,

62A11—¥61A15
Z=—€1 ... A]jZZAZH AJ;:: h
— (5.134)
ATy — AT
AT, = % .

Z= €2 ... AJWZZAJE

Vozliscne sile in dvojici, kakor tudi notranje sile v poljubnem precnem
prerezu, morajo zadoscati ravnoteznim pogojem

H; = —H; N, = —H;
Vi=-Vi N.=-V; (5.135)
A@W:~—AL~—‘QZ Aﬂ,:<—ﬂﬂ-—‘éx.

Izraza za osno silo N, in upogibni moment M, vstavimo v prvo oziroma
v tretjo od enacb (5.132) in po integriranju dobimo

1

u:—EAxx+aTATxa:+Cl
dw 1
— = Viz? + 2M;x) — ar AT,z + C
T (Viz® + 2Miz) — ar AT,z + Cy (5.136)
2
w (Vi:l:?’ + 3Mix2) — ozTATZ§ + Cox + C3.

" 6EI,

Integracijske konstante Cy, C5, C3 dolo¢imo iz kinemati¢nih robnih
pogojev za vozlisée ¢ ob upostevanju druge od enac¢h (5.50)

U = Uyj CHZZ Uj

xr=0 ... wy:—d—w = wj — Oy = —uw; (5.137)
dx =0 ’
w = wW; C3= w;.
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5.3 Upogib ravnega nosilca z osno silo

Potek pomikov u in w ter zasuka w, vzdolZ nosilca lahko sedaj opiSemo
z enacbami

xT

u=u; — H; FA +ar AT, x
Vo My ar AT
Wy =Wy — Vi o077 — M 77— T & 2L
Yy 2EIyy EIyy T (5138)
x3 x2 x?
= w; —wiz+V; M; — apAT. —-.
w=w w; T+ 6Elyy + QEIyy aT 5

Koné¢no uporabimo Se kinemati¢ne robne pogoje vozlisca j

U:Uj
dw
x=1 ... wyz—ax_l:wj (5.139)
w:wj

in dobimo

l
’U,j:ui—Hi—l—f—OéTATxl

EA,
l2
= wi— Vige— — My =+ ar AT, | |
wj =w 2EI,, Elyy+aT (5.140)
& 2 2
= w —wi 4V M, — apAT, = .
R T Y o) P>

Enac¢be (5.140) skupaj z levo trojico enacb (5.135) sestavljajo sistem
Sestih enacb, ki povezujejo pomike in zasuke krajis¢ elementa nosilca z
vozlisénimi silami in momenti ter z enakomerno linearno spremembo
temperature, ki je podana s parametroma AT, in AT,. Enacbe v
prikazani obliki omogocajo upostevanje poljubnih kinemati¢nih robnih
ski analizi linijskega nosilca pri temperaturni obtezbi je prikazana v
zgledu 5.11.
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

Splosno o stabilnostnih problemih

Iz vsakdanje izkusnje poznamo primer, da se naslonimo na tenko, na
primer leskovo palico, pa se ta nenadoma izkloni. Primer lahko ponazo-
rimo z ravnim nosilcem - palico, obtezeno le s tockovno tlacno vzdolzno
silo v pomié¢ni podpori (slika 5.14).

p
(a) E (b) ;Dl E

Slika 5.14

Cim bolj “cokata” je palica (slika 5.14-a), tem vecjo vzdolzno silo lahko
prevzame, ne da bi se izklonila. Nasprotno pa pri “vitkejsi” palici (slika
5.14-b) prej pride do izklona. S preprostim poskusom se lahko tudi
prepricamo, da se pri manjsi obtezbi izkloni palica, ki ni popolnoma
ravna ali ima nepravilno rast, grcée, razpoke ali druge nepopolnosti. Po-
javu, da tlacno obtezen linijski element nenadoma preskoci iz dotedanje
v drugacno ravnotezno lego, pravimo uklon. Do podobnih pojavov pride
tudi pri tlacno obtezenih tankih stenah in lupinah, le da tedaj govorimo
o izbocitvi. Vse tovrstne pojave pa s skupnim imenom imenujemo sta-
bilnostni problemi.

45



5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

Osnovni koncept nestabilnosti lahko ponazorimo s preprostim uklon-
skim modelom, ki ga sestavimo iz dveh enakih togih ravnih nosilcev,
povezanih z upogibnim ¢lenkom C (slika 5.15-a).

@ '

 +

Slika 5.15

Razen tega sta oba dela v ¢lenku povezana s spiralno (polzasto, rotacij-
sko) vzmetjo s togostjo kg, ki zagotavlja stabilno zacetno obliko sestava.
V pomic¢ni podpori za¢nemo sestav obtezevati s tockovno vzdolzno silo
P, kakor kaze slika. Gre pravzaprav za nosilec s slike 5.14, le da je
vsa njegova precna deformabilnost “skoncentrirana” v spiralni vzmeti.
V zacetnem stanju sta vzdolzni osi obeh nosilcev idealno poravnani
s smerjo sile, zato je spiralna vzmet neobremenjena, v obeh nosilcih
pa nastopa le tlacna osna sila. Sedaj pa predpostavimo, da na c¢lenek
C delujemo z majhno precno silo F', tako da se za majhno vrednost
we < | izmakne iz zacetne lege (slika 5.15-b). S tem se oba toga
nosilca zasuceta za majhen kot ¢ < 1. Spiralna vzmet pri tem dozivi
zasuk 2 in sedaj deluje na vsakega od nosilcev s povratnim momen-
tom Mg = 2kg . Preprost fizikalni razmislek pove, da povratni mo-
ment vzmeti zmanjsuje pomik ¢lenka iz zacetne lege, obtezba P pa ga
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

povecuje. Ce sedaj preéno obtezbo F odstranimo, imamo dve moznosti:
¢e povratni moment prevlada nad vplivom vzdolzne sile P, se sestav
povrne v zacetno, ravno obliko. Takemu stanju sestava pravimo sta-
bilno stanje. V nasprotnem primeru, ¢e prevlada vpliv vzdolzne sile,
se precni pomik clenka hitro poveca in sestav se porusi. Tako stanje
imenujemo nestabilno stanje. Pri izbranih geometrijskih in materialnih
lastnostih sestava je ocitno le od velikosti sile P odvisno, ali je sestav
stabilen ali nestabilen. Pri postopnem obtezevanju sestava je jasno,
da je ta v zacetku stabilen, pri doloceni velikosti sile P pa postane
nestabilen. To vrednost imenujemo kriticna sila in jo oznac¢imo s Pj,..

Kriticno silo P, dolo¢imo iz pogojev ravnotezja v izmaknjeni legi.
Zacnimo s pogojem, da mora biti vsota vseh staticnih momentov glede
na podporo A enaka ni¢. Pogoj pove, da v drsni podpori B ni precne
reakcije (Hg = 0). Sedaj pa si oglejmo zgornji del obravnavanega
sestava (slika 5.15-c) in zapisimo pogoj, da mora biti vsota stati¢nih
momentov glede na podporo B enaka ni¢

MC - ch =0. (5.141)

Pri tem je M¢ = 2kg ¢ in ker je ¢ majhen kot, velja

[, l
we = 5 sing ~ 5. (5.142)

S tem iz pogoja (5.141) sledi

%) (ka — %l) =0. (5.143)
Ta enacba je izpolnjena v dveh primerih. Prva resitev je ¢ = 0, kar
pomeni, da je sestav v ravnotezju pri wo = 0, ne glede na velikost sile
P. Vendar bi bila ta resitev mozna le pri idealno izdelani in poravnani
konstrukciji, pri absolutno centricno namescenih podporah in vmes-
nem clenku ter ob absolutno centricno in v smeri vzdolzne osi delujoci
obtezbi P. V naravi tako idealnih konstrukcij ni, zato nas bolj zanima
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

druga resitev, ki jo dobimo z zahtevo, da je izraz v oklepaju enak nic.
Od tod dobimo kriti¢no silo Py, pri kateri je ravnotezje mozno tudi v
izklonjeni legi sestava

P]ma l 4 kS

=0 — P = —2 (5.144)

2 _
ks — = I

V obravnavanem primeru predstavlja kriticna sila Py, edino vrednost
obtezbe P, pri kateri je sestav v izklonjeni legi v ravnotezju. Kriticna
sila torej doloca mejo med stabilnim in nestabilnim obnasanjem kon-
strukcije.

nestabilno ravnoteZje

| =0

— nevtralno ravnoteZje

P, stabilno ravnotezje

P
0 We

Slika 5.16

Ce je obtezba manjsa od kritiéne sile (P < Pj,.), je sestav stabilen. Tudi
¢e se pojavi motnja, na primer majhen impulz pre¢ne zunanje sile F', ki
povzroci majhen izklon sestava iz idealno ravne zacetne lege, povratni
moment spiralne vzmeti prevlada nad vplivom vzdolzne obtezbe P in
po odstranitvi motnje se sestav povrne v zacetno, ravno obliko. Pri
vrednosti P = Py, je sestav v ravnotezju tako v zacCetni ravni obliki
(¢ = 0), kakor tudi pri majhnem izklonu za kot ¢ < 1. V tem stanju
torej ne moremo govoriti niti o stabilnem niti o nestabilnem ravnotezju
in ga zato imenujemo nevtralno ravnotezje. Ce pa je obtezba vecja od

48



5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

kriti¢ne sile (P > Py, ), je konstrukcija nestabilna. V idealnih razmerah,
torej pri ¢ = 0, bi obtezbo sicer lahko povecevali tudi nad vrednostjo
Py, vendar bi vsaka motnja, na primer majhen precni impulz sile F,
povzrocila izklon in v nadaljevanju porusitev konstrukcije. Kakor smo
pokazali zgoraj, bi namre¢ v tem stanju vpliv vzdolzne sile prevladal
nad vplivom povratnega momenta spiralne vzmeti in precni pomik bi
se povecal Cez vse meje.

Opisani mehanizem lahko ponazorimo s sovisnico med velikostjo nasto-
pajoce obtezbe P in zasucnim kotom ¢ oziroma pre¢nim pomikom we
(slika 5.16). Tocko R, v kateri je mozna tako ravna kakor tudi izklonjena
ravnotezna lega, imenujemo razvejisce ali bifurkacija.

stabilno_ nevtralno nestabilno
ravnotezje ravnoteZzje ravnotezje

Slika 5.17

Za boljse razumevanje pa posamezne vrste ravnotezja predstavimo Se s
klasi¢no fizikalno skico kroglice v razlicnih ravnoteznih polozajih glede
na razgibano podlago (slika 5.17). Ta skica nas med drugim tudi opo-
zori na zelo pomembno dejstvo, da je pojem ravnotezja v vseh treh
primerih povezan z majhnimi premiki iz ravnotezne lege. Ce bi se
namrec¢ kroglica iz nevtralne lege premaknila prevec v levo, bi presla iz
nevtralnega v stabilno ravnotezno stanje, pri velikem premiku v desno
pa v stanje nestabilnega ravnotezja.

Nelinearni model linijskega nosilca

Vrnimo s k tlacenemu ravnemu nosilcu, s katerim smo zaceli to pod-
poglavje (slika 5.14). Vzemimo, da smo koordinatni osi y in z v pre¢nem
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prerezu nosilca izbrali tako, da sta I, in I, glavna upogibna vztrajnos-
tna momenta, pri ¢emer je vztrajnostni moment glede na os y manjsi
od vztrajnostnega momenta glede na os z (I, < I,,). V tem primeru
imenujemo vztrajnostni moment [,, minimalni vztrajnostni moment,
os y pa Sibka vztrajnostna os, saj je umestno pricakovati, da se nosilec
pri dovolj veliki sili P ukloni ravno okrog osi .

Za uvod poglejmo, kam nas pripeljejo enacbe, ki smo jih izpeljali v
prejsnjih razdelkih v okviru elementarne teorije upogiba z osno silo.
Zapis ravnoteznih pogojev za nosilec v nedeformirani legi pripelje do
sklepa, da v nosilcu nastopa le tla¢na osna sila N, = —P, vse ostale
notranje sile, torej upogibna momenta in obe precni sili pa so enaki ni¢
(My, =M, =0in N, = N, =0). Enacba upogibnice v ravnini (y, z) je
tedaj

d?w M,
- _ =0 5.145
dx? EIL,, ( )

in po dvakratnem integriranju dobimo splosno reSitev
w(z) =Crx+ Cs. (5.146)

Integracijski konstanti C in Cy dolo¢imo iz kinemati¢nih robnih pogo-
jev

z=0 ... w=0 — Cy =

(5.147)

x=101 ... w=0 — C1=0,
tako da je w = 0 na celotni dolzini nosilca in to ne glede na velikost
obtezbe P. Z ravnoteznimi enacbami, ki smo jih izpeljali na nedeformi-
rani obliki nosilca in ki zato ne upostevajo vpliva vzdolzne obtezbe na
upogibna momenta, torej ne moremo zajeti pojava uklona, ceprav nas
po drugi strani izkusnja uci, da ta pojav v naravi dejansko nastopa.

To pomeni, da moramo za obravnavanje uklonskih problemov vpeljati
bolj strog matemati¢ni model nosilca, ki bo zajel medsebojni vpliv osne
sile in upogibnega momenta. Kot prvi korak v tej smeri bomo zapisali
ravnotezne pogoje nosilca v deformiranem stanju.
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Ravnotezni pogoji za element deformiranega nosilca

Obravnavajmo element ravnega linijskega nosilca, ki ga omejujeta
precna prereza v toékahg’o(a:, 0,0) in g’l (x4 Az,0,0). Zunanja obtezba
je v naSem primeru opisana z nadomestnima linijskima obtezbama P(z)
in M(x), za kateri predpostavimo, da sta konservativni in da torej
med deformiranjem ohranjata svojo smer in velikost. Pod vplivom te

obtezbe se obravnavani element deformira, kakor je prikazano na sliki
5.18.

x Ax

0 (1)
A ;

Slika 5.18

V Lagrangevem opisu deformiranja ostanejo telesne koordinate posa-
meznih tock nosilca nespremenjene med celotnim deformacijskim proce-
som, zato je kon¢na razlika vzdolznih telesnih koordinat obravnavanega
elementa tudi po deformaciji Stevilsko enaka Ax. Prostorske lege tock
r\];o’ ’\Tl in poljubne tocke T'po deformaciji opisemo s krajevnimi vektorji
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ro, r'iin r’ glede na nepomicno tocko 0. Pri tem je
oziroma r'(z+ Ax) =x/(z) + Ar’ . (5.148)

Za notranje sile in dvojice, s katerimi v tockah 7' in g’l preostali del

~0

nosilca deluje na obravnavani element, velja

N = —_N(z) , N = N(z + Az)
0 in ) (5.149)
M@ = —M(z) MY = M(z 4 Az).

Pri predznakih notranjih sil v tocki r\To smo upostevali, da ima precni
0 .
prerez 7. “negativno” normalo e =—el.

Zapisimo najprej pogoj, da mora biti rezultanta vseh sil, ki v deformi-
ranem stanju B’ delujejo na obravnavani element nosilca, enaka nié¢

N©O 4 NO 4 /P(x) dz = 0. (5.150)
Ax

Ob upostevanju zvez (5.149) in izreka o povpreéni vrednosti integrala T
lahko ena¢bo (5.150) zapiSemo na naslednji naé¢in

N(z+ Az) — N(z) + Pz + &) Az =0 (0<¢< Az). (5.151)

Enacbo (5.151) delimo z Az, in izvedemo limitni proces, pri katerem
gre dolzina obravnavanega elementarnega dela nosilca proti nic

lim N(x 4+ Azx) — N(x)
Az—0 Ax

+P(x+€)| =0. (5.152)

Limita ulomka v oglatem oklepaju je po definiciji prvi odvod notranje
sile N po z; ko gre Ax proti ni¢, gre proti ni¢ tudi ¢ in tako dobimo
konéno obliko ravnoteznega pogoja (5.150)

t Glej: Bronstejn, Semendjajev, Musiol, Miihlig, Matematiéni priro¢nik (1997), str.
328
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dN
— =0. 1
I +P (5.153)

Kakor vidimo, smo dobili formalno povsem enako obliko ravnoteznega
pogoja kot v primeru, ko smo ga zapisali na nedeformiranem elementu
nosilca.

Zapisimo Se drugi ravnotezni pogoj, ki zahteva, da je rezultirajoci
staticni moment vseh sil, ki delujejo na obravnavani del nosilca, enak
nic

M@ + M® 4 rfx NO 4 pfx N+

/fI\'J/ x P(x) dx + /M(IB) dx = 0. (5.154)
Az

Ax

Upostevamo zveze (5.148) in (5.149) ter izrek o povprecni vrednosti
integrala in s tem enacbo (5.154) zapisemo kot sledi

M(z + Az) — M(z) +r/(z) x [N(z + Az) — N(z)]+
Ar' X N(z + Az) +x/(z + &) x Pz + &) Az + M(z + &) Az =0
(0<& <Az, 0<& < Ax). (5.155)

Enacbo delimo z Ax in izvedemo limitni proces, pri katerem gre dolzina
elementa Ax proti ni¢. Tako dobimo

M(z 4+ Az) — M(z) Ar’

i [MEE SN )+ e
r'(x) x Nz + AA:L;Z —N(@) +r'(z+ &) xPlx+ {1)} =0. (5.156)

Od tod sledi

dM  dr’ dN
T L Y %N ! - = 0. 1
. +da:>< +M+r X(dx +’P) 0 (5.157)
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Ob upostevanju enacbe (5.153) in ker iz poglavja o deformabilnem
telesu vemo, da je
dr’
dx

kjer smo poudarili, da gre za vektor deformirane telesne baze, ki pripada

el (5.158)

teziscu prereza T sledi koncna oblika momentnega ravnoteznega pogoja

dM
d—+,(\3J;3>< N+M=0. (5159)
X

Tudi momentna ravnotezna enac¢ba deformiranega elementa se od tiste,
ki smo jo izpeljali na nedeformiranem elementu, razlikuje le po tem, da
v njej namesto vektorja e, nastopa vektor e; deformirane telesne ko-
ordinatne baze. Kakor se bo izkazalo v nadaljevanju, pa ima ta razlika
daljnosezne posledice pri izpeljavi uklonskih enacb.

Klasiéna uklonska enac¢ba

Uvodoma smo za Sibko vztrajnostno os izbrali os y, kar pomeni, da
pricakujemo uklon nosilca okrog osi y. Zato v nadaljevanju obrav-
navamo primer upogiba v ravnini (z, x), kakor je prikazano na sliki 5.19.
V tem primeru je N, =0, M, = M, = 0 ter uy = 0, w, = w, = 0.
Upostevati moramo, da gre pri uklonu za majhno spremembo ob-
like nosilca, zato je tudi v tem primeru umestna predpostavka, da so
prvi parcialni odvodi pomikov in specificne spremembe dolzin majhne
koli¢ine v primerjavi z enoto

8 .
’ Y« in 1Dyl < 1. (5.160)

8.’1,‘1'

Pojav uklona je znacilen za vitke nosilce, pri katerih je vpliv pre¢nih
sil na povese in vzdolzne normalne napetosti zanemarljiv, zato privza-
memo Bernoullijev model nosilca. Kakor smo ugotovili v okviru ele-
mentarne teorije, so pri upogibu z osno silo v ravnini (z, z) kartezijske
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

komponente pomika poljubne tocke Bernoullijevega nosilca povezane s
pomiki linijskega ra¢unskega modela z izrazi (5.73)

Us = U= 2, Uy =W. (5.161)

Vektor pomika poljubne tocke nosilca je tako

d
u= (u—z%) e, +we,. (5.162)

A B
1€ oy x
v 2 l &l e ua| x|

+wy

Slika 5.19

V poglavju o deformabilnem telesu smo izpeljali formulo (2.22) za do-
lo¢itev baznih vektorjev deformirane telesne koordinatne baze

ou

o (5.163)

/
e —=e€;+
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

Deformirani telesni bazni vektor €/, je tako

du d?>w

, ou , dw
ex:em+_ — e, = 1+£—Z@ e, +

%ez .
(5.164)
V skladu s prvo od predpostavk (5.160) lahko v koeficientu pri e, zane-

marimo prvi parcialni odvod pomika u v primerjavi z enoto in dobimo

d*w dw

V momentni ravnotezni enacbi (5.159) nastopa deformirani bazni vektor
€., ki pripada teziscu prereza T

dw

“—e.. 1
e (5.166)

W, r
/gzm_ ew‘z:O — ,%x_ex+

Vektorski produkt, ki nastopa v ena¢bi (5.159), je tedaj

€ €, e, dw
erxN=|1 0 4= (de— — NZ) e, . (5.167)
N, 0 N, f”

Zaradi popolnosti dolo¢imo Se deformirani bazni vektor e,

ou dw
e, =e:+ o — e, =e’\= e tes. (5.168)
Brez tezav se prepricamo, da je vektor ey, ki pripada deformirani telesni
koordinatni bazi, kar enak baznemu vektorju e,. Velja tudi

Y Y A R R A
€ ey=ey e.=e: er=0. (5.169)

To pomeni, da ostanejo telesni bazni vektorji, ki pripadajo tockam li-
nijskega racunskega modela, tudi po deformaciji pravokotni med seboj,
kar je posledica privzete Bernoullijeve hipoteze. Oc¢itno pa vektorja e,
in e’. nista vec¢ enotska vektorja.
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Sedaj lahko zapisemo ravnotezne enacbe (5.153) in (5.159) deformi-
ranega nosilca v skalarni obliki. Ce notranjo silo N in notranji moment
M kakor tudi nadomestni zunanji linijski obtezbi P in M zapiSemo z nji-
hovimi komponentami glede na zacetno koordinatno bazo (e, e,, e.),
dobimo

dN,

= Nl
I + P 0 (5.170)
dN,
o TP ( )
dM, dw

N,— — N, =0. 5.172
dx + dx + My ( )

V momentni ravnotezni enacbi sedaj nastopa tudi komponenta N, no-
tranje sile N v smeri e,.

Ugodnejso obliko enacbe (5.172) dobimo, ¢e jo odvajamo po x in
upostevamo zvezo (5.171)

M, d dw dM,,
o (Nx%) =— (PZ + = ) : (5.173)

Poudarili smo, da je N, zgolj projekcija vektorja N na smer enotskega
baznega vektorja e,. Fizikalno osno silo, ki pripada obravnavanemu
pretnemu prerezu o7, v deformirani legi nosilca, ozna¢imo z N/, in jo
izracunamo kot rezultanto vzdolznih normalnih napetosti o,,, katerih
smer je dolocena z deformiranim baznim vektorjem e7. Po enaki logiki
ima fizikalna pre¢na sila N, smer deformiranega baznega vektorja e’
(slika 5.20).

Rezultirajoco notranjo silo N lahko torej enakovredno zapisemo tako
v zacetni bazi (e, e.) kakor tudi v deformirani bazi (e, e>), ki pa
jo moramo normirati, saj se pojem fizikalnih notranjih sil nanasa na

enotske bazne vektorje

57
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e e’
N=N,e, +N.e, = N, == + N/ =2 (5.174)

v /
</

Pri upogibnem momentu ni tezav z razlikovanjem komponent, saj je
/_ . . _
e, =e, in zato tudi M=M, e,.

€y

Slika 5.20

Enacba (5.169) pove, da je tudi normirana deformirana baza karte-
zijska, zato lahko povezavo med komponentami notranje sile v obeh
bazah poiséemo na razmeroma preprost nacin. Enacbo (5.174) skalarno
pomnozimo najprej z normiranim deformiranim baznim vektorjem ej,
in nato Se z normiranim vektorjem e’; ter dobimo

e e
N, =N,e, - +N.e, -

< =

o . (5.175)
N;:NmemN_Z+NZeZNZ

e e

Glede na sliko 5.20 lahko skalarne produkte, ki nastopajo v gornjih
enachah izrazimo v odvisnosti od naklonskega kota ¢
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e [
ey - = cosgp e, - =siny
€ €
o o (5.176)
€, — = —sinyp e, = Ccos
e e
in enacbi (5.175) preideta v naslednjo obliko
N, = N, cosp+ N, sing (5.177)

N. =—N, singp + N, cosp.

Enacbi (5.177) lahko Se nadalje poenostavimo. Ob upoStevanju zvez

(5.166) in (5.168) ter omejitve (5.160) ugotovimo, da sta dolzini ’rg; in

enaki med seboj in da se zanemarljivo malo razlikujeta od enote

:,/1+(§—:)Qz1. (5.178)

S tem lahko enacbi (5.175) zapisemo kot sledi

’
£2

’
£2

d
N =N, + N, d—w

di (5.179)
N/ =N, - N, —.

dr

Do te povezave lahko pridemo tudi tako, da v enac¢bah (5.177)
upostevamo zveze (5.69) do (5.71), razvijemo funkciji siny in cosy
v potenc¢no vrsto in obdrzimo le linearne ¢lene.

S prvo od dobljenih ena¢b in z ravnoteznima pogojema (5.170) in
(5.171) lahko torej dolo¢imo osno silo N, z ravnoteznim pogojem
(5.172) oziroma (5.173) pa tudi upogibni moment A,. Normalne
napetosti o,, v precnem prerezu moramo sedaj dolociti tako, da bo nji-
hova rezultanta enaka osni sili NV, njihov rezultirajoci stati¢ni moment
glede na teziSce pa upogibnemu momentu M,. Z enoosnim poskusom
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

smo normalno napetost o,, povezali s specificno spremembo dolzine
vzorca D.,. V poenostavljenem primeru, ko so vse deformacijske
koli¢ine zelo majhne v primerjavi z enoto, smo specificno spremembo
dolzine kot realno fizikalno koli¢ino nadomestili z diagonalno kompo-
nento €, simetricnega dela matrike parcialnih odvodov pomikov, ki
je po svoji naravi formalna matematicna koli¢ina, fizikalni pomen pa
ji lahko pripisemo le v primeru majhnih deformacij. V okviru nasega
strozjega racunskega modela nosilca pa vzamemo konstitucijski zakon
v obliki, ki ustreza enoosnemu poskusu

Ope = EDyy . (5.180)

V poglavju o deformabilnem telesu smo specificne spremembe dolzin
izrazili s komponentami tenzorja velikih deformacij E;;. Za vlakno, ki
je bilo pred deformacijo vzporedno osi x, tako dobimo

Dyw = /1 +2E,, — 1. (5.181)

Na obeh straneh enacbe (5.181) pristejemo 1 in jo kvadriramo
1+2D,, +D?, =1+2E,,. (5.182)

Upostevajo¢ predpostavko (5.160) lahko zanemarimo D2, v primerjavi
z 2D,.,. Tako ugotovimo, da je specificna sprememba dolzine D, pri-
blizno enaka komponenti E,, tenzorja velikih deformacij, ki jo lahko
izrazimo s parcialnimi odvodi pomikov

Ou, 1 (0Ouy, S| ou, 2
Dm~Em—ax+§(ax>+§(ax) . (5.183)

Pri tem smo upostevali, da je v naSem primeru u,, = 0. Ob predpostavki
(5.160) lahko drugi ¢len zanemarimo v primerjavi s prvim
2
1 Ouy < Ouy
2\ Oz ox

(5.184)
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in z upostevanjem zvez (5.161) dobimo

du Ew 1 [dw\?
Dyp=——2—%5+-|—] . 1
dr  ~da? + 2 (dw) (5.185)

Vzdolzna normalna napetost v poljubni tocki precnega prereza je tako

du Pw 1 [(dw\’
= (=) |. 1
dr  ~da? * 2 (dx) ] (5.186)

Sedaj lahko zapiSemo pogoja, da mora biti rezultanta normalnih

napetosti o,, enaka osni sili N/

+» jihov rezultirajoc¢i staticni moment

glede na tezisce pa upogibnemu momentu M, ki smo ju predhodno
dolocili iz ravnoteznih pogojev

N, :/Um dA, =
Ay

du 1 [dw\? d?w
El=4+ == A, — FE— A, Nl
[m*z(w) /d /zd (5.187)

dx?
dm 'Q{z
M, =/zamdAm =
A
E d—“+1 dw 2 /sz —Edg—w 22 dA, . (5.188)
dr 2 \ dw * dz? T
dm 'Q{z
Ker je
/dAx:Am, /szm:Sy:O, /deAx: vy
Ay e A
(5.189)
iz enacb (5.187) in (5.188) sledi
du 1 [(dw)’
N =FA, |—+ = — 1
v dr 2 (da:)] (5.190)
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d?w
Yida2

Zveza (5.191) je v mehaniki konstrukeij znana kot enacba elastike in je

M, = —ElI, (5.191)

oc¢itno neodvisna od tega, ali zapiSemo ravnotezne pogoje na deformi-
ranem ali na nedeformiranem nosilcu. To je razumljivo, saj gre dejansko
za zvezo med upogibnim momentom in ukrivljenostjo nosilca, ki je zgolj
geometrijski pojem in je pri majhnih spremembah oblike nosilca dovolj
natancéno opisana z drugim odvodom povesa w. Zvezo (5.191) vstavimo
v momentno ravnotezno enac¢bo (5.173) in dobimo

d? d*w d dw dM
— |\ Ely— | —— | Ne— | = | P.+ =2 . 192
dx? ( v de) dx ( dm) (P T ) (5.192)

Tako smo dobili strozjo obliko enacbe upogibnice, ki posredno vkljucuje
tudi vpliv osne sile na upogibke w(x).

V nadaljevanju si oglejmo tri razli¢ne moznosti uporabe te enacbe. Naj-
prej vzemimo, da na nosilec razen nadomestne linijske obtezbe P, in

ponenta NN, pozitivna in konstantna po dolzini nosilca
N, =N > 0= konst.

Zaradi preglednejSega pisanja vpeljemo okrajSavo

N
k= 5.193
ErL,, ( )
in za primer, da je upogibna togost EI,, konstantna vzdolZz nosilca,
dobimo 5 P M
w w 1
— k2 = . v . 5.194
dx?t dz?  EI,, (P T ) ( )

Splosna resitev dobljene enacbe je

w(x) = Cy shkx 4+ Cy chkx + Csx + Cy + w, (5.195)
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kjer je w, partikularna resitev, odvisna od desne strani enacbe (5.194).
NatancnejSa matematicna analiza pokaze, da dobljena enacba nima sin-
gularnih tock. To je razumljivo, saj si zlahka predstavljamo, da natezna
osna sila kve¢jemu zmanjSuje povese zaradi precne obtezbe.

Kot drugo si oglejmo moznost, da v nosilcu vlada konstantna tlacna
sila
N, = —P = konst.

7, okrajsavo

P
k= 5.196
El, ( )
in pri konstantni upogibni togosti se enacba (5.192) glasi
v jedw 1 (M, (5.197)
dz? dz2  El, \'~° dex )~ ’

V tem primeru nastopajo v homogenem delu splosne resitve trigonome-
tricne funkcije

w(x) = Cy sinkx + Cy coskr + Csz + Cy 4wy, . (5.198)

Nadaljnja analiza je odvisna od tega, kaksna je desna stran dobljene
enacbe. V primeru, da na nosilec deluje od ni¢ razlicna prec¢na obtezba
(P, # 0 in M, # 0), je desna stran razlicna od ni¢ in nosilec se de-
formira Ze pri vzdolzni obtezbi P = 0. Zacetni pomik w® se z narasca-
njem sile P povecuje, kar pomeni, da ravna ravnotezna oblika nosilca
ni mozna. Zato tudi ne pride do uklona nosilca v smislu preskoka iz
ravne v upognjeno ravnotezno lego. Tak primer mehanskega stanja
imenujemo napetostni problem za razliko od stabilnostnega problema,
s kakrsnim imamo opraviti v primeru, da je precna obtezba enaka nic.

Kot poucen primer za ilustracijo obeh omenjenih pojmov si oglejmo
prostolezec¢ nosilec, ki ga v prvem koraku obtezimo s pre¢no obtezbo
P, = q (slika 5.21-a). Poves na sredini nosilca, ki ga povzroci ta
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0

obtezba, oznac¢imo z w,. Nato nosilec v pomi¢nem krajis¢u obtezimo

Se z vzdolzno tlacno silo P, ki jo postopoma povecujemo od vrednosti
ni¢ do predpisane koncéne vrednosti (slika 5.21-b). Zacetni poves w?
se ob zveznem povecCevanju vzdolzne sile zvezno povecuje, torej ima
nosilec v istem trenutku eno samo mozno ravnotezno lego. Tak primer

imenujemo napetostni problem (NP).

O stabilnostnem problemu (SP) pa govorimo tedaj, ko nosilec ni pre¢no
obtezen (¢ = 0) in ga v ravni zacetni obliki za¢nemo obtezevati z vz-
dolzno tlacno silo P. Tedaj namre¢ nosilec ostane raven, vse dokler sila
P ne doseze kriticne vrednosti Py, pri kateri lahko nosilec trenutno
preide v izklonjeno ravnotezno lego. Sovisnici med karakteristicnim
povesom w, in nastopajoco vzdolzno obtezbo P sta za oba mozna
primera prikazani na sliki 5.21-c.

(a) (b) lp (c) [P
bR NP
L w? Wq
[ Plcr
q q
z z ! Ws
Vi VAN 0 wl
Slika 5.21

V nadaljevanju nas torej zanima stabilnostni problem, pri katerem je
P.=0 in M, =0
in enacba (5.197) preide v homogeno obliko

d*w d?w
k2
dx? + dx?

=0, (5.199)
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Ob upostevanju vpeljanih predpostavk in okrajsave (5.196) lahko iz
enacbe (5.172) izrazimo tudi komponento N,

— + k° — 5.200
dx3 + dx ( )

d? d
Nz:—EIyy( gy w).
Ena¢bo (5.199) imenujemo klasicna uklonska enacba, saj omogoca
dolocitev kriticne uklonske sile v klasi¢nih uklonskih primerih. V
matematicnem pogledu gre za razmeroma preprosto navadno linearno
homogeno diferencialno enacbo s konstantnim koeficientom, ki jo brez

tezav reSimo s primerno zamenjavo spremenljivk. Splosna reSitev je
w(z) = Cy sinkx + Cy coskx + Csx + Cy . (5.201)

Ce dolo¢imo prve §tiri odvode pomika w

d
% = kCycoskr — kCysinkzx + Cs
d2
d_l;} = —k2Cy sinkz — k*>C4 cos kx
d:‘w (5.202)
5 = —k3Cy cos kx + k3Cy sin kx
x
d4
d—;: = k'Cysinkx + k*Cycoskz,

se lahko hitro prepricamo, da je nastavek (5.201) resitev uklonske
enacbe (5.199). Pri tem so (4, ..., C4 integracijske konstante, ki jih
moramo dolociti iz ustreznih kinemati¢nih in stati¢nih robnih pogojev
za vsak primer podpiranja nosilca posebej. Da bi lahko zapisali tudi
kinematic¢ne robne pogoje v podporah, kjer je preprecen upogibni za-
suk, se spomnimo Se zveze med povesom w in zasukom w,

dw

——. 5.203
- (5.203)

wy:

Dolocanje integracijskih konstant in s tem posebnih resitev uklonske
enacbe (5.199) prikazemo na stirih osnovnih uklonskih primerih, ki

65



5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

predstavljajo prakticno pomembne primere tlacno obtezenih stebrov
z razliénimi nac¢ini podpiranja (slika 5.22).

Pk?"l Plcrl Pk?"l P/cv"
5 Y

1,=0.71

l,=0.51

Slika 5.22

Prvi osnovni uklonski primer

Kot prvega od osnovnih uklonskih primerov obravnavajmo enostransko
polnovpet steber dolzine [ z minimalnim upogibnim vztrajnostnim mo-
mentom I, = I, in z modulom elasticnosti E (slika 5.22-1). V vpeti
podpori (x = 0) morata biti izpolnjena kinemati¢na robna pogoja, da
sta prepreCena poves w in zasuk w,. V prostem krajiscu (x = [) pa
moramo upostevati staticna robna pogoja, da sta tako precna sila IV,
kakor tudi upogibni moment M, enaka nic. Pogoje, v katerih pomik
w ne nastopa eksplicitno, izrazimo s pomoc¢jo pomoznih enacb (5.191),
(5.200) in (5.203)
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{ w =0
=0 - — =0
Yy dx

d?w
x =1 ;

d°w dw

= — +k2— =0.
N,=0 — da:3+ dr

Ob upostevanju izrazov (5.202) za odvode pomika w dobimo

Co+Cy=0

kC1+C3 =0

k2Cysinkl + k*Csy cos kl = 0
k*Cs =0.

(5.204)

Dobljeni homogeni sistem linearnih algebrajskih enacb za dolocitev kon-
stant C1, ..., Cy je tako preprost, da bi ga lahko resili kar na pamet.
Vendar ga najprej zapiSimo v matri¢ni obliki

0 1 0 1 C 0
k 0 1 0 Co|l O

k?sinkl k?coskl 0 0 s (Y0 (5.205)
0 0 k2 0 Cy 0

Prikazani homogeni sistem enach ima vedno trivialno resitev C'; = Cy =
C3 = (4 = 0. Vendar nas te resitev ne zanima, saj pripelje zgolj do
ravne ravnotezne oblike nosilca w(z) = 0. Netrivialne resitve pa dobimo
le v primeru, da je matrika koeficientov singularna, kar pomeni, da je
njena determinanta enaka nic¢

0 1 0 1
k 0 1 O

k2sinkl k?coskl 0 O] 0. (5.206)
0 0 k2 0
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Z izvrednotenjem determinante preide pogoj (5.206) v naslednjo obliko
k®coskl = 0. (5.207)

Prva resitev dobljene enacbe je kK = 0 — P = 0, vendar ta resi-
tev ni zanimiva, saj pri neobtezenem nosilcu uklona ne pricakujemo.
Preostane nam mnozica drugih resitev

coskl=0  — kl:g+m (n=0,1,2,...),  (5.208)
od katerih pa nas spet zanima le resitev pri n = 0, za katero ob upo-

Stevanju oznake (5.196) velja

PY n  mEI
Wa—=5 = P = (QZ)QW. (5.209)
yy

Tako smo dobili prvo in s tem najmanjso kriti¢no uklonsko silo v obrav-
navanem primeru, kar smo tudi poudarili z oznako (). Vse preostale
resitve pri n = 1,2, ... bi namrec pripeljale do ve¢jih vrednosti kriticne
uklonske sile, ki pa za prakti¢no oceno uklonske varnosti nosilca niso
pomembne.

Sedaj lahko konc¢no zapiSemo posebno resitev uklonske enacbe za obrav-
navani primer. Pri P = P, je matrika koeficientov sistema (5.205)
singularna, zato je resitev neskoncéno veliko. Drugace povedano, resitev
lahko dolo¢imo le do faktorja natancno. Naceloma bi morali uporabiti
katero od znanih metod za iskanje netrivialnih resitev homogenega si-
stema enacb. Vendar je nas primer tako preprost, da lahko neposredno
zapiSemo

01 = 03 =0 1in 04 = —CQ . (5.210)

Ker je ob upostevanju izraza (5.209) za kriti¢no silo

pY 7
k=t = — 211
\ E1,, ~ 21 (5.211)

68



5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

sledi iz enacbe (5.201) posebna resitev (slika 5.22-1)

w(z) = C; (eos 7;—:; - 1) . (5.212)
Prva uklonska oblika obravnavanega nosilca je torej kosinusoida. Naj-
vecji upogibek je dolocen z velikostjo konstante Cy, ki je lahko poljubna,
vendar dovolj majhna, da so izpolnjene predpostavke, ob katerih smo
izpeljali uklonsko enacbho.

Drugi osnovni uklonski primer

Drugi osnovni uklonski primer predstavlja obojestransko ¢lenkasto pod-
prt nosilec, ki je v pomi¢no podprtem krajis¢u obtezen s tlacno vzdolzno
silo P (slika 5.22-2). Robni pogoji v tem primeru so

w =0
x=20... 2
d“w
My=0 = 2 =0
w =20
r=1... 2
d“w
My=0 = 2 ="

ODb upostevanju izrazov (5.202) za odvode pomika w dobimo

Co+Cy=0
k*Cy =0
_ (5.213)
Cisinkl+ Cycoskl +C3l+Cy =0
k2Cysinkl + k*Csy coskl = 0
oziroma v matri¢ni obliki
0 1 0 1 i 0
0 k2 0 0 Co | )0
sin kl coskl [ 1 Cs( )O (5.214)
k2sinkl k?coskl 0 O Cy 0
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Pogoj za obstoj netrivialnih resitev

0 12 0 1
sir(l) Kl coks ki (z) ? =0 (5-215)
k?sinkl k?coskl 0 0
tokrat pripelje do enache
E*lsinkl = 0. (5.216)
Podobno kakor v prejsnjem primeru obravnavamo le moznost
sinkl =0 — kl=nm (n=0,1,2,...). (5.217)

Resitev kI = 0 ne pride v postev in prvo kriti¢no uklonsko silo dobimo

prin=1
PIS") (1) _ ™ Ely,
Wet; =7 - B=—p™ (5.218)
Iz prve in druge enacbe sistema (5.213) sledi
Co=Cy=0, (5.219)
iz tretje in cetrte pa
Cysinkl +Csl =0
o ’ (5.220)
Cisinkl =0.
Torej mora biti C's = 0 in posebna resitev uklonske enacbe je
w(z) = Cy sin =, (5.221)

l

V tem primeru je uklonska oblika sinusoida. Najvecji upogibek na sre-
dini dolzine nosilca je dolo¢en s konstanto C7, ki je spet lahko poljubna,
vendar dovolj majhna vrednost.
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

Tretji osnovni uklonski primer

Tretji osnovni uklonski primer predstavlja steber, ki je na enem koncu
togo vpet, na drugem pa pomic¢no vrtljivo podprt in obtezen s tlacno
vzdolzno silo P (slika 5.22-3). Robni pogoji za doloc¢itev integracijskih
konstant so tedaj

w =0

=0 { w, =0 %:0
w =0

Tl M,=0 — %:0.

ODb upostevanju izrazov (5.202) za odvode pomika w dobimo

Co4+Cy=0

kCy+C3 =0

Cisinkl + Cycoskl +C3l+Cy =0
k2Cy sinkl + k*Cycoskl = 0.

(5.222)

Podobno kakor v prejsnjih dveh primerih izrazimo pogoj za obsto]
netrivialnih resitev dobljenega homogenega sistema enachb z zahtevo,
da mora biti determinanta matrike koeficientov enaka nic

0 1 0 1
k 0 1 0
sin kl coskl 1 1| 0 (5.223)
k?sinkl k?coskl 0 0
Tako dobimo
k? (sinkl — Kkl coskl) = 0. (5.224)

Pogoj za nastop ravnoteznega stanja v deformirani legi nosilca je tokrat
sinkl — kl coskl =0. (5.225)
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

Dobljeno trigonometricno enac¢bo lahko resimo s primerno iteracijsko
metodo, na primer z Newtonovo metodo zaporednih priblizkov T. Naj-
manjsa pozitivna reSitev, izracunana na tri decimalke natancno, je

p)
kl ~ 4.493 — 14 =Er— ~ 4.493. (5.226)
EI,,

Prvo kritiéno silo izrazimo podobno kakor v prejsnjih primerih in z
zaokrozitvijo koeficienta v imenovalcu dobimo

2ET
pY T vy 5.227
kr ™ 0.71)2 (5:227)
V sistemu (5.222) lahko konstante Cy do Cy izrazimo s C
Cy = —kCy
CQ = —01 tg kl (5228)

04 = —02 ZOltgkl.

S tem in ob upostevanju izraza (5.227) za kriti¢no silo lahko uklonsko
obliko opiSemo z enacbo

4.493 4.493
w(z) ~ Cy |sin l T 4.493 cos l T 44493 (1 — %)} :

(5.229)

Cetrti osnovni uklonski primer

Kot cetrti osnovni uklonski primer obravnavamo obojestransko vpet
nosilec, pri katerem je v obtezenem krajisS¢u sproscen vzdolzni pomik

t Glej na primer: Bronstejn, Semendjajev, Matemati¢ni priro¢nik, Ljubljana, 1967,

str. 163-165.
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

(slika 5.22-4). Robni pogoji za dolocitev integracijskih konstant so tedaj

w =20
wy=0 — d—w:o
Xz

w =20
wy=0 — “Z=o.

o=
Od tod sledi sistem homogenih enach za integracijske konstante
Co+Cy=0
kEC1+C3 =0
P (5.230)

Cisinkl+ Cycoskl+Csl +Cy =0

kCqicoskl — kCysinkl +Cs = 0.
1z zahteve, da mora biti determinanta matrike koeficientov enaka nic,
dobimo pogoj za ravnotezje v deformiranem stanju v naslednji obliki

kl .
cos kl — 5 sin kl—1=0. (5.231)

Hitro se lahko prepricamo, da je prva pozitivna resSitev dobljene enacbe
kl = 2m. Od tod sledi prva kriticna sila obravnavanega nosilca

1 _ T2 Ely,
Fro(0.50)2

(5.232)

Preostane nam Se dolo¢itev uklonske oblike. Ce zapisemo sistem enacéb

(5.230) pri kl = 27, dobimo
C;=C3=0
Lo (5.233)
Cy=—Cq

in enacbo racunske osi nosilca v deformirani ravnotezni legi lahko
zapiSemo v preprosti obliki

w(z) = Cy (cos %Tx _ 1) | (5.234)
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

Eulerjeva uklonska sila, uklonska dolzina, uklonska vitkost

Opazimo lahko, da smo ob predpostavki, da je I,, = I, kriticno
uklonsko silo v vseh §tirih obravnavanih uklonskih primerih formalno
zapisali v enaki obliki

7T2Efyy

Pk?": l2

(5.235)
Pri tem smo vpeljali tako imenovano uklonsko dolZzino nosilca l,,. V
prvem od obravnavanih primerov je [, = 2[, v drugem [, = [, v tretjem
ly = 0.70in v ¢etrtem [,, = 0.51. Kritiéno silo, zapisano v obliki (5.235),
imenujemo Fulerjeva kriticna uklonska sila ali tudi elasticna uklonska
sila, saj je z njo dolo¢en prehod iz ravne v izklonjeno ravnotezno obliko
le v primeru, da je nosilec v celoti v elasticnem obmocju.

Izraz za FEulerjevo kriticno silo pogosto zapisemo tudi v nekoliko
drugacni obliki. Kakor vemo iz elementarne trdnosti, predstavlja mero
za upogibno togost precnega prereza nosilca tako imenovani vztrajnost-
ni polmer prereza. Pri uklonu okrog Sibke osi y je pomemben vztraj-
nostni polmer i, = t,,in

: Ty

iy = A, (5.236)
Pri obravnavanju ukonskih problemov je ugodno vpeljati novo koli¢ino
A, ki jo imenujemo uklonska vitkost nosilca in je definirana z razmerjem
med uklonsko dolzino [, in minimalnim vztrajnostnim polmerom, v
nasem primeru i,

Ay = —. (5.237)
by

S tem lahko izraz za Eulerjevo kriticno silo zapisemo takole

T EA,
Ay

Py = (5.238)

Dokler je tlaceni nosilec raven, je vzdolzna normalna napetost o,
enakomerna po celotnem preé¢nem prerezu %7, in tudi po celotni dolzini
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5.4 Uklon ravnega grednega nosilca

nosilca. Ko vzdolzna obtezba doseze kriticno vrednost Pj,, nastopi v
precnem prerezu kriticna normalna napetost o,, = o,

P]ma 7T2E
— - (5.239)
A, N2

Okr

Pogoj nestabilnosti bi torej lahko izrazili tudi z ugotovitvijo, da pride do
uklona takrat, ko vzdolzna normalna napetost doseze kriticno vrednost
okr. Kriticna napetost og, je hiperboli¢cna funkcija uklonske vitkosti
Ay, zato ustrezno sovisnico imenujemo Eulerjeva hiperbola (slika 5.23).

Okr \
\\ &l 0
GY T l Tetmeyerjeva
\ premica o
Op B UP
Y
o1
Eulerjeva
hiperbola
0 Ap Ay
Slika 5.23

Pri zelo majhnih vrednostih uklonske vitkosti bi ob nekriticni uporabi
enacbe (5.239) dobili zelo visoke vrednosti kriticne napetosti o,
Ker smo Eulerjevo uklonsko silo dolocili ob predpostavki linearno
elasti¢nega obnasanja materiala, je veljavnost enacbe (5.239) omejena
glede na dejanske mehanske karakteristike materiala. Na sliki 5.23 je
skiciran primer, da se material do meje proporcionalnosti op obnasa
linearno elasti¢no, v .obmoc¢ju med op in mejo plasticnega tecenja oy
pa nelinearno elasti¢no. Enacba (5.239) v tem primeru velja za vred-
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nosti A\, > Ap, kjer je Ap mejna uklonska vitkost

E
Ap=my/—. (5.240)
ap

V obmoé¢ju majhnih vitkosti (A, < Ap) so pri praktiénih nalogah v
rabi razliéne priblizne formule. Kot ena od moznosti je na sliki 5.22
skicirana tako imenovana Tetmeyerjeva ' premica

O'kTZO'p—@ ()\p—)\y) s (5.241)

za katero je treba parameter © umeriti s poskusi. V literaturi najdemo
Se druge aproksimacije obnasanja tlacenih elementov v obmoc¢ju majh-
nih vitkosti, na primer Engesserjevo i krivuljo.

S tem zaklju¢ujemo poglavje o uklonu linijskega nosilca pri enakomerni
tla¢no obtezen s tockovnima vzdolznima silama. To pomeni, da smo pri
izpeljavi klasi¢ne uklonske enacbe zanemarili najmanj vpliv lastne teze
nosilca. Nekoliko povrsno bi lahko ta pristop opravicili s pojasnilom,
da je pojav uklona kriticen predvsem pri vitkih nosilcih, pri katerih je

V okviru tega ucbenika smo podrobneje proucili zgolj stiri tako imeno-
vane osnovne uklonske primere. Gre za razmeroma preproste racunske
modele, s katerimi pa vendarle lahko opisemo velik del uklonskih prob-
lemov v realnih konstrukcijah. Tako je 1. uklonski primer primeren za
opis centricno obtezenih konzolnih stebrov, 2. uklonski primer je pose-
bej znacilen za clenkasto povezane elemente palicnih konstrukcij, s 3.
in 4. uklonskim primerom pa obvladujemo stebre v vmesnih in vrhnjih
nadstropjih vecetaznih stavb s togimi medetaznimi ploscami.

t Ludwig von Tetmeyer, avstrijsko-svicarski inzenir, pionir modernih eksperimental-

nih raziskav materialov in konstrukcij, 1850-1905.

i Friedrich Engesser, nemski inzenir, 1848-1931.
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

V tem razdelku obravnavamo torzijski del zunanje obtezbe, ki smo
ga v dosedanji analizi mehanskega stanja linijskega nosilca izkljucili.
Vendar se tokrat odpovemo povsem splosnemu nacinu torzijske obtezbe
in obravnavamo posebni primer, pri katerem je nosilec obtezen le v
dvojicama My (slika 5.24). To pomeni, da je notranji torzijski moment
M., po celotni dozini nosilca enakomeren (M, = Mr). Od tod tudi ime
primera — enakomerna torzija. Kot sledi iz ena¢b (5.26), obravnavana
obtezba ustreza primeru, ko je plas¢ nosilca neobtezen (ppg = pny =
pnz = 0), prav tako pa ni specificne prostorninske obtezbe (v, = v, =
v, = 0). Razen tega vzamemo, da v nobenem pretnem prerezu ni
preprecena izbocitev. Obravnavani primer je v literaturi znan tudi pod
imeni: cista, neovirana, Saint-Venantova torzija.

Ay
wlo \ (n) (1 X
; L ]

Wy |

/
s/

-

Slika 5.24

Kot osnovno predpostavko o deformiranju nosilca pri torzijski obtezbi
spet vzamemo, da se velikost in oblika pre¢nega prereza v ravnini (y, )
med delovanjem obtezbe ne spreminjata.

Ker ni vzdolzne obtezbe in s tem tudi ne osne sile, lahko v skladu z
enacbo (5.60) zanemarimo tudi specificno spremembo dolzine v smeri
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vzdolzne osi.
Eyy R Exr R Ey, =0 in Exn ~ 0. (5.242)

Gre torej za primer deformacijskega stanja, pri katerem prevladujejo
spremembe pravih kotov €, in €., v ravninah (z,y) in (z, z). Koordi-
natni vektorji deformacij so tedaj

€1 = Ezy€y+eg. €, €y = Ezy €y €, =€z, €;. (5.243)

Konstitucijske enacbe

Ob upostevanju predpostavk (5.242) sledijo iz konstitucijskih enacb
(4.9) naslednje enostavne zveze

Tey = 26 €ay (5.244)
Oz, =2G €4, .

Opg R Oyy R0y R0y, =0 (5.245)

Ravnotezne enacbe

Ravnotezne enacbe (4.1) se ob upoStevanju zvez (5.245) in ker smo
izlocili prostorninsko obtezbo, glasijo

00y 004,

= .24
Gt =0 (5.246)
004y
: — = .24
¥ 2= 0 (5.247)
8sz o
5= 0. (5.248)

Enacbi (5.247) in (5.248) povesta, da sta napetosti o4, in 0., neodvisni
od vzdolzne koordinate x, kar je pri konstantnem torzijskem momentu
tudi razumljivo

Opy = Ozy (Y, 2) in Oy = 022 (Y, 2) . (5.249)
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Iz enacb (5.244) sledi, da sta tudi deformaciji €5, in €,, le funkciji
prereznih koordinat y in z

Exy = Eay(Y, 2) in Exz = €x2(Y, 2) . (5.250)

Zapisimo Se ravnotezne pogoje (4.3) za plas¢ .. Ker je plas¢ nosilca
neobtezen, dobimo

Sl Oyalny + Ozgen, =0. (5.251)

Upostevali smo, da je nosilec valjaste ali prizmaticne oblike, zato zu-
nanja normala plasc¢a e, nima komponente v smeri osi x (€,, = 0).
Prav lahko je ugotoviti, da sta pri tem preostali dve ravnotezni enacbi
na plascu ., identi¢no izpolnjeni.

Dodajmo 8e ¢etrto od enacb (5.29). Ta enacba pove, kako je notranji
torzijski moment M, ki smo ga doloé¢ili iz ravnoteznega pogoja (5.33),
izrazen z napetostmi

My = [ (yog. — z04y)dA, . (5.252)
Ay

Kinemati¢éne enacbe

Najbolj znacilna kinematic¢na koli¢ina pri torzijskem nosilcu je nedvom-
no torzijski zasuk w,, to je zasuk pre¢nega prereza okrog vzdolzne osi
nosilca. Ob predpostavki, da se prerez v svoji ravnini obnasa kot toga
Sipa, je zasuk w, enak v vseh tockah prereza, torej se spreminja le v
odvisnosti od koordinate x, glede na koordinati y in 2z pa je konstanten.
Ker je torzijski notranji moment enakomeren po celotni dolzini nosilca,
lahko sklepamo, da se tudi torzijski zasuk w, enakomerno spreminja
vzdolz nosilca. To pomeni, da lahko torzijski zasuk w, zapiSemo kot
linearno funkcijo koordinate x

we (1) =wl + 0 (x — x0). (5.253)
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Konstanto
dw
0 =—= 5.254
o ( )

imenujemo specificni torzijski zasuk, saj pove, za koliko se nosilec na
enoto dolzine zasuce okrog svoje vzdolzne osi.

0

» oznacili torzijski zasuk referenc-

Kakor sledi iz enacbe (5.253), smo z w
nega prereza pri x = xg. Za referencni prerez je smiselno izbrati prerez,
za katerega vnaprej poznamo torzijski zasuk. Na sliki 5.24, na primer, je
prerez pri = x torzijsko nevrtljivo podprt, torej je wl = 0. Za boljso
predstavo je na sliki 5.25 kot ena od moznosti shematicno prikazan
nacin izvedbe in delovanja tako imenovane vilicaste torzijske podpore,
ki preprecuje torzijski zasuk in oba pomika pravokotno na vzdolzno os

nosilca, omogoca pa vzdolzni pomik in oba upogibna zasuka.

Slika 5.25

Ob upostevanju predpostavke, da se precni prerez v svoji ravnini obnasa
kot toga Sipa, se tudi pri dolocanju pomikov u, in u, izognemo resevanju
kinematic¢nih enacb v splosni obliki. V ta namen razstavimo vektor
pomika u poljubne tocke prec¢nega prereza v vektor u*, ki lezi v ravnini
precnega prereza, in v vektor u, e,, ki predstavlja izbocitev

Ut (5.255)
u =uy e, +u.e;. .
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Na enak nacin razstavimo pomik u tezis¢a T preCnega prereza
~Y ~Y

W =ue; +u
y (5.256)
u =ve,twe;.
V ravnini preCnega prereza je
w'=w, e, (5.257)

in pomik u* poljubne tocke T'(z,y, z), ki je glede na tezisce T'dolocena
s krajevnim vektorjem ¢ = ye, + ze,, izrazimo v skladu z enacbo

(1.346)
wW=uttw xe=Ww—z2w)e,+ (wtyw)e,. (5.258)

Pri dolocitvi torzijskega zasuka w, smo potihem domnevali, da se prerez
zavrti okrog vzdolzne osi x, torej okrog tezisca prereza 1. Vendar po-
drobnejsa proucitev gibanja prereza kot toge Sipe pokaze, da je taksna
domneva upravicena le pri dvojno simetri¢nih prerezih. Pri vseh drugih
pa lahko v ravnini pre¢nega prereza najdemo posebno tocko S(ys, zs),
ki ne sovpada s tezistem T, in ki se pri torzijski obtezbi nosilca trans-
latorno ni¢ ne premakne. To pomeni, da se precni prerez <7, kot toga
Sipa zavrti za kot w, okoli tocke S, ki jo imenujemo torzijsko sredisce
prereza in jo opredelimo z zahtevo, da je njen pomik u* enak nic¢

u"(S)=(v—zswg) ey, + (w+yswy)e, =0. (5.259)
Enacba (5.259) je izpolnjena, ¢e velja
V= 25 Wy in W= —Ys Wy . (5.260)

Pomik u* poljubne tocke prereza je tako

*

ut = —w, (2 —z25)e, +w, (Y —ys)e,. (5.261)
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Primerjava z drugo od enacb (5.255) pokaze, da sta pomika wu, in u, v
precnem prerezu 7, linearni funkciji koordinat z oziroma y

ty = —ws (2= 2s) (5.262)
u, = wy(y—ys).

Vzdolzni pomik u, nastopa v prvi, cetrti in Sesti od kinemati¢nih enacb
(4.4). Iz prve sledi, da je izbocitev, ki jo opisuje ta pomik, neodvisna
od vzdolzne koordinate z, torej u, = u.(y,z). Ob upostevanju pred-
postavke (5.242) ter enacb (5.262) in (5.254) sledi enaka ugotovitev tudi
iz preostalih dveh kinemati¢nih pogojev

0 Ouy Ouy
25;,3%,:&%— 4 Y = 264y + 0 (2 — 23)
ox oy oy
5 5 — 5 (5.263)
U, Uy Uy
24, = 1 = 2€4, — - .
c ox * 0z 0z c 0y —us)

Kakor lahko hitro prestejemo, doloca mehansko stanje nosilca z enako-
mernim torzijskim momentom M, devet koli¢in: napetosti o,y in 0.,
deformaciji €., in 4., specificni torzijski zasuk 0, torzijski zasuk w,
ter pomiki uz, u, in u,. Dobimo jih kot resitve naslednjega sistema
devetih enacb

Ay My, = [ (yog, —z04y)dA, (5.264)
A

do Jo

v . =0 5.265

dy 0z ( )
Oay = 2G €y (5.266)
Guw = 2C es, (5.267)
Mo g 1 0(>— 25) (5.268)
8y - Ty S .
Ouy
= %, — 0 (y— 2

5. =2ca: —0(y—us) (5.269)
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Wy = w2+ 0 (z — x0) (5.270)
Uy = —wy (2 — 2g) (5.271)
uy = wy (Yy—ys)- (5.272)

Pri reSevanju sistema moramo upostevati staticni robni pogoj
SR Oya €ny + sz €z =0 (5.273)

ter kinemati¢ne robne pogoje, ki so odvisni od nacina podpiranja
nosilca.

Ce si sistem osnovnih enacb Eiste torzije ogledamo nekoliko natanéneje,
vidimo, da ga lahko resujemo v dveh delih: najprej iz prvih Sestih enacb
dolo¢imo napetosti, deformacije, pomik u, in specificni torzijski zasuk
0, nato pa iz zadnjih treh brez tezav izracunamo Se torzijski zasuk w,
in precna pomika wu, in u,. V nadaljevanju sta prikazana postopka
reSevanja osnovnih enach ¢iste torzije z metodo pomikov in z metodo
napetosti.

Metoda pomikov

V skladu z osnovno idejo metode pomikov skusamo ravnotezno enacbo
(5.265) izraziti s pomiki. V ta namen najprej uporabimo konstitucijski
enacbi (5.266) in (5.267) in zapiSemo enacbo (5.265) z deformacijami

Oty  Ocgs
dy 0z

=0. (5.274)

Z enactbama (5.263) izrazimo deformaciji €, in €,, s pomiki

0 (% n a“"‘“") + 9 (6“2 + 67“) —0 (5.275)

dy \ Oz dy 9z \ Ox 0z
in ob upostevanju enacb (5.262) sledi

0%u, . 0%u,
0y? 022

2
=V2u, =0. (5.276)
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Dobili smo Laméjevo enacbo za primer enakomerne torzije ravnega
nosilca, ki pove, da je pomik wu, harmoni¢na funkcija nad preénim
prerezom o7,. Na prvi pogled ponuja metoda pomikov zelo ugodno
resitev, saj enacbi (5.276) zadosca vsaka harmoniéna funkcija. Vendar
se reSevanje zaplete pri robnem pogoju (5.273), ki ga s pomikom wu,
izrazimo takole

8u$ aum _
S {a—y —0(z — zs)} eny+ [E +0(y—ys)| en. =0. (5.277)

V robnem pogoju nastopata parcialna odvoda pomika u,, razen tega
pa tudi specificni torzijski zasuk 6, ki ga moramo dolociti iz pogoja, da
je “ravnotezni” torzijski moment prereza .o7, enak “konstitucijskemu”

M, = / (YOpz — 204y) dA, . (5.278)
Ay

Po krajsi izpeljavi lahko enacbo (5.278) zapiSsemo v naslednji obliki

M, =G / (y aa? —z 6;;) dAy +GO (I, + L) . (5.279)

x

Laméjevo enacbo (5.276) moramo torej reSevati ob hkratnem uposteva-
nju robnega pogoja (5.277) in enacbe (5.279), kar je analiticno mogoce
narediti le pri kroznem prerezu, pri bolj splosnih oblikah pre¢nega pre-
reza pa naletimo na hude racunske tezave. Zato se reSevanju problema
enakomerne torzije z metodo pomikov odpovemo in se v nadaljevanju
posvetimo resitvi z metodo napetosti, ki je, kakor bomo pokazali, veliko
lazja.

Metoda napetosti pri enakomerni torziji

Kakor smo ugotovili v 4. poglavju, je treba pri reSevanju osnovnih
enacb mehanskega stanja trdnega telesa z metodo napetosti vpeljati
dodatne, kompatibilnostne pogoje, ki zagotavljajo enoli¢no integrabil-
nost pomikov in zasukov iz kinemati¢nih enac¢b. V naSem primeru so
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

torzijski zasuk w, in precna pomika u, in u, vnaprej enolicno doloceni
z enacbami (5.270) do (5.272). Za dolocitev vzdolznega pomika u, pa
imamo dve enacbi, (5.268) in (5.269). Zato moramo enoli¢nost pomika
u, zagotoviti posebej. Ker je u, = u,(y, 2), je dovolj, ¢e zahtevamo,
da je integral popolnega diferenciala pomika u, po poljubni sklenjeni
krivulji ¢ znotraj precnega prereza <7, enak nic¢

7{ du, = 0 (€ € ). (5.280)
€

Parcialna odvoda pomika u, po y in z izrazimo z enacbama (5.268) in
(5.269) in dobimo
dz) =

Ouy, Ouy
duy, = d
fﬁu L%(ny+7%
€ ¢

]{{[Qé?xy +0(z —Zs)] dy + [2€m —Q(y—ys)} d,z} =0.
€

(5.281)

Krivuljni integral na desni strani prevedemo z Greenovim izrekom v
ploskovni integral po ploskvi 47,, ki jo v pre¢nem prerezu o7, ograjuje
krivulja ¥. Kompatibilnostni pogoj (5.280) preide tako v naslednjo

obliko 5 5
€xz Exy
— —0)dA, =0. 282
/ ( oy o ) ! (5.282)

n

Pri enkrat sovisnih preénih prerezih lahko poljubno krivuljo % skréimo
na tocko znotraj integracijskega obmocja o7,. V tem primeru je potre-
ben in zadosten pogoj za enolicnost pomika u, kar

Oz, Ocgy

y 0z

—9=0. (5.283)

Pri veckrat sovisnih prerezih z notranjimi odprtinami (slika 5.26)
moramo za krivulje, ki obkrozajo notranje odprtine in jih torej ne
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

moremo skréiti na tocko znotraj obmocja o7, izpolniti dodatne kom-
patibilnostne pogoje.

Slika 5.26

Dodatne kompatibilnostne pogoje praviloma zapiSemo kar za mejne
krivulje notranjih odprtin %,;. Za (m + 1)krat sovisen precni prerez
z m odprtinami dobimo

]{ du, = ]{{[28331, +0(z— zs)] dy + [26m —0(y— yg)} dz} =0
Cni Cni
(i=1,2,....,m).  (5.284)

Dobljeno enacho preuredimo

27{ (Exy dy + €42 dz) + 97{ [(z—zs)dy — (y —ys)dz] =0 (5.285)

in drugi ¢len z Greenovim izrekom (5.94) prevedemo na ploskovni in-
tegral po obmoc¢ju notranje odprtine o7,;, ki jo ograjuje krivulja %,;.
Ploséino notranje odprtine .o7,; oznac¢imo z A,,; in dobimo

]{ (Exydy +e4.dz) —0A,; =0 (i=1,2,...,m). (5.286)
<€ni
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

V skladu z osnovno idejo metode napetosti izrazimo tudi kompati-
bilnostne enacbe z napetostmi. Ob upostevanju konstitucijskih zvez
(5.244) iz enacb (5.283) in (5.286) sledi

00y, 00y

Lo dy 0z

—20G =0 (5.287)

j{ (Ogy dy + 04, dz) —20GA,; =0 (1=1,2,...,m). (5.288)
ani

Navidez smo s tem nalogo Se bolj zapletli, saj smo dobili dodatne enac-
be. V resnici pa se nadaljnje reSevanje problema znatno poenostavi,
¢e vpeljemo napetostno funkcijo ¢(y, z), s katero izrazimo napetosti na
naslednji nacin

oy = 0G 27
0z
5 (5.289)
14
vz = —0G —.
o G 3y

Z vstavitvijo tako definiranih napetosti v ravnotezni pogoj (5.265)
se hitro izkaze, da je ta pogoj identi¢no izpolnjen in ga v nadalje-
vanju ni vec¢ treba upostevati. Kompatibilnostni pogoj (5.287) pa ob
upostevanju substitucije (5.289) preide v naslednjo obliko

ik VR A, I ali Vo.o+2=0. (5.290)
z

To je tako imenovana Poissonova diferencialna enacba enakomerne
torzije, ki hkrati predstavlja ravnotezni in kompatibilnostni pogoj in
jo reSujemo ob robnem pogoju (5.273). Tudi ta pogoj izrazimo z
napetostno funkcijo ¢ in za plas¢ .}, dobimo

Oy Oy
Oya €ny + 02z €y = 0G (& eny — 8_y em) =0. (5.291)

Robni pogoj (5.291) je ugodno izraziti v naravnih koordinatah s in
n, ki se nanasajo na medsebojno pravokotna bazna vektorja es vzdolz
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tangente in e,, vzdolz normale na mejno krivuljo €. (slika 5.11). Smerna
kosinusa normale e, in e,. izrazimo z enacbama (5.101), vstavimo v
enacbo (5.291) in ob upostevanju pravila za posredno odvajanje dobimo

dpdy  Opdz

I
— — = — =0. .292
Oy ds 0z ds - 0 (5.292)

ds

S tem smo robni pogoj (5.273) prevedli v zelo prikladno obliko, ki pove,
da mora biti napetostna funkcija ¢ vzdolz mejne krivulje pre¢nega pre-
reza konstantna. Pogoj velja tako za zunanjo mejno krivuljo kot tudi
za mejne krivulje morebitnih notranjih odprtin. Pri tem so lahko kon-
stantne vrednosti napetostne funkcije vzdolz posameznih mejnih krivulj
razlicne. Za napetostno funkcijo na zunanji mejni krivulji €, pravi-
loma privzamemo kar vrednost ¢, = 0. Kot kazeta enacbi (5.289),
sta napetosti o,y in o0, izrazeni z odvodi napetostne funkcije, zato
poljubna izbira konstantne vrednosti napetostne funkcije na eni izmed
mejnih krivulj ni¢ ne vpliva na koncne rezultate.

Pri enkrat sovisnih prec¢nih prerezih izraza Poissonova diferencialna
enacba (5.290) potrebni in zadostni pogoj za enoli¢nost pomika u,.
Pri veckrat sovisnih prerezih pa moramo izpolniti Se dodatne kompati-
bilnostne pogoje (5.288) za vsako od notranjih odprtin. Z napetostno
funkcijo ¢ jih zapiSemo takole

dp d¢ _
j{ (82 dy By dz) 24,;=0. (5.293)

ni

Izraz v okroglem oklepaju pod integralom lahko ob upostevanju enach
(5.101) se nadalje preoblikujemo

dy dop B 8_g0 8_g0
o dy By dz = (ay eny + 5, 6n2 ds . (5.294)

Parcialna odvoda, ki nastopata v gornji enacbi, sta komponenti gradi-
enta f skalarnega polja ¢(y, 2)
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Ip Ip
f=/fye,+ f.e.=gradp = o e, + 5, & (5.295)
Enacbo skalarno pomnozimo z e, in po analogiji z enac¢bami (1.63)
dobimo
Iy
f'en:fyeny"f—fzenz:fn:%- (5296)

Dodatne kompatibilnostne pogoje (5.293) za veckrat sovisne prereze
lahko sedaj zapiSsemo kot sledi

j{a—@derzAm =0 (i=1,2,...,m). (5.297)
on
%nl

Pri enkrat sovisnih prerezih dobimo napetostno funkcijo ¢ kot resitev
kompatibilnostne enacbe (5.290) ob robnem pogoju (5.292). Pri veckrat
sovisnih prerezih upostevamo Se dodatne kompatibilnostne enacbe
(5.297) in z njimi dolo¢imo vrednosti napetostne funkcije na robovih
notranjih odprtin. V obeh primerih je oc¢itno, da je funkcijska oblika
napetostne funkcije ¢ nad preé¢nim prerezom odvisna le od njegove ve-
likosti in oblike, ni¢ pa od obtezbe, nacina podpiranja in materialnih
lastnosti nosilca. Napetostna funkcija ¢ je torej geometrijska karak-
teristika precnega prereza, tako kot njegova ploscina, obseg, upogibni
vztrajnostni momenti, lega tezis¢a in podobno.

Preostane nam Se dolocitev specificnega torzijskega zasuka 6. V ta na-
men zapisimo enacbo (5.264), ki predstavlja povezavo z zunanjo obtezbo
M,., z napetostno funkcijo ¢

_ Jp =~ Oy

T

Ce vpeljemo okrajsavo

(oL} dyp
I, =— — — | dA,, 2
/(y6y+zaz)d (5.299)
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

dobimo zvezo med torzijskim momentom prereza M, in specificnim
torzijskim zasukom 6 v preprosti obliki

M, = 0GI, . (5.300)

Z uporabo zveze (5.254) lahko sedaj zapisemo osnovno deformacijsko
enacbo enakomerne torzije v naslednji obliki
0— dwg M,

= (5.301)

Glede na podobnost dobljene enacbe z enacbama (5.64) in (5.65) imenu-
jemo koli¢ino I, torzijski vztrajnostni moment precnega prereza <.
Oznaka je upravicena, saj iz enacbe (5.299) sledi, da je I, odvisen le od
velikosti in oblike prereza .<7,.. Pri prakticnem delu bi bilo vrednotenje
torzijskega vztrajnostnega momenta I, iz enacbe (5.299) zamudno, Se
posebej pri veckrat sovisnih prerezih. Pomagamo si na naslednji nacin:
v enacbi (5.299) upostevamo pravilo za odvajanje produkta in enac¢bo
zapisemo takole

I=— / [a%(w) + %(zgp)] dA, +2 / pdA, . (5.302)

Prvega od integralov na desni strani prevedemo z Greenovim izrekom
(5.94) na integral po sklenjeni krivulji €, ki ograjuje pre¢ni prerez <7,
in dobimo
I, = 7{[90 (zdy — ydz)] +2/¢dAx. (5.303)
G L

Pri (m + 1) krat sovisnem prerezu sestavimo sklenjeno mejno krivuljo
€, iz vec delov, tako da z njo zajamemo celotno obmocje precnega
prereza o7, (slika 5.27). Integrali vzdolz ravnih odsekov integracijske
poti, s katerimi pridemo z zunanje mejne krivulje na notranjo in nazaj,
se odstejejo, saj integriramo isto funkcijo enkrat v eni, drugic¢ pa v drugi
smeri. Preostane nam torej integriranje po zunanji mejni krivulji %,
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

kjer ima napetostna funkcija konstantno vrednost ¢, ter po notranjih
mejnih krivuljah %,; (i = 1,2,...,m), kjer ima napetostna funkcija
konstantne vrednosti ¢,,;

Slika 5.27

I, = gozf(zdy —ydz) + Zgamjg(zdy —ydz) +2/gpdAx.
%z =1 %nz daﬁ
(5.304)

Kakor smo ze omenili, privzamemo za napetostno funkcijo na zunanji
mejni krivulji vrednost ¢, = 0, integrale vzdolz notranjih mejnih krivulj
pa z Greenovim izrekom prevedemo na ploskovne integrale po notranjih
odprtinah. Pri tem moramo v Greenovem izreku spremeniti predznak
ploskovnega integrala, ker integriramo v sourni, torej “negativni” smeri.
Tako dobimo konc¢no formulo za racunanje torzijskega vztrajnostnega
momenta

I, = 2/ dAs +2)  oniAni. (5.305)
o, =1

Kot vidimo, je torzijski vztrajnostni moment I, enak dvojni prostornini
obmocja, ki ga doloca napetostna funkcija ¢ nad preénim prerezom .o7,.

Zaporedje racunskih postopkov pri resevanju problema enakomerne
torzije po metodi napetosti je sedaj jasno pred nami: najprej ob
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

upostevanju robnih pogojev (5.292) iz Poissonove enacbe (5.290)
dolo¢imo napetostno funkcijo ¢(y, z); pri veckrat sovisnih prerezih
moramo uporabiti $e dodatne kompatibilnostne pogoje (5.297), ki nas
pripeljejo do konstantnih vrednosti napetostne funkcije nad m notra-
njimi odprtinami ¢,; (i = 1,2,...,m). Sedaj lahko z enac¢bo (5.305)
izra¢unamo torzijski vztrajnostni moment I, z enacbo (5.301) pa tudi
specificni torzijski zasuk 6. Izra¢unamo Se parcialne odvode napetostne
funkcije ¢ po koordinatah y in z ter po vstavitvi v enacbi (5.289)
dobimo strizni napetosti 0., in o,,. Kotni deformaciji €, in e,
dolo¢imo iz konstitucijskih enach (5.244). Ce se omejimo na dvojno
simetricne prereze, pri katerih se torzijsko sredisce S ujema s teziséem
T (ys = zs = 0), lahko z enacbama (5.268) in (5.269) dolocimo par-
cialna odvoda pomika u, ter njegov popolni diferencial

_ Ouy Ouy

du, = 242 g
e =g W 5,

dz . (5.306)

Pomik u, poljubne tocke T' pre¢nega prereza <7, lahko sedaj izracunamo
v odvisnosti od pomika wu, referencne tocke Ty

Uz (T) = ux(To) + /T du,, . (5.307)

To

Integral v gornji enacbi je nedvomno neodvisen od izbire integracijske
poti med tockama Tp in T', saj smo z izpolnitvijo enacb (5.290) in (5.297)
zagotovili enolicnost pomika wu,,.

Ker poznamo specifiéni torzijski zasuk 6, lahko iz enacb (5.270) do
(5.272) brez tezav dolocimo tudi torzijski zasuk w, ter pre¢na pomika
Uy N U,

Enakomerna torzija nosilca z votlim elipti¢nim prerezom

Nosilec z elipticnim ali kroznim pre¢nim prerezom je primer, pri
katerem je mogoce poiskati analiticno resSitev Poissonove diferencialne
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

enacbe enakomerne torzije.
| a a |

\ ka ka \

Tn(ym Zn)

TZ@Z’ ZZ)

Slika 5.28

Vzemimo, da je zunanja mejna krivulja prereza elipsa €, s polosema a
in b (a > b), notranja mejna krivulja pa podobna elipsa %,, s polosema
ka in kb (0 < k < 1) (slika 5.28). Enacbi mejnih krivulj sta tako

2 2
e (G (G)
. e SN2 1 (5.308)
" (&) () =1
Za Poissonovo diferencialno ena¢bo enakomerne torzije (5.290)
Do D%
— + =5 +2=0 5.309
oy 92 T (5.309)

je ocitno, da lahko njeno splosno resitev vedno pois¢éemo v obliki poli-
noma druge stopnje. V nasem primeru jo glede na obliko precnega
prereza vzamemo v naslednji obliki

p(y,2)=C l(g)Q + (%)2 - 1} , (5.310)

93



5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

kjer je C' zaenkrat neznana konstanta. Z vstavitvijo drugih parcialnih
odvodov funkcije ¢ v enacbo (5.309) dobimo

2C 20 a2b?
S+ 42=0 — C=-——u 5.311
Z T a2 + b2 (5:311)

in resitev enacbe (5.309) je

@:_% l(%)2+ (%)2—1} . (5.312)

Hitro se lahko prepricamo, da dobljena resitev zadosca tudi robnim
pogojem. Iz enacbe (5.292) sledi, da mora biti funkcija ¢ konstantna
tako vzdolz zunanje mejne krivulje %, kakor tudi vzdolz notranje mejne
krivulje %,,. Vrednost napetostne funkcije na zunanjem robu dobimo z
zapisom enacbe (5.312) v poljubni tocki T (y., z.)

pr = —% l(%)Q + (%)2 - 1] (5.313)

in zaradi prve od ena¢b (5.308) sledi
=0, (5.314)

kar smo ze omenili kot najpreprostejSo moznost izbire vrednosti na-
petostne funkcije na zunanjem robu. Vrednost napetostne funkcije na
notranjem robu prereza dobimo tako, da v resitev (5.312) vstavimo
koordinate tocke Ty, (Y, 2n)

On = _% [(%")2 + (%")2 - 1} . (5.315)

Ob upostevanju druge od enacb (5.308) po krajsi izpeljavi dobimo
(1 - k7). (5.316)
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Napetostna funkcija v obliki (5.312) je torej prava resitev problema
enakomerne torzije pri nosilcu z votlim elipti¢nim prerezom. Primerjava
enacbe (5.312) z enacbama (5.308) tudi pove, da so izohipse napetostne
funkcije nad elipticnim prerezom prav tako elipse.

Torzijski vztrajnostni moment prereza o7, izra¢unamo z enacbo (5.305)

a’b? 1 9 1 )

a’b?

a? + b?
Geometrijske karakteristike votlega elipticnega prereza so

(1-k%) A,. (5.317)

A, = /dAx = mab (1 — k?)
daﬁ

A, = / dA, = mabk?
n , (5.318)
2 3 4
Iyy:/z dAx:Zﬂab (l—k)
e
1
2 3 4
]Zzz/y dAac:Zﬂ—a b(l—k )
Ay
in -
ma’b 4
r= s (LK) (5.319)
Specificni torzijski zasuk 6§ dolo¢imo z enacbo (5.301)
(a? +b2) M,
= 5.320
Grad3b? (1 —k*)’ ( )
strizni napetosti o, in 0,, pa z enacbama (5.289)
2M,
Opy = ——=——— 2
wab3(1 — k*)
oM (5.321)
Oxz = — 237, Y-
7adb(1 — k%) 7
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Enacbi povesta, da je strizna napetost o0, linearna glede na koordinato
z, napetost 0., pa linearna glede na y.

Slika 5.29

Slika 5.29 prikazuje potek striznih napetosti vzdolz koordinatnih osi.
Napetosti sta najvecji na robu, proti sredis¢u prereza pa se linearno
zmanjsujeta. Ce je prerez poln (brez notranje odprtine), je material
v sredini bistveno manj izkoris¢en kot na robu. Zato so pri torzijski
obtezbi najbolj ekonomic¢ni nosilci z votlim precnim prerezom in ¢im
tanjsimi stenami (enoceli¢ni ali vecceli¢ni tankostenski nosilci). Ce so
stene tanke v primerjavi s sicerSnjimi izmerami prereza, lahko zane-
marimo spreminjanje strizne napetosti po debelini stene in racunamo
kar z enakomernim torzijskim striznim tokom vzdolZz srednje crte stene
prereza. S preucevanjem opisanih nosilcev se ukvarja posebna veja kon-
strukcijske mehanike — teorija tankostenskih nosilcev.

1z konstitucijskih enacb (5.244) dolo¢imo Se kotni deformaciji £, in €,

M,
Epy = — z
Grab3(1 — k*)
M, (5.322)
Exz =

Gradb(1 — k4 -
Doloc¢imo Se izbocitev precnega prereza, ki je izrazena z vzdolznim
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pomikom wu,. Ob upostevanju enacb (5.306) in (5.307) dobimo

Yy
um(x, Y, Z) — um@> —|—/ |:2€my + 9(2 — ZS>:| =0 dy +
0

/OZ [2e,. — 0(y — ys)] dz. (5.323)

Za referencno tocko smo izbrali kar tezisce precnega prereza T'(z,0,0).
Glede na dvojno simetrijo prereza 7, vzamemo, da se tocka T ni¢ ne
pomakne v vzdolzni smeri, kar pomeni, da je u,(T) = 0. Razen tega
se tocka T ujema s torzijskim sredisCem prereza S, zato je ys = 0 in
zs = 0 in po vstavitvi zvez (5.320) in (5.322) sledi

M, (b*—a?)
x 9 9 = . 5.324
Izbocitvena ploskev, ki jo opisuje enacba (5.324), je v diferencialni ge-

ometriji znana kot hiperboli¢ni paraboloid.

Konéno si kot poseben primer oglejmo votli krozni prerez (cev). Tedaj
je a =b=rin iz enacb (5.312) do (5.322) sledi

1
=73 (r* —y* = 27) (5.325)
2
) (1-k%) (5.326)
mrd 4
M.
= — "¢ .32
Grri (1 — k%) (5-328)
— _% (5.329)
oy = mrd(1 — k4) © '
2M, (5.330)
Oxz = Y2 WY .
il — k4 Y
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M,
foy=——— 22 (5.331)
Grrd(1 — k%)
M,
Grri(l— k%) 7

Exz (5.332)
Iz enacbe (5.324) pa sledi nekoliko presenetljiva ugotovitev, da pri ena-
komerni torziji kroznega prereza ne pride do izbocitve (u, = 0).

Enakomerna torzija nosilca z ozkim pravokotnim preé¢nim pre-
rezom

V prejsnjem primeru smo ugotovili, da so izohipse napetostne funkcije
nad elipticnim precnim prerezom tudi elipse. Predstavljajmo si, da
elipti¢ni precni prerez postopoma preoblikujemo v pravokotnega, tega
pa Se naprej, tako da postane viSina prereza h veliko vec¢ja od nje-
gove §irine oziroma debeline § (slika 5.30). V tem primeru so izohipse
prakti¢no povsod razen v neposredni blizini krajSih robov vzporedne z
daljSo stranico prereza. To pomeni, da se napetostna funkcija v smeri
viSine prereza ne spreminja in v nasem primeru lahko za pretezni del
prereza vpeljemo poenostavitev

9¢ _

5. = 0. (5.333)

Prva od enac¢b (5.289) pove, da na omenjenem obmocju ni strizne
napetosti oy
0
Ouy = G a—“’ ~0. (5.334)
z
Ob poenostavitvi (5.333) preide Poissonova diferencialna enacba (5.290)
v navadno diferencialno enac¢bo drugega reda

0%y
— = -2 5.335
o (5.335)
s splosno resitvijo
p=—y+Cry+Cs. (5.336)
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Yz =

Slika 5.30

Integracijski konstanti C in C5 dolo¢imo iz pogoja, da mora biti vred-
nost napetostne funkcije na robovih y = +§/2 enaka nic

5 5 ¢1=0
g,( :_5): < :5)20 S
2 4

Resitev Poissonove diferencialne enacbe na preteznem delu ozkega pra-
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vokotnega prereza je torej

2

b
p=—y*+ I (5.338)

Torzijski vztrajnostni moment I, dolo¢imo z ena¢bo (5.305), kjer vza-
memo dA, = hdy in dobimo

6/2 52 1

—5/2
(5.339)
Specificni torzijski zasuk € je po enacbi (5.301)
3M,
= = 5.340
Gho3’ ( )
strizna napetost o,. pa po drugi od enacb (5.289)
6 M,

Napetost o, je torej linearno razporejena po debelini prereza §. Naj-
vecje vrednosti doseze na robovih (y = £§/2) (slika 5.31)

3M,

Oz (y = £0/2) =:|:h62 .

(5.342)

Za kontrolo vstavimo dobljeno napetost 0., v enacbo (5.264). Ob pred-
postavki (5.334) dobimo

MY

6M, M,
Mx:/(ygacz_za'my)dAac: e h/y2dy=7. (5.343)
oy

[V][S9)
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Oxy(0,2)
% Ozy#+ 0
Oxz(y)
Yy
Ozy=0
Oxz(y)
—
[\
NS
-
Oxz(Y)
g\ Ozy#+ 0
0y (0,2) %
z
Slika 5.31

Rezultat je ocitno protisloven,
odgovor pa je skrit ravno v vpli-
vu napetosti o4, ki smo jih v
dosedanjih izpeljavah zanemari-
li. Teh napetosti ob privzeti
poenostavitvi ne znamo dolo-
Citi, vendar je jasno, da sta
ob krajsih robovih ozkega pra-
vokotnega prereza prvi odvod
napetostne funkcije po z in s
tem tudi strizna napetost oy
razlicna od ni¢ (slika 5.31). Ka-
kor smo ugotovili ze pri elip-
titnem prerezu, so strizne na-
petosti na robovih, ki sta bolj
oddaljena od tezisca, manjse od
tistih na “daljsih” robovih in
torej praviloma niso merodajne
za dimenzioniranje. Zaradi vec-
je rocice glede na tezisce prereza
pa oCitno ravno napetosti o,
na krajsih robovih prispevajo
manjkajoco polovico torzijskega
momenta v preCnem prerezu.

Enakomerna torzija nosilca s sploSnim pravokotnim prec¢nim

prerezom

Pri nosilcu s splosnim pravokotnim prec¢nim prerezom, ki ne ustreza

predpostavki o ozkem pravokotnem prerezu, analiticne reSitve pro-

blema enakomerne torzije niso znane.

V literaturi pa najdemo raz-

licne numeric¢ne resitve, izpeljane na primer s Fourierovimi vrstami, z
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

metodo koncnih diferenc ali z metodo konc¢nih elementov. Na osno-
vi primerno natan¢nih numeri¢nih rezultatov so za prakticno rabo
pripravljene tabele koeficientov za razmeroma preprosto in hitro izvred-
notenje najpomembnejsih torzijskih koli¢in v poljubnem pravokotnem
precnem prerezu.

Preglednica 5-1
h/b n B g
1 0.423 1.603 1.000

1.5 0.588 1.443 0.859

h>b

2 0.687 1.355 0.795

2.5 0.747 1.292 0.766

3 0.789 | 1.248 | 0.753
5 4 0.843 | 1.182 | 0.745

;o hb
=173 6 0.897 | 1.115 | 0.743
3 M, 8 0.921 1.086 0.742

Tmax = Ozxz (A) = B

hb?
10 0.939 1.065 0.742

Y= T B) = max
7" = 0wy(B) =77 00 1.000 | 1.000 | 0.742

V' Preglednici 5-1 so podani koeficienti, s katerimi glede na dejansko
razmerje stranic pravokotnega prereza doloc¢imo torzijski vztrajnostni
moment [, najvecjo strizno napetost 7,,4., ki nastopa na sredini daljse
stranice pravokotnika, in pripadajoco strizno napetost 7* na sredini
krajse stranice. Pri tem sta koeficienta 7 in S korekcijska faktorja
za dolocitev torzijskega vztrajnostnega momenta in najvecje strizne
napetosti glede na vrednosti, ki bi ju dobili z uporabo formul za ozek
pravokotni prerez.
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Odprt precni prerez, sestavljen iz pravokotnih podprerezov

Pri prakticnem delu v konstrukcijski mehaniki imamo pogosto opraviti s
pre¢nimi prerezi, sestavljenimi iz pravokotnih podprerezov. Kot primer
vzemimo precni prerez, sestavljen iz treh pravokotnih podprerezov, od
katerih nobenega ne moremo obravnavati kot izrazito ozek pravokotnik
(Slika 5.32)

e
by

@
ha

Il

©
bs

Slika 5.32

Pri tem se postavi vprasanje, kako se celotni notranji torzijski mo-
ment M, porazdeli med posamezne podprereze. Odgovor poiscemo
ob upostevanju osnovne predpostavke, da se prerez pri torzijski obre-
menitvi v svoji ravnini vrti okrog vzdolzne osi nosilca kot toga Sipa. To
pomeni, da so specifi¢ni torzijski zasuki vsakega podprereza enaki torzij-
skemu zasuku prereza kot celote, torej so tudi enaki med seboj. Deleze
celotnega torzijskega momenta, ki jih prevzamejo posamezni podpre-
rezi, oznacimo z M;,(;l) , Mf) in Ma(;?’) , tako da je

M, = MM + MP + M. (5.344)

Ce vzamemo, da so vsi podprerezi iz enakega materiala s striznim mo-
dulom G, in zahtevamo, da so specifi¢ni torzijski zasuki #() , §(2) | ()
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

med seboj enaki, sledi

(1)
o _Me ) g
Gr" i *
(2)
o M o @ _gar®@
G i *
(3)
o =M g Mg e
G]g(gg) x T

Pri tem je 6 specifi¢ni torzijski zasuk prereza kot celote

M

[ —
GI,’

(5.345)

(5.346)

z Ig(gl), ng) in Ig(c?’) pa smo oznacili torzijske vztrajnostne momente
posameznih pravokotnih podprerezov. S tem iz enacbe (5.344) sledi

M, = 0G (IQSU +I 4 1§3>) .

(5.347)

Primerjava z enacbo (5.346) pove, da je torzijski vztrajnostni mo-
ment sestavljenega prereza enak vsoti torzijskih vztrajnostnih momen-

tov posameznih podprerezov
L =IM 4+ 132 4 1

Enacbe (5.345) lahko sedaj zapisemo takole

(1)
I
M = M, =
x I;,;
7@
M? = M, =
z Ia:
(3)
M® = M, I;f .

10/

(5.348)

(5.349)
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Dobljene enacbe kazejo, da se torzijski moment porazdeli po posamez-
nih podprerezih v razmerju njihovih torzijskih vztrajnostnih momen-
tov. V primeru, da bi bili podprerezi iz razlicnih materialov s striznimi
moduli G, G, G®), bi s podobnim razmislekom kot zgoraj dobili

M, =0 (szy) +GAI® 4 G<3>1§3>) (5.350)

in porazdelitev torzijskega momenta M, po podprerezih v razmerju
njihovih torzijskih togosti

1) 7(1)
MO = Gl
v a1V + 1P 4 a3 1

2
MO _ GOLY (5.351)
v eV L g1y g3
3
MB) = M, G(S)I”(‘" ) )
* a1 + 1P 4 a1

Prakticni postopek pri dolocitvi torzijskih koli¢in homogenega prereza,
prikazanega na sliki 5.32, bi torej zaceli z doloc¢itvijo razmerij med daljso
in krajso stranico za vsakega od podprerezov in odc¢itkom ustreznih
koeficientov iz preglednice 5-1

h
podprerez 1 : b—l — m, B1, M
1
ha
podprerez 2 : ™ — n2, B2, V2 (5.352)
2
h3
podprerez 3 : e — n3, B3, V3 -
3

Za razmerja h/b, ki ne sovpadejo s podatki v preglednici, lahko z za-
dostno natanc¢nostjo uporabimo linearno interpolacijo med podanimi
vrednostmi.
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

V nadaljevanju izracunamo torzijske vztrajnostne momente posameznih
podprerezov in torzijski vztrajnostni moment prereza kot celote

hab3
I;gl) =N —13 !
3

12 =g % S L=IW 4@ 4 [ (5.353)
hab3
Ia(sg) =3 %

S tem lahko z enacbama (5.346) ali (5.350) izraGunamo specifiéni tor-
zijski zasuk 6, z enacbami (5.349) ali (5.351) pa tudi deleze torzijskega
momenta, ki jih prevzamejo posamezni podprerezi. V naslednjem ko-
raku pa izracunamo Se najvecje strizne napetosti na sredini daljse stra-
nice ter ustrezne strizne napetosti na sredini krajse stranice vsakega od
podprerezov

(1)
3M.
1 T *(1 1
(2)
3My
I L
(3)
3Myz «
Tr(r::’c)m: = 53 3 — T @) = 3 Tr(rz:)c)m .

Cista torzija ravnega nosilca z zaprtim enoceli¢nim
tankostenskim pre¢nim prerezom

Razporeditev striznih napetosti pri ¢isti torziji votlega elipti¢nega pre-
reza kaze, da najvecCje napetosti nastopajo na zunanjem robu prereza,
material v notranjosti prereza pa je napetostno slabo izkoriséen. Zato je
za prenasanje torzijske obtezbe ugodno izbirati zaprte tankostenske pre-
reze, pri katerih je material nameScen ¢im bolj ob zunanjem robu pre-
reza. O tankostenskem zaprtem precnem prerezu govorimo v primeru,
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

da je stena zaprtega prereza zelo tanka v primerjavi z drugimi dimenzi-
jami prereza, na primer z njegovo visino ali Sirino. Na sliki 5.33 je
prikazan tankostenski prerez 7., ki ga doloCata zunanja in notranja
mejna krivulja €, in %,,. Votli del prereza je oznacen z <7,.

Slika 5.33

Pri poljubno oblikovanem zaprtem profilu z neenakomerno debelino
stene ¢ je ugodno namesto kartezijskih prereznih koordinat (y, z) vpe-
ljati “naravni” koordinati (7, (). Pri tem je ¢ lo¢na dolzina tako ime-
novane srednje ¢rte prereza %5, ki poteka po sredini debeline stene in
ograjuje srednjo ploskev @7;. Koordinati ( sta v vsaki tocki srednje ¢rte
prirejena medsebojno pravokotna enotska bazna vektorja e, in e, prvi
v smeri normale in drugi v smeri tangente na srednjo ¢rto. Po analogiji
z ozkim pravokotnim prerezom lahko tedaj vzamemo, da se napetostna
funkcija ¢ vzdolz srednje krivulje %, torej v odvisnosti od koordinate
¢, ne spreminja

dp

a_C =0. (5.355)
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Pripadajoci strizni napetosti 0, in 0,¢ izrazimo z napetostno funkcijo
¢ po analogiji z enacbama (5.289)
dp

Ogny = HGG—C in Opc = —0G

0
ey (5.356)
on

Poissonovo enacbo ciste torzije v koordinatah (7, () zapisemo na enak

nacin kakor v kartezijskih koordinatah (y, z).

2 2
o, 6—7;§+g%§+2:o. (5.357)
S tem seveda naredimo dolo¢eno napako, ki pa je toliko manjsa, kolikor
manjsa je ukrivljenost srednje krivulje €. V veliki vecini prakti¢nih
primerov, na primer pri valjanih ali varjenih jeklenih nosilcih, je precni
prerez sestavljen iz ozkih pravokotnikov, pri katerih je uporaba torzijske
enacbe v obliki (5.357) povsem upravicena.

Ob upostevanju poenostavitve (5.355) in prve od enacb (5.356) sledi,
da je o4,y = 0 povsod na tankostenskem prerezu, Poissonova enacba pa
preide v navadno diferencialno enac¢bo drugega reda glede na koordinato

Ui

0%
— =-2. 5.358
o (5.358)
Splosna resitev te enacbe je
p=—n"+Cin+Cy. (5.359)

Integracijski konstanti C in C5 dolo¢imo iz pogoja, da mora biti vred-
nost napetostne funkcije na zunanjem robu prereza enaka ni¢, na no-
tranjem robu pa enaka neki konstantni vrednosti ¢,

d n
o(n="5)=w ==

5 — o 52 (5.360)
90(77: 5):0 Cy = 74—2
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Resitev Poissonove diferencialne enacbe je torej

2 90 Son 52
=2 Ly 7 5.361
o= =St o+ ( )

Torzijski vztrajnostni moment I, dolo¢imo z enachbo (5.305), kjer
upostevamo, da imamo samo eno notranjo odprtino s plos¢ino A,,, ki ji
pripada konstantna vrednost napetostne funkcije ¢,

I, = 2/g0 dAy + 20 A, . (5.362)
Ay

V prvem ¢lenu vzamemo dA, = dnd( ter integriramo po ¢ vzdolz skle-
njene srednje crte €5 in po n v mejah od —6/2 do +6/2

1)
2
n o 02
Ix:Q]{/(— 2—§n+%+z)dndg+2@nAn. (5.363)
<gs

_s
2

Po izvrednotenju integrala po debelini stene sledi

1
L =3 7{53 d¢ + gon7§5d<+ 20, A, . (5.364)
Cs Cs

Integral v drugem c¢lenu predstavlja ploS¢ino materialnega dela prereza
Az

A, = ]{ sdc, (5.365)
.
zato lahko piSemo
1 Ay
I, = 3 ]{53 d¢+2 ¢, (An + 7) : (5.366)

s

Pri tankostenskem prerezu je izraz v oklepaju prakticno enak ploscini
A, srednje ploskve o7;, vrednost integrala v prvem ¢lenu pa je odvisna
od tretje potence majhne debeline stene ¢ in je zato zanemarljivo majh-
na v primerjavi z vrednostjo drugega clena
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

1
A=A, +== in 3 ]{53 d¢ < 2, A, . (5.367)
Cs

Torzijski vztrajnostni moment zaprtega enocelicnega tankostenskega
prereza lahko torej dovolj natan¢no izracunamo s preprosto formulo

I, =2, A, . (5.368)

Seveda pa moramo najprej dolociti vrednost napetostne funkcije ¢,, na
notranji konturi %,,. V ta namen uporabimo dodatni kompatibilnostni
pogoj (5.297) za prerez z eno notranjo odprtino, ki pa ga tokrat ob
upostevanju tankostenske narave nosilca zapiSemo za srednjo krivuljo
€5 in glede na koordinatno bazo (e, e¢)

S

d¢ = —2 A,. (5.369)

n=0

Poudarili smo, da je pri integriranju po krivulji & vseskozi n = 0. Z
odvajanjem enacbe (5.361) dobimo

Cs

9% _ 5 _n e IR O 5.370
an U o, 5 (5.370)
Ker je ¢, konstanta, iz enacbe (5.369) sledi
d¢ 2 A,
gon]{F =2A, — On = fd_C ) (5.371)
& 0

7 vstavitvijo v enacbo (5.368) dobimo tako imenovano 2. Bredtovo
formulo za dolocitev torzijskega vztrajnostnega momenta zaprtega eno-
celicnega tankostenskega prereza

4A
fd

C,

[V V]

I, = (5.372)

&

t Rudolf Bredt, nemski inzenir, 1842-1900.
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S tem lahko ob upostevanju enacbe (5.301) dolo¢imo specifi¢ni torzijski

zasuk 6
M, [dC
C4GA2 s
Es

(5.373)

Glavni cilj naloge pa je seveda doloc¢itev napetosti. Iz druge od enach
(5.356) in prve od enacb (5.370) sledi

M.T n
oac = T (277 %) . (5.374)

Kakor vidimo, je strizna napetost o,¢ linearna funkcija koordinate n,
ki se na obmocju stene prereza spreminja v mejah od —§/2 do +4§/2.
Najvecjo vrednost doseze na zunanjem, najmanjSo pa na notranjem

e om 90

o= (= -8) <M (22 )

Pri tankostenskem prerezu je jasno, da se robni vrednosti napetosti

robu prereza

(5.375)

le malo razlikujeta med seboj. Zato pri prakti¢cnih nalogah dosledno
racunamo kar z enakomerno povprecno vrednostjo strizne napetosti o,¢,
za katero obi¢ajno vpeljemo tudi preprostejso oznako 75 (slika 5.33)

M, pn
01,

Ts = Og¢ = Oz¢ (= 0) — Ts = (5.376)
Za torzijski vztrajnostni moment I, vstavimo izraz (5.368) in dobimo
1. Bredtovo formulo za strizno napetost v tanki steni zaprtega eno-

celicnega prereza
M,

20A,

Dobljena formula pove, da je strizna napetost v steni zaprtega prereza

(5.377)

Ts =

najvecja tam, kjer je debelina stene najmanjsa. Ce enacbo (5.377)
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pomnozimo z d, dobimo tako imenovani strizni tok gs, ki je enakomeren
vzdolz celotne srednje krivulje prereza %

M.
=07, = —— = konst. 5.378
gs =54 (5.378)
Opazimo lahko analogijo s tokom idealne tekocine po cevi spre-
menljivega prereza, pri cemer vlogo ploscine prereza prevzame debelina
stene ¢, vlogo hitrosti pa torzijska strizna napetost 7.

Cista torzija ravnega nosilca z zaprtim veccelicnim
tankostenskim pre¢nim prerezom

Podobno kot pri nosilcu z enocelicnim prec¢nim prerezom ravnamo
tudi pri doloc¢itvi mehanskega stanja nosilca z veccelicnim zaprtim
tankostenskim prerezom pri Cisti torzijski obtezbi. Oglejmo si primer
precnega prereza s tremi notranjimi odprtinami (slika 5.34 a).

Sredinske ¢rte obodne in notranjih sten tvorijo srednje krivulje €1, €52
in %,3, ki obkrozajo srednje ploskve nad posameznimi odprtinami
g1, Ay In g3 s ploséinami Agq, Ago, As3.  Konstantne vredno-
sti napetostne funkcije nad konturami notranjih odprtin oznac¢imo s
¥1, P2, £3-
Poissonovo diferencialno enacbo ciste torzije torej resujemo ob enakih
predpostavkah kot v prejsnjem primeru in dobimo tudi enako splosno
resitev

o=-n+Cin+Csy. (5.379)

Pri doloc¢anju integracijskih konstant C'; in C'; moramo tokrat uposte-
vati, da sta pri notranjih stenah obe robni vrednosti napetostne funkcije
razliéni od ni¢ (slika 5.34 b)

) _
— ) (5.380)
= é = C :7¢A+¢B+6_
90 77— 2 _()OA 2 2 4 °
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5(¢) 3 Lss

Prerez 1I-1 =+ o

Slika 5.34

Resitev Poissonove diferencialne enacbe je torej

- + &2
o= AE g PSR L (5.381)

s prvim odvodom po 7

dp YA —¢B dp ©A—¢B
i) AT s N - —r4a B .382
o N+ s — ol - (5.382)

Vrednosti napetostne funkcije nad notranjimi odprtinami @1, @3, 3
izracunamo iz dodatnih kompatibilnostnih enacb, ki jih zapisemo vzdolz
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sklenjenih srednjih ¢rt @51, €52, €s3 okrog notranjih odprtin

2 ac= 24,
<gsl ,r] T]:O

Oy

2P e =24,

o, o ¢ 2 (5.383)
<€52

921 ge = 24,

o |,—o
<€53

Nastopajoci prvi odvodi napetostne funkcije o¢itno niso gladke funkcije
vzdolz srednjih krivulj. Zato srednje krivulje razdelimo na odseke,
vzdolz katerih so integrandi gladke funkcije in krivuljne integrale po
sklenjenih krivuljah izracunamo kot vsote integralov po posameznih
odsekih. Za¢nimo s prvo od enac¢b (5.383). Na odseku od tocke 1 do
tocke 3 je o4 = ¢, = 0 in pp = 1, na odseku 32 je Y4 = @3 in
©B = @1, na odseku 21 pa je a4 = 2 in pp = ;. Ob upostevanju
enacb (5.382) se prva od enacb (5.383) glasi

3 —
/ 0= ¢ d¢+/ LA dC+/ P2 g = 2 A, (5.384)
L9 R . 0

Podobno zapisemo tudi preostali dve dodatni kompatibilnostni enacbi
in dobimo

1
0_
/ wdeJr/ 1 — ¢2d<+/ $3=92 40 9y,
. 0 5 , 0

4
0_
/ 903dc_|_/802 903d<+/901 SOSdC_ Y
3 ) ) 9 )

Ker so 1, 2, @3 konstantne vrednosti, po ureditvi in mnozenju z —1

(5.385)
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sledi
dc¢ Ldac 2 dc¢
— — — — — =2A,
901f5 902/25903/35 1
<gsl
2 4
ag ¢ a¢
—901/1 7+902]{7—803/2 F—QAsz (5.386)
<gs2
3 2
g g d¢
_ S = — =2A..
$1 A P2 A 5 + ¥3 5 3
<€33
Z vpeljavo okrajsav
a — % % a = — /1 % a — — /2 %
11 = 5 12 = . 13 = .
<g.sl
/2 g d¢ /4 d¢
a = — —_— a = —_— a — — 2
21 Y 22 5 23 .
%52
31 . 32 L0 33 5
%\93
(5.387)
ter
bl = 2A51 b2 = 2A52 bg = 2A53 (5388)
lahko sistem (5.386) zapisemo v pregledni obliki
a1 1+ a2 o2 + aiz ps = by
a21 1 + a2 P2 + a3 3 = by (5-389)

azi p1 + azz P2 + azz p3 = b3.

Tako smo dobili sistem linearnih algebrajskih enacb, iz katerega brez
tezav dolo¢imo konstantne vrednosti napetostne funkcije 1, 2 in 3.

115



5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Dobljene ugotovitve lahko posplosimo za primer tankostenskega pre-
reza z N notranjimi odprtinami. Tedaj lahko sistem kompatibilnostnih
enacb na kratko zapiSemo z enacbo

N
S ayei=b  (,j=12...,N) (5.390)
j=1

ali v matri¢ni obliki

Koeficienti a;; in desne strani b; so podani z izrazi

v — 49
11 T 6
Cgsi
o ag .
(Z%‘D... aij:—/F:aﬂ (17]:1,27”.’]\[) (5.392)
lij
b; =2A,.

Pri tem smo z [;; oznagili skupni odsek srednjih krivulj €5; in €, torej
dolzino skupne stene med celicama ¢ in j.

Z vstavitvijo resitve za napetostno funkcijo (5.381) in izra¢unanih
vrednosti napetostne funkcije nad notranjimi odprtinami ¢; v splosno
enacbo za torzijski vztrajnostni moment (5.305) bi na podoben nacin
kakor pri enocelicnem prerezu dobili

N
1 3 3
I =3 ]{5 dC+Z/5 d¢ +2;%Asi. (5.393)
li =

<€5z

Prvi integral v okroglem oklepaju izvrednotimo vzdolz sklenjene srednje
krivulje €5, obodne stene. S tem prvi ¢len v enacbi (5.393) predstavlja
prispevek obodne in notranjih sten kot odprtih ozkih profilov k tor-
zijskemu vztrajnostnemu momentu prereza. Vendar lahko z enakim
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

razmislekom kakor sicer pri tankostenskih zaprtih prerezih prvi ¢len v
izrazu za [, zanemarimo v primerjavi z drugim in v prakti¢nih nalogah
racunamo s poenostavljeno formulo

N
I =2) ¢iA. (5.394)
=1

Konéno dolo¢imo §e strizne napetosti. Iz druge od enacb (5.356) in
prve od enach (5.382) sledi

M _
Oor = =2 <2n - %) . (5.395)
V prakticnih nalogah je pri tankostenskih zaprtih prerezih umestno
racunati kar s povprec¢no vrednostjo strizne napetosti 7

_ M,
Ts = Oz¢ = O5¢ (1 =10) — Ty = 5T (pp —@a) . (5.396)

Za dimenzioniranje oziroma kontrolo torzijske nosilnosti prereza je pra-
viloma merodajna najvecja vrednost strizne napetosti 7. Da bi ugo-
tovili, koliksna je ta napetost in kje nastopa, moramo vzdolz vseh sred-
njih krivulj izvrednotiti razmerje med razliko napetostnih funkcij na
robovih ¢ — ¢ 4 in debelino stene 4.

Izbocitvena funkcija

Kakor smo opazili pri dosedanjih analizah vpliva torzijske obtezbe na
linijski nosilec, igra pomembno vlogo vzdolzni pomik u, (y, z) poljubne
tocke precnega prereza. Ta pomik kot funkcija prereznih koordinat
y in z dejansko opisuje izbocitev precnega prereza, ki se po privzetih
predpostavkah v svoji ravnini sicer obnasa kot toga Sipa. Pricakujemo
lahko, da bo intenzivnost izboc¢itve sorazmerna torzijski obtezbi nosilca.
Ta obtezba je pri enakomerni torziji podana kar s torzijskim momentom
M,, ki je z mehanskim stanjem nosilca povezan z enacbo (5.301). Zato
je smiselno, da funkcijo u,(y, z) zapisemo s produktnim nastavkom

ug(y,2) =0 &(y,2) = (];4]2 D(y, z) . (5.397)
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Vpeljali smo tako imenovano izbocitveno funkcijo ®(y,z), ki o¢itno
opisuje obliko izbocitve wu,, medtem ko je amplituda oziroma inten-
zivnost izbocitve zajeta v specificnem torzijskem zasuku 6. Izbocitvena
funkcija @ je torej neodvisna od obtezbe in materialnih lastnosti nosilca
in je, podobno kot napetostna funcija ¢, zgolj geometrijska karakte-
ristika precnega prereza. To pomeni, da jo lahko za izbrani prerez
dolo¢imo vnaprej. V ta namen najprej poglejmo, kako je izbocitvena
funkcija @ povezana z napetostno funkcijo . Za izhodis¢e vzamemo
enacbi (5.268) in (5.269), ki izbocitev u, povezujeta z deformacijama
Egy 1N €4, ter s specifitnim torzijskim zasukom 6. Vzemimo Se, da
smo v prvem koraku torzijske analize nosilca iz Poissonove diferencialne
enacbe dolo¢ili napetostno funkcijo ¢(y, z). Ob upostevanju konstitu-
cijskih enac¢b (5.244) in substitucije (5.289) sledi

- 1 0

=98 = 305,
(5.398)

2@ 2 Oy’

Z upostevanjem razcepa (5.397) in zvez (5.398) v enacbah (5.268) in
(5.269) dobimo

Ou, o (oL}

ay zga—y: 9@4—0(2:—2:3)

(5.399)
dus 00 _ o g
0z 0z Oy y—ys)

Od tod po krajsanju s 6 sledita zvezi med prvimi parcialnimi odvodi
izbocitvene in napetostne funkcije

toX' (o1
- 02 + (2 — 29)

(5.400)
o Oy

E:—a—y—(y—ys)-
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

S tem lahko zapiSemo popolni diferencial d® izbocitvene funkcije

09 oo . [ 0p e
dé_aydy+62dz_{62+(z Zs)]dy [6y+(y ys)}dz-

(5.401)

Izbocitveno funkcijo v poljubni tocki T'(y, z) precnega prereza o7, sedaj
dolo¢imo na znani nacin: za izhodiS¢e izberemo poljubno referencno
tocko Ty (yo, 20), vrednost izbocitvene funkcije v tej tocki ozna¢imo s
Py = P(1)), upostevamo enacbo (5.401) in po ureditvi dobimo

T

To
T /9y 90 T
@04’/TO (@dy_a—yd,?:)—f-/jb [(Z_ZS)dy—(y—ys)dz] )

(5.402)

Integral v drugem c¢lenu na desni strani gornje enacbe predstavlja
prispevek napetostne funkcije ¢ k izboc¢itveni funkciji, zato ga oznac¢imo

S (ﬁ(p
T
O O
o, = “Tdy — =£d 4
@QL(w@’aya (5.408)

in ga lahko za vsako izbrano tocko T' izracunamo vnaprej. Za izvred-
notenje integrala v tretjem clenu pa uporabimo majhno ukano in mu
pristejemo dva integrala z enakim integrandom, vendar izvrednotena
vzdolz dveh ravnih odsekov T'S in STy (slika 5.35)

T

@Gv:¢o+¢¢+/'Kz—z@@r—@—ywd4+

To

S
/ (2 — 25)dy — (y — ys)dz] +

S

To
/ (2 = 25)dy — (y—ys)dz] . (5.404)

9]
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Za oba dodana integrala zlahka dokazemo, da je njuna vrednost na
omenjenih odsekih enaka ni¢ T, zato v enacbi (5.402) nismo nic¢esar spre-
menili.

Slika 5.35

Vendar sedaj vsota treh integralov predstavlja integral po sklenjeni in-
tegracijski poti %, ki omejuje sektor Ag znotraj prec¢nega prereza o7,

O(T)= Do+ P, + 7{ [(z— z9)dy — (y — ys)dz] . (5.405)
Co
Krivuljni integral na desni strani gornje enacbe z Greenovim izrekom
prevedemo na ploskovni integral po sektorju @7

B(T) = Go+ B, + / (—1-1) dA, | (5.406)
Ay
ploscino sektorja @7 oznac¢imo z Ag in dobimo konéni izraz za vrednost

izbocitvene funkcije v tocki T’

@(T) = ¢y + ¢<P —2As . (5407)

t Dokaz je prikazan v zgledu 5.19
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Ploscina Ag, je v literaturi pogosto omenjena kot sektorska koordinata.
Opozoriti moramo, da je sektorska koordinata Ag pozitivna, ¢e privzeta
integracijska pot Tp — T — S — T obkrozi ploskev &/ v protiurni
smeri, v nasprotnem primeru pa je negativna.

Da bi lahko dolocili vrednost izboc¢itvene funkcije @ v poljubni tocki pre-
reza <7,, moramo torej poznati koordinati yg in zg torzijskega sredisca
prereza ter vrednost izbocitvene funkcije @y v izbrani referenc¢ni tocki
Ty. V tej knjigi se omejimo na dolocanje izbocitve odprtih tankostenskih
profilov, ki so pogosti konstrukcijski elementi jeklenih in prednapetih
betonskih konstrukcij.

Izbocitev odprtih tankostenskih profilov

V razdelku o ozkem pravokotnem prerezu smo izpeljali formule, s ka-
terimi kljub vpeljanim poenostavitvam razmeroma natanc¢no dolo¢imo
napetosti in specificni torzijski zasuk pri cCisti torzijski obremenitvi
nosilca z ozkim pravokotnim pre¢nim prerezom.

Slika 5.36

Kakor smo to naredili Ze pri zaprtih tankostenskih prerezih, uporabimo
podobne enacbe tudi v primeru, da gre za ukrivljen odprt tankostenski
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

profil s spremenljivo debelino § (slika 5.36 a). Vpeljane poenostavitve
so tem bolj upravicene, ¢im manjSa je ukrivljenost profila v ravnini
(y, z) in ¢im vecja je razvita “dolzina” profila h v primerjavi z najvecjo

debelino §.

Tudi v obravnavanem primeru se dosledno sklicujemo na srednjo
krivuljo profila % in na naravni koordinatni sistem z bazo (e, e¢). Po
analogiji z ozkim pravokotnim prerezom vzamemo, da je napetostna
funkcija ¢ vzdolz lo¢ne koordinate ¢ konstantna, zato velja

dp
8_C ~0 — Oun 0. (5408)
Poissonova enacba cCiste torzije postane s tem navadna diferencialna
enacba )
d”p
— =2 5.409
e (5.409)
7 reSitvijo
62
p=-n"+ T (5.410)
in s prvim odvodom po 7
0 0
EAQNE O —-— (5.411)
on o |,—o

Podobno kot pri ozkem pravokotniku dolo¢imo tudi torzijski vztrajnost-
ni moment [, in specifiéni torzijski zasuk 6, pri ¢emer upostevamo, da
se debelina profila § v splosnem lahko spreminja vzdolz srednje krivulje

1 [P
I, =~ / §3d¢ (5.412)
3 Jo
M.
f=——. 5.413
aL (5.413)
Strizno napetost o, dolo¢imo z enacbo
2M,,
Oa¢ = ——1]- (5.414)
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

V najpogostejsem primeru, ko je debelina § konstantna po celotnem
profilu nosilca, dolo¢imo torzijski vztrajnostni moment I, specificni
torzijski zasuk 0 in potek strizne napetosti o, analogno z enacbami
(5.339) do (5.342), ki smo jih izpeljali za ozek pravokotni prerez.

Koné¢no dolo¢imo Se izbocitveno funkcijo odprtega tankostenskega pro-
fila. Za referen¢no tocko izberemo poljubno tocko T na srednji krivulji,
integracijsko pot do poljubne tocke T'(n, ¢) pa sestavimo iz dveh odsekov
ToQ in QT (slika 5.36 b). Izbotitveno funkcijo @ dolo¢imo z enaébo
(5.407), v kateri najprej izvrednotimo delez @,. Enacbo (5.403) zapise-
mo v koordinatni bazi (e, e;) in upoStevamo izbrano integracijsko pot
o —Q —T

(9 [0y D e D

Glede na privzete poenostavitve so vsi odvodi napetostne funkcije ¢ po
¢ enaki ni¢. Razen tega na odseku Tp(Q) velja

= dp  Odp

=0, (5.416)
n=0

na odseku QT pa je d( = 0. Iz enacbe (5.415) s tem sledi, da je pri
tankostenskem profilu delez @, = 0 in enacba (5.407) preide v Se krajso
obliko

¢ =Py —2As. (5.417)

Sektorska koordinata Ag je naceloma enaka vsoti plos¢in lika z oglisci
SToQ@ in trikotnika SQT (slika 5.36 b). Vendar je pri tankostenskem
profilu prispevek trikotnika SQT zanemarljivo majhen, zato kot sek-
torsko koordinato dosledno vzamemo kar ploscino lika, ki ga dolocajo
torzijsko sredisce S, referencna tocka Tj in tocka Q na srednji krivulji
profila.
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Koordinati torzijskega sredisca.
Referencna vrednost izbocitvene funkcije.

V dosedanji analizi torzijskega obnaSanja linijskega nosilca smo se
veckrat srecali s pojmi torzijskega sredisca, referencne tocke in refe-
rencne vrednosti izbocitvene funkcije. Pri dvojno simetri¢nih prerezih
je jasno, da se torzijsko srediSce kar ujema s teziS¢em prereza. Prav
tako je pri dvojno simetricnih prerezih edino smiselno za referencéno
tocko izbrati tezisce prereza, saj mora biti zaradi zakonov simetrije
izbocitev tezis¢a enaka ni¢ (spomnimo se na primer nosilca z elipti¢nim
pre¢nim prerezom). Ce je le ena od osi y ali z tudi simetrijska os
prereza, je umestno pricakovati, da bo torzijsko srediSce lezalo na tej
osi, njegovo lego pa moramo Sele doloc¢iti. Prav tako moramo lego
torzijskega sredisca dolociti tudi pri vseh nesimetri¢nih prerezih, kar je
razmeroma tezka naloga. V literaturi lahko zasledimo razli¢ne izpeljave
enacb za dolocitev koordinat torzijskega sredisca in referen¢ne vrednosti
izbocitvene funkcije. V tej knjigi izberemo razmeroma preprosto pot, na
kateri pa se moramo na kratko podati na podrocje neenakomerne torzije
ravnega linijskega nosilca. Problem neenakomerne torzije sicer presega
predvideni okvir tega ucbenika, zato se seznanimo zgolj z nujnimi os-
novami, ki omogocajo dolocitev lege torzijskega sredisca in referencne
vrednosti izbocitvene funkcije.

Slika 5.37

Za izhodisce vzamemo osnovni primer neenakomerne torzije, pri kate-
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

deluje tudi porazdeljena torzijska obtezba M, (x) (slika 5.37). V tem
primeru iz enacbe (5.33) sledi

dM,

dx

torej notranji torzijski moment M, ni ve¢ enakomeren vzdolz nosilca.

=M, =  M,=M,(z), (5.418)

Specificni torzijski zasuk
_ dw,

0 = 41
o (5.419)

povezemo z neenakomernim torzijskim momentom M, () na enak nacin

kakor pri enakomerni torziji; zato specifi¢ni torzijski zasuk 6 ni ve¢ kon-
stanta, temvec se spreminja vzdolz nosilca v odvisnosti od torzijskega

momenta M, (2)
«(T
O(x) = . 5.420
@ =g (5.420
ODb upostevanju enacb (5.418) in (5.419) dolo¢imo torzijski zasuk w, z
enacbo
x 1 x
wm:w2+/ 0(¢) dé = w? + a7 / M, (€) dé€. (5.421)
zo T Jxo

Enac¢ba (5.397) tudi pove, da izbo¢itev u, ni ve¢ enakomerna vzdolz
nosilca
Uy = 0(x)P(y, 2) = ug(x,y, 2) . (5.422)

Bistvena razlika glede na primer enakomerne torzije je ravno v tem,
da se pri neenakomerni torzijski obremenitvi precni prerezi nosilca ne
izboéijo vsi enako. Ce si zamislimo dva sosedna pre¢na prereza, ki se
izbocita vsak po svoje, je jasno, da se med njima pojavi interakcijska
specificna povrsinska obtezba. Ker gre za prereze z normalo e,, je ta
obtezba dolocena kar z vzdolzno normalno napetostjo 0., ki je bila pri
enakomerni torziji enaka ni¢. Kakor vemo iz splosne teorije linijskega
nosilca, je napetost o,, s Hookovim zakonom povezana z vzdolzno de-
formacijo €,,. To dolo¢imo ob upostevanju enacb (5.397) in (5.419) ter
prve od kinemati¢nih enacb (4.4)

= Qe B0 gL

Ox dx dz?

(5.423)
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Vzdolzna normalna napetost je tako

O i (5.424)
dz?
Glede na to, da na obravnavani linijski nosilec deluje le torzijska
obtezba, je jasno, da v njem ni niti osne sile niti upogibnih momentov.
Pogoje, ki jih mora v tem smislu izpolnjevati napetost o,, zapiSemo v
skladu z enac¢bami (5.29)

2
N, = /amdAx: Edwx/fﬁdszo

dz?
Ay A
A d?w, A
Ay Ao

d?w,
MZ:—/medAx:—E © /yfﬁdAm:O.
T
oy A

Modul elastiénosti E in drugi odvod torzijskega zasuka sta v naSem
primeru razlicna od ni¢, zato so enacbe (5.425) izpolnjene le tedaj, ko

velja
AP = / ®dA, =0 (5.426)
'Q{z
Sy = /245 dA, =0 (5.427)
'Q{z
SP = /y@dAm =0. (5.428)
A

Pri tem smo za integrale izbocitvene funkcije in njenih stati¢nih momen-
tov po pre¢nem prerezu A, vpeljali okrajsave A2, S;I) in S?. Dobljene
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enacbe morajo seveda veljati tudi v primeru enakomerne torzije, vendar
so tam identi¢no izpolnjene in si z njimi ne moremo pomagati.

Sedaj se lahko lotimo zastavljene naloge: doloc¢iti moramo koordi-
nati torzijskega sredisca in referencno vrednost izbocitvene funkcije.
Izbocitveno funkcijo smo zapisali z enacbo (5.407)

P =9y + D, — 240, (5.429)
kjer je
T
Oy dp
o, = Sody — =~ 4

© /To (32 dy 2y dz) (5.430)

in .
—244 = / [(z — 2s)dy — (y — ys) d2] . (5.431)

To

Slika 5.38

Ker torzijskega sredisca S zaenkrat ne poznamo, izberemo poljubno
pomozno tocko P(yp,zp) v pre¢nem prerezu (slika 5.38 a) in dolo¢imo
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izbocitveno funkcijo @p tako, kakor da bi bila tocka P pravo torzijsko
sredisce
Pp = & + &, — 2AL (5.432)

7, oznako ®p smo poudarili, da to ni prava, temvec¢ zgolj pomozna
vrednost izbo¢itvene funkcije. Zato za adicijski ¢len @f brez posledic
izberemo vrednost ni¢ (@ = 0). Pri tem spet velja, da je sektorska
koordinata AL pozitivna, ¢e izbrana integracijska pot s obkrozi sek-
tor &/ v protiurni smeri. Prispevek 9, je, kakor pove enacba (5.430),
neodvisen od izbire pomozne tocke P in ob upoStevanju enacb (5.429)
in (5.431) dobimo

Pp = D, + / [(z—zp)dy — (y —yp)dz] . (5.433)

To
Vrnimo se k enacbi (5.429) in jo zapisimo ob upostevanju zveze (5.431)

P =dy+ P, + / [(z—z25)dy — (y — ys) dz] . (5.434)

To

V okroglih oklepajih, ki nastopata v integralu na desni strani gornje
enacbe, odstejemo in pristejemo znane koordinate yp in zp izbrane
pomozne tocke P. S tem ostane enacba (5.434) nespremenjena in po
ureditvi dobimo

T

P = &y + ¢¢+/T [(z = zp)dy — (y — yp) dz] +
/T [(zp — z5)dy — (yp — ys) dz] . (5.435)

Primerjava z enacbo (5.433) pove, da vsota drugega in tretjega ¢lena na
desni predstavlja ravno pomozno vrednost izboc¢itvene funkcije @p, ki
jo znamo dolo¢iti, saj smo koordinati yp in zp izbrali sami. V integralu
v Cetrtem cClenu pa sedaj nastopajo le fiksne vrednosti koordinat tock
S in P. Okrogla oklepaja v tem integralu sta zato konstanti in velja
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T
/ [(zp — 25) dy — (yp — ys) dz] =

To
[ Gr—zs)ai— [ r—ys)dz=

Yo Z0

(zp — 2s)(y —yo) — (yp —ys)(z — 20) . (5.436)

Enacbo (5.434) lahko sedaj zapisemo takole

® = Op+(2p—25)y—(yp—ys) z+[Po — (2p — z5) Yo + (Yyp — Ys) 20] -
(5.437)

Dobljena enacba kaze, da se dejanska vrednost izboc¢itvene funkcije @
za linearni del razlikuje od pomozne vrednosti @p, ki smo jo dolocili
glede na poljubno izbrano pomozno tocko P. Z oznakami

A= Zp — Z8
—B=yp—ys (5.438)
C=®y—(2p — 25) Yo + (yp — ¥s) 20

zapiSemo izraz za izbocitveno funkcijo @ v preprosti obliki

¢=dp+Ay+Bz+C. (5.439)

Vrnimo se k pogojem (5.426) do (5.428), ki jim mora v obravnavanem
primeru zadoScati izbocitvena funkcija @. Izraz (5.439) vstavimo v
prvega od omenjenih pogojev in dobimo

/(¢p+Ay+Bz+C) dA, =

dm
/@pdAm—kA/ydAx—|—B/szm+C/dAm:O. (5.440)
Ay oy Ay Ay

Z vstavitvijo izraza (5.439) v pogoja (5.427) in (5.428) na podoben
nacin sledi
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/zfﬁpdAx—l—A/yszx—l—B/ZQdAx—I—C’/szm:O (5.441)
A A oty oy

/yfﬁpdAx+A/y2dAm+B/yszm+C/ydAx:O. (5.442)
oy oy Ay Ay

V integralih v drugem, tretjem in ¢etrtem ¢lenu pogojnih enacb (5.440)
do (5.442) prepoznamo geometrijske karakteristike preénega prereza
.. Ker sta osi y in z teziséni in glavni vztrajnostni osi prereza, je
Sy =5, = 1I,, = 0. Razen tega vpeljemo nove oznake

SE = / Pp dA,
A

$L:/Z@WAE (5.443)
L

H;:i/yépdAx.
dm

V literaturi s podroc¢ja neenakomerne torzije tankostenskih nosilcev je
za koli¢ino SL uveljavljen izraz deplanacijski (izbo¢itveni) statiéni mo-
ment, koli¢ini Igy in I} pa sta znani kot deplanacijska vztrajnostna
momenta prereza <7, glede na osi y in z.

ODb upostevanju vsega navedenega iz pogoja (5.440) sledi

Sy
C=———=" 5.444
> (5.444)
in podobno iz preostalih dveh pogojnih enacbh
IS 1P
B=-->Y i A=-"22 5.445
1, in T ( )
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5.5 Enakomerna torzija ravnega linijskega nosilca

Dobljene izraze za konstante A, B in C vstavimo v enacbe (5.438)
in po krajSem urejanju doloc¢imo iskane koli¢ine: koordinati torzij-
skega sredis¢a S in referencno vrednost izbocitvene funkcije @y v tocki
To(yo, 20)

Igy
Yys = Yp — Z
IP
29 = zp+ }1” (5.446)
sr P V£
oy = 2 %z, 2V,
0 A, I, Yo Iy 20

V tem ucbeniku se pri dolo¢anju koordinat torzijskega sredisca in refe-
ren¢ne vrednosti izbocitvene funkcije omejimo na odprte tankostenske
prereze. Pri takih profilih je izvrednotenje tako pomozne izbocitvene
funkcije @p kakor tudi dejanske izbocitvene funkcije @ razmeroma pre-
prosto. Ob upostevanju enacbe (5.417) in komentarja k tej enacbi, je
pomozna izbocitvena funkcija kar enaka negativni dvakratni ploscini
lika, ki ga dolocajo tocke P, Ty in poljubna tocka T', za katero zelimo
dolociti izbocitev (slika 5.38 b)

dp = —2 AL (5.447)

kjer smo seveda vzeli @ = 0. Dejanski potek izbocitvene funkcije @
po tankostenskem profilu sedaj najhitreje dolo¢imo z enacébo (5.439)

¢ =dp — —

— 2y — . 44
A T Yy 1, z (5.448)

Dodajmo Se nekaj pojasnil o legi torzijskega sredisca pri odprtih

tudi simetrijski osi prereza, je tezisce T obenem torzijsko sredisce S.

Ce je profil sestavljen iz ozkih pravokotnikov, katerih srednje ¢rte se
stikajo v isti tocki, je torzijsko sredisce kar ta skupna tocka (slika 5.39).
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o|tn

Slika 5.39
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

5.6 Raven linijski nosilec - Zgledi

Zgled 5.1

Dolo¢i vztrajnostne momente pravokotnega pre¢nega prereza glede na osi
y in z (slika Z-5.1)

dy

—

>

S~y

Slika Z-5.1

[\

Ko smo v razdelku 5.3 govorili o upogibu linijskega nosilca, smo vztraj-

7 enaCbami
]yy:/z2dAx, ]Zzz/gfdAm, Iyz:—/yszm.
Ay Ay, Ay

Zacnimo z upogibnim vztrajnostnim momentom glede na os y. Pri
pravokotnem prerezu je dA, = bdz, zato velja

h
2’3 2 bh3

[N

>

[N

Podobno dobimo upogibni vztrajnostni moment glede na os z
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

b
372 3
IL.=h } b h

2 Yy
dy=h|L L.=2"
v {3 ” 12

\Mlv

)
2

SISy

Dolo¢imo Se deviacijski vztrajnostni moment I, = I,

2 2 21%
Iyzz—b/y[/zdz]dy:—b/y{%} dy ——  I,.=0.
_h

IS
By
IS

|
o
SIEy

Deviacijski vztrajnostni moment je po pricakovanju enak nic¢, saj ima
precni prerez kar dve simetrijski osi (y in z).

Nasploh je pri mehanski analizi linijskih nosilcev ugodno izbrati koor-
dinatni sistem tako, da sta osi y in z teziS¢ni in glavni vztrajnostni osi
precnega prereza 7,. Tedaj je S, =S, = 0in I,, = 0, s tem pa se
obcutno poenostavijo tako upogibne kakor tudi torzijske enacbe nosilca.

Zgled 5.2

Pravokoten pre¢ni prerez nosilca je glede na izbrani kartezijski koordinatni

sistem z bazo (ey,e.) zasukan za kot «, kakor kaZe slika Z-5.2. Doloi

ViV

Slika Z-5.2
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Ce vztrajnostne momente ravninskega lika glede na kartezijsko bazo
(ey,e) dolo¢imo tako, kakor smo to naredili v razdelku 5.3

Iyy:/zszx, Izz:/y2dAx, Iyz:Izy:_/yszm7

Aoy Aoy Ay

lahko dokazemo, da so Iy, I., in I, komponente kartezijskega vztraj-
nostnega tenzorja drugega reda v ravnini (y, z) T. Po analogiji z ravnin-
skim napetostnim ali ravninskim deformacijskim stanjem jih uredimo

| = Iyy Iyz
=7 ]

V neki drugi kartezijski bazi (e,,e¢), ki je glede na bazo (e,,ey)

v kvadratno matriko

dolocena s transformacijsko matriko [e,;], ima isti vztrajnostni tenzor
komponente I,z

_ |y Enz _ | I Ing }
eqil = — I.g| = ,
o] l%y GCJ Hos) {1@ Iec
kjer seveda spet velja simetrija I., = I,,. Komponente I,5 dolo¢imo s
transformacijsko enac¢bo (1.163)

lap = szw’emeﬁj (i,j =9,2 o, B=1,(),
i g

zaradi znanih lastnosti transformacijske matrike pa velja tudi obratna
transformacija

]ijzzzlaﬁeiaejﬁ (27]:y727 0576:7]7C)'
a B

Tako dobimo
2 2
Iy, = Ly €yn T Iec €yc + 2L¢ eyneyc
L. = Iyl + Icc €2 + 2L ¢ ezpexc

t Dokaz lahko najdemo v klasi¢nih u¢benikih analiticne mehanike, v pricujocem delu

pa se mu zaradi zamudnosti odpovemo.
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Iy, = Ly = Ly eynezn + Iec eycesc + Ine (eynezc + eycey) -

V nasem primeru lahko elemente transformacijske matrike izrazimo v
odvisnosti od kota «

lesa] = €yn €yc| |cosa —sina
v €rn Exc sinaw  cosa

in sledi
Iy, = I, cos® a + Iee sin® o — 21,)¢ sinacos a
I, =1, sin? o + Iee cos® o + 21, sinacos a
I,. = I, sinacosa — I¢¢ sinacosa + Iy (0082 o — sina) .
Ob upostevanju znanih trigonometri¢nih zvez lahko dobljene izraze

zapiSemo podobno kot smo v poglavju o ravninskem napetostnem
stanju zapisali napetosti v poljubni poSevni ravnini

1 1 .
Iy, = 2 Loy + Lec) + 2 (L — I¢¢) cos 2a — Iy sin 2a

1 1
I,,= 2 (I + Iec) — 2 (Lyy — I¢¢) cos2a+ Iy sin 2a

1 :
I, = 5 (Iyy — I¢¢) sin2a + Iy cos 2a.

V obravnavanem primeru sta osi 7 in ¢ teziS¢ni in glavni vztrajnostni
osi prikazanega pravokotnega prereza, zato je
b3h bh3 .
Inn = 45 =715 I In=0

I,, = T2 (b2 cos’a + h? sinza)
T % (b2 sina + h2 cosza)

_ @ 2 72\ _ @ 2 72\
Iyz—12 (b h)smacosa—24 (b h)sm2a.
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Na koncu Se poudarimo, da tenzorska narava komponent matrike vztraj-
nostnih momentov I;; tudi sicer omogoca vpeljavo in uporabo vseh
operacij, ki smo jih spoznali v razdelkih o ravninskem napetostnem
in ravninskem deformacijskem stanju. To je Se posebej pomembno
pri dolocitvi glavnih vztrajnostnih momentov in pripadajoc¢ih glavnih
vztrajnostnih osi.

Zgled 5.3

Za prikazani trikotni pre¢ni prerez nosilca (slika Z-5.3 a) doloti vztraj-
nostne momente glede na tezis¢ni osi y in z, lego glavnih vztrajnostnih
osi ter glavna vztrajnostna momenta! lzvrednoti navedene geometrijske
karakteristike prereza za primer, da je b=4dm in h = 6dm!

(a) DR
Yy
2h
3
Ay
h
oy - L
3
bz
\ b
\
Slika Z-5.3

Lega tezisca T je pri pravokotnem trikotniku nedvoumno doloc¢ena na
tretjini osnovnice oziroma visine. Za dolocitev vztrajnostnega momenta
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

I, je najugodneje, ¢e vzamemo dA, = b*dz (slika Z-5.3 b) in spre-
menljivo “Sirino” b* dolo¢imo s pravilom podobnih trikotnikov

b
(e 2h) .
b 3h(3z+ h)

Tedaj je
b
Iyy :/Z2dAm = 3_h

. -

(32 +2h) 2% dz

\wlr

in po krajsi izpeljavi dobimo

:%:é}ﬂ
Y36 18
bh

kjer smo upostevali, da je A, = 5

Vztrajnostni moment I, dolo¢imo na podoben nagcin, le da tokrat vza-
memo dA, = h*dy

5
h
L= [ad, =g [ o302 dy
oy b
3
in po integriranju dobimo
3 A
I.= Oh_Aspn
36 18

Deviacijski vztrajnostni moment I,, najlaze doloc¢imo tako, da vza-
memo dA, = dydz in vpeljemo robno vrednost y, koordinate y vzdolz
posevne stranice trikotnika kot funkcijo koordinate z (slika Z-5.3 b)

b
Yr = 3—h(32+h).
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Tedaj velja

L I (3z+h)
Iyzz—/yszx:—/z ydydz.
Ay _2h _b
3 3
Najprej opravimo integriranje po y
h
b2 9
I, = BTYE /(92 +6hz) zdz,
_2h
3
nato pa Se po z in dobimo
b2h? A?
I,=——F—=-—-2.
72 18

Glavna vztrajnostna momenta I1; in Iy dolo¢imo po vzorcu enacbe

(1.314)

1 1
]11,22 = i(lyy + Izz) * \/Z(Iyy - Izz)2 + ]?32 :

Vstavimo dobljene izraze za vztrajnostne momente

1A, 1 A2 A2
Ii1,20 = 518 (b2 —|—h2) + \/Z@ (h? — b2) + =

in po ureditvi dobimo

Ay
I = 55 (07 +2) £ V/bh = 2h2 — i
Lega glavnih vztrajnostnih osi je doloc¢ena s kotom «ay, ki ga dobimo z
resitvijo enacbe

21, bh 24,

2 = — = — = — .
e P oy R gy
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Konc¢no Se izvrednotimo dobljene izraze za geometrijske karakteristike
obravnavanega pravokotnega trikotnika pri podanih velikostih katet

12
Iy,= —-6=24dm’
AT m
4.6 12 32
A, = — =12dm? I,= — -42=""dm*
2 dm 18 3 ¢
122
I,,=—— =—8dm?*.
y T & dm

Glavna vektorja e; in eq, ki dolo¢ata smeri glavnih vztrajnostnih osi
(slika Z-5.3 ¢), dolo¢imo v skladu z ena¢bama (1.313)

212
tg 20{] = —m =—-1.2 — oy = —25.097° .
sinay = —0.424 e; = 0.906e, —0.424 e,
_>
cosay = 0.906 e; =0.424e,+0.906e, .

Slika Z-5.3 ¢

Glavna vztrajnostna momenta sta

I, = 27.747 dm*

12
Ii1,20 = — [(42 +62) + \/44 —42.62 — 64]
. Iy = 6.920 dm®.
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Koné¢no naredimo Se kontrolo in izra¢unajmo vztrajnostne momente v
glavni bazi (eq, e2) s transformacijsko formulo (1.164)

ap] = lead][Lislless] (1,5 =y,2; a,f=1,2)/,.
V nasem primeru dobimo

15] = 0.906 —-0.424| |24 -8 0.906 0.424
APET10.424 0 0906 | | —8 32/3| | —0.424 0.906

27.747 0
Hap] = [ 0 6.920} '

Dobili smo torej pravilen rezultat.

Zgled 5.4

Doloti vztrajnostne momente poljubnega ravninskega lika 7, glede na osi
Y in Z (slika Z-5.4).

s

Y 0

Slika Z-5.4
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Vztrajnostne momente ravninskega lika <7, glede na kartezijski osi Y

izhodisce 0 glede na tezisce T' zamaknjeno za Yr oziroma Zr, doloimo
z upostevanjem splosnih definicij. Za vztrajnostni moment glede na os
Y tako dobimo

Iyy = / Z?dA, .
Ay

Ker je Z = 2z + Z7p, sledi

Iyy :/(z+ZT)2 dA, :/z2dAm+QZT/szx+Z%/dAm.
A > A, A

Integral v drugem c¢lenu predstavlja staticni moment S, lika 27, glede
na tezis¢no os y in je zato enak ni¢ (S, = 0). Prvi clen pa predstavlja
vztrajnostni moment I, glede na tezis¢no os y, tako da je kon¢no

Iyy = I, + A, Z3.
Za vztrajnostni moment Iz glede na os Z na podoben nacin dobimo
Izz=1.+A,Y}.

Dobljeni enacbi izrazata znano Steinerjevo ! pravilo, ki pravi, da upo-
gibni vztrajnostni moment ravninskega lika glede na poljubno os v
ravnini izracunamo kot vsoto ustreznega vztrajnostnega momenta glede
na vzporedno lokalno tezis¢no os in produkta plosé¢ine lika s kvadratom
pravokotne oddaljenosti tezisca lika od te osi.

Podobno dolo¢imo tudi deviacijski vztrajnostni moment Iy ; = 7y

Iyy = —/YZdAx = —/(y+YT) (z+ Zr) dA, .
oy A

t Jakob Steiner, nemski matematik (1796-1863).
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

dobimo Steinerjev izrek za deviacijski vztrajnostni moment
Iyz=1,,— A Yr Zr.

Steinerjevo pravilo je koristno orodje za racunanje vztrajnostnih mo-
mentov prec¢nih prerezov, ki so sestavljeni iz dveh ali ve¢ znacilnih pod-

prerezov, na primer T-, I-, L- in drugih profilov.

Zgled 5.5
Dolo¢i velikosti in osi glavnih vztrajnostnih momentov prikazanega pre¢ne-

ga prereza upogibnega nosilca (slika Z-5.5 a).

lcm 8 cm

| e

Y

5

%
Y

6.79 cm g
i -
RN
Slika Z-5.5 a - 7

Pojma glavnih vztrajnostnih osi in glavnih vztrajnostnih momentov se
nanasSata na tezisce prereza. Lego tezista T'v prerezu dolocimo glede
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

na pomozni koordinatni sistem (Y, Z) . Prerez razdelimo v dva pra-

/YdAx

o 9-1-45+1-12-85

T Ax 51.0 — T 6.79 cm
[zaa,
o, 9-1-05+1-12-7.0

T A, 21.0 - T s

kjer smo ploscino A, prereza <7, izrac¢unali vnaprej

Am:/dAm:9-1+1-12 — A, =21.0cm?.

2

1.71| 2.29

3.71

2.79

Slika Z-5.5 b z

t Dolocevanje tezis¢ teles in likov je podrobno obravnavano v §tevilnih u¢benikih, na

primer v knjigi M. Stanek, G. Turk, Statika I, FGG, Ljubljana 1996.
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Sedaj postavimo izhodisce kartezijskega koordinatnega sistema (y, z)
v tezisce prereza T'in po pravilih, ki smo jih spoznali v zgledu 5.4,
izracunamo vztrajnostne momente glede na osi y in z (slika Z-5.5 b)

9.13 , 1-128 )
Iy = =5~ +9-1-371% 4 +1-12-2.79
I, = 362.036 cm*

1-93 1213
IZZ=?+9-1-2.292+ +1-12-1.712

I, = 144.036 cm*
I,.=-9-1-229-3.71-12-1-1.71-2.79
I,. = —133.714cm* .

Vztrajnostna matrika prererza o7, je tako

1] = I, I, [ 362036 -133.714
WS, .| | —133.714  144.036 |

Glavna vztrajnostna momenta [I1; in I35 izra¢unamo po zgledu enacbe

(1.314)

1
oo = s(Lyy + I..) £ \/Z(Iyy —1..)* + 12,

N~ N~

1
(362.036 + 144.036) + \/Z (362.036 — 144.036)2 + 133.7142

I, = 425.548 cm* I = 80.523 cm?.

Lega glavnih vztrajnostnih osi je doloc¢ena s kotom «ay, ki ga dobimo z
resitvijo enacbe

21 2-133.714
to 20, — vz _ = —25.41°.
S = T, — L.  362.036— 144.036 “
Ker je sina; = —0.429 in cosay = 0.903, lahko enotska vektorja osi 1

in 2 v skladu z ena¢bama (1.313) zapisemo takole
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e; = 0.903e, —0.429e,
ey = 0.429e, +0.903 e, .
Skrben bralec se lahko s pomocjo ena¢b (1.315) sam preprica, da pri-

pada osi 1 glavni vztrajnostni moment /11, osi 2 pa glavni vztrajnostni
moment [os.

Zgled 5.6

Dolo¢i koeficiente podajnostne matrike toc¢ke 1 za znadilne obteZzbe previs-
nega nosilca (slika Z-5.6).

) [9’ Vl Ml
I A
’ L
l N
]
Slika Z-5.6

Podajnostna matrika doloca odvisnost pomikov in zasukov izbranih
tock konstrukcije od privzete obtezbe

H
U1 f11 f12 f13 f14 V11
w1 = f21 f22 f23 f24 M,
Wy1 f31 f32 f33 f34 q

Podajnostni koeficienti f;; pomenijo pomike in zasuke, ki pripadajo
enotskim vrednostim obtezb Hy =1, V; =1, M; =1, ¢ = 1. V naSem
primeru gre za osno in upogibno obtezbo v ravnini (z, z), zato moramo
v tocki 1 dolociti vzdolzni pomik u;, pre¢ni pomik w; in zasuk wy;.
Zatnimo z enacbo (5.60), v kateri je v nasem primeru N, = H;

du 1 1
dr EAmNm_ EAmﬂl'
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Splosno resitev te diferencialne enacbe dobimo z integriranjem po x

u Hlx—f—Cl.

~ EA,

Integracijsko konstanto C; dolo¢imo ob upostevanju kinemati¢nega rob-
nega pogoja, ki zahteva, da je vzdolzni pomik v podpori 0 enak nic

=0 ... u=0 — Ci=0.

Vzdolzni pomik u(z) je tako

1
-~ EA,

U Hix,

njegova vrednost uj v tocki 1 (x =1) pa je

o
 EA,

up = u(x =1) H; .

Prec¢ni pomik w; in zasuk wy; dolo¢imo z enacbo upogibnice (5.65) in
z drugo od enacb (5.50). Upogibni moment M, (z) je

M, = —Vi(l— )+ M, —%(l—x)2
in enacba upogibnice se glasi

d?>w M, 1 [
dx? El,,  FEI,,

q 2
Vl(l—x)—Ml—f—i(l—x) ] .

7 dvakratnim zaporednim integriranjem dobimo splosni resitvi

dw 1 x? q x3
— = Ville—=)—-M Pz —12*+= ) +C
i g B (0o g) e (P ) vl

1 lx? 23 2 q (1?2?12 2t
= V) R /S O (LN
v Efyy[1<2 6) 12+2<2 3 +12)+

02.77—|-ng| .
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Integracijski konstanti C5 in C3 dolo¢imo iz kinemati¢nih robnih pogo-

jev v podpori 0 ob upostevanju druge od enacb (5.50)

0 w=0 — C3=0
dw 0 — CQZO

W, — ——— =
Y dx
in enacbi za zasuk w, in poves w previsnega nosilca pri obravnavani
obtezbi sta

1 V; q
Wy = BT {_1( 2—2[:1;)+M1:1;—6(3l2:1:—3l:1:2+:1:3)]

2

2
w = L [Vl (3[:1:2—:1;3) —Ml%+i(6l2x2—4l:§3+x4)} .

El,, | 6

Z dobljenima enacbama lahko izracunamo poves w in zasuk w, Vv
poljubni tocki nosilca. Zanimata nas vrednosti v konc¢ni tocki 1
12 4

l3
=V —-M
o '3E1,,  ‘2EIL, TY3EL,

p

r=10 ...
v 2 M l I3
Wyl = —V1 1 —q
\ Y 2E1,, ETL,, 6E1,,
Tako smo dolocili vse komponente iskane podajnostne matrike
( Hq )
- -
0 0 0
“ EA, Vi
I3 2 4
wy y = 0 —
3E1L, 2E1,, 8E1,, M,
12 l 3
0 _ _
RO °oBl,,  EL, 6B, || a
\ J
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Zgled 5.7

Doloti poves wy in zasuk w,s v srednjem prerezu ter zasuka w,q in wy1 vV
y Yy Yy
podporah prikazanega prostoleZzetega nosilca (slika Z-5.7a)

Slika Z-5.7 a

Ker je nosilec obtezen le s pre¢no obtezbo P, = ¢ in s tockovnima dvo-
jicama My in M, v smeri y, nastopata v podporah le navpi¢ni reakciji
VO in Vl (shka Z-5.7 b)

M, [q 4\]\41
Ovyevvvevyrvvyvery [t )
S
Vo %
| L -
2
- Slika Z-5.7 b ;1
Vo= +7 (Mo+ M) V=2 -2 (My+ ).
Funkcija upogibnega momenta M, (z) je tako
2
My=V090—M0—%= %(M0+M1)+%(lx_x2> :
Sedaj lahko zapisemo ena¢bo upogibnice (5.65)
d*w M,
dz2 ~  El,,

in jo resimo z dvakratnim integriranjem vzdolz nosilca
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de_ 1 7 x T g, o,
T = mr (Mo (1-7) — Mg+ 5 (@ —al)

dw 1 x? 2 q (x> 2%
@ _ M B T VA AT O (e
dr Bl | O(x 2z) 12z+2(3 2)+01]

1 [ z? a8 2 g (x* 23
- My (-2 ) o 4 (2 ) o
o=y [0 (5 =) g3 (5 ) ree e

Integracijski konstanti C'y in C5 spet doloc¢imo iz kinemati¢nih robnih

pogojev
rz=0 ... w=0 — Cy=0
l [ I3

3 6 24

S tem in ob upostevanju zveze (5.50) lahko po ureditvi zapisemo funkciji
w(x) in wy(x), tokrat nekoliko drugace, v odvisnosti od brezdimenzio-

T
nalne vzdolzne koordinate 7

oot () 0 ()2 ()]
! 6El21yy {_ <§)3 * G)] +
vamer, (1) 2(7) "+ (7)]
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Iskane vrednosti najvecjega povesa in zasukov so tako

x 1 12 514

s = —_ = — :—M M
v w(z 2) (Mo + M) f5pr 4 35aET,,

l
24E1,,

z 1
Wys = Wy (725) = — (Mo + M)

z P
6EI,, ' 24FI,,

0) = (2My — M)

&
<
S
Il
&
<
/l\
Il

x [ 3
—w, (¥ 1) — (—My +2M .
Wyl =y ( I (=Mo+2M) G 4 90ET,

Oglejmo si Se zanimiv poseben obtezni primer, pri katerem je ¢ =
0, My = M; = M (slika Z-5.7 c).

M
Wys Wyt 1
M—
Vi
Slika Z-5.7 ¢

Upogibnica je tedaj antisimetri¢na krivulja z znacilnimi vrednostmi

we = 0
I
“ve = TV G
l
B YT

Bralcu prepusc¢amo dolocitev znacilnih povesov in zasukov Se v drugih

znaCilnih obteznih primerih, kot so
a. M() = M, M1 =0
C. M() = —M1 =M.
b. My= 0, M, =M
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Zgled 5.8

PrikaZi vpliv znadilnih vrst obtezbe linijskega nosilnega elementa v ravnini
(x, z) (slika Z-5.8 a) na posplo¥ene funkcije notranjih sil .

hias lv‘* [t

M; M7 M gg
G N M [ [ Wﬁgg% x

1 2 3 4 5 6\78

L

Lg

Slika Z-5.8 a

V splosnem funkcije osne sile N, in upogibnih momentov M, in M.,
ki nastopajo v enac¢bah (5.60) za vzdolzni pomik u, ter v enacbah
obeh upogibnic (5.64) in (5.65), niso zvezne in zvezno odvedljive na
celotni dolzini nosilca. Pri integriranju omenjenih diferencialnih enach
bi morali zato dolzino nosilca razdeliti na primerno Stevilo podinter-
valov, na katerih so funkcije N, M, in M, gladke in zvezne, in jih
integrirati po vsakem podintervalu posebej. Oglejmo si primer, pri
katerem bi resevali ena¢bo upogibnice (5.65). V zgledih 5.6 in 5.7 smo
imeli opraviti z gladko funkcijo upogibnega momenta M,, zato smo
enacbo upogibnice integrirali po celotni dolzini nosilca naenkrat; pri
tem smo dobili dve integracijski konstanti in ju dolocili iz kinemati¢nih
robnih pogojev. Ce bi morali v bolj splosnem primeru integracijsko
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obmocje razdeliti na n podintervalov, bi dobili 2n integracijskih kon-
stant. Zato bi morali vpeljati 2n — 2 dodatnih pogojev, s katerimi bi
zagotovili gladkost povesov w in zasukov w, preko meja med podin-
tervali integracijskega obmocja. Racunskim tezavam, ki nastopijo v
takem primeru, se izognemo z uporabo Heavisideove I posplosene (ge-
neralizirane) funkcije ter njenih odvodov in integralov *.

Heavisideova funkcija H(x — x¢) je vpeljana z definicijo

0...z<x
H(w =) = 1 x> x
.. Z X

Prvi odvod Heavisideove funkcije je Dirac *-delta funkcija 6(z — x¢)

Iz —x9) = %H(w—xo)

oziroma

/5(x—x0)dx:H(x—x0)+C’o.

Za naSe namene je pomembna naslednja lastnost Dirac-delta funkcije
oo
/ Ko(x —xp)de = K,
— o0

kjer je K poljubna konstanta. Omenjeno lastnost lahko pogojno
zapisemo takole

0...2#x

Ko(x—xo) = Ko oo
L. =2

t Oliver Heaviside, angleski inzenir—elektrotehnik, 1850-1925.

i Osnove uporabe posplosenih funkcij so prikazane v knjigi M. Stanek, G. Turk,
Statika I, FGG, Ljubljana (1996). V literaturi sta za Heavisideovo funkcijo v rabi tudi
pojma MacAulayeva funkcija ali ’unit-step function’, njene odvode imenujemo tudi sin-

gularne funkcije, njene integrale pa Chlebsove funkcije.

* Paul Dirac, angleski fizik, 1902-1984.
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Z nedolocenim integriranjem Heavisideove funkcije pa dobimo
/H(m—xo)da:: (x —x9) H(z — x0) + C1 .

Zaradi krajSega pisanja je za integrale Heavisideove funkcije ugodno
vpeljati simboli¢no oznako H™(x — x¢), pri cemer velja (n = 1,2,...)

n " 0 o < 2
H"(x —x9) = (x —x0)" H(x — x0) = . .
(r —xo)" ... x> x
Splosni integral Heavisideove funkcije je tedaj (n = 1,2, ...)
/H”(x—x )dx = LH”Jrl(av—ac )+ C
0 n+1 0 n -

S prikazanimi posplosenimi funkcijami lahko opisemo vsako nastopajoco
komponento obravnavane nadomestne obtezbe linijskega nosilca z eno
samo enacbo

Po(z) = H1 6(x — x1) + hog [H(z — 22) — H(x — x3)]
P.(x) = Vi 6(x — x4) + g56 [H(m —x5) — H(x — x6)]
My(x) = M7 6(z — x7) + mgg [H(x — x5) — H(z — x9)] .

Notranje sile izra¢unamo iz ravnoteznih enacb (5.30) do (5.35). Zaé¢ni-
mo z enacbo (5.30), ki povezuje osno silo N, z nadomestno vzdolzno

obtezbo P,
dN,

dx

+ Py =0.
V nasem primeru je

dN,
dx

= —H1 5(1’ — l'1> — h23 [H(l’ — l’2> — H(l’ — .773)} .
Z nedolocenim integriranjem po x dobimo
Nx = —H1 H(LL‘—.’L‘l) —hgg[Hl(IL‘—xg) —Hl(l‘—l‘g)} +01
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Integracijsko konstanto C; dolo¢imo tako, da je izpolnjen stati¢ni robni
pogoj v zacetni tocki 0

r=0 ... Ny=N? — C, = N?.
Posplosena funkcija osne sile je tako
Nm =N£—H1H(x—x1) —hgg[Hl(x—l‘g) —Hl(l‘—xg)} .

Ravnotezna enacba (5.32) za pre¢no silo N,

dN,
dx

+P, =0

se v nasem primeru glasi

dN,
dx

=—V3d(x —x4) — g56 [H(x —x5) — H(x — x6)}
in po integriranju
N, =-VyH(x — 14) —q56[H1(a:—x5) —Hl(af;—xG)] +Cs.

Preostane nam Se ravnotezna enacba (5.34)

aMy

N, =0
I + M,
oziroma
dM.
dxy = —ViH(z —x4) — gs6|[H' (z — 25) — H' (z — z6)] —

M75(LL‘—$7) —mgg[H(l‘—l‘g) —H(m—xg)] +02
Po integriranju dobimo
M, = ~ViHY (2 — 14) — q? [H2(a}—x5) —Hz(a:—a:6)}—
M7 H(x — x7)—mgg [Hl(l'—l'g) — H'(x —xg)] + Oy +Csy.
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Integracijski konstanti C'; in C3 spet dolo¢imo iz stati¢nih robnih pogo-
jev v zacetni tocki 0
M, = M - C3=M
0 y — My 3= My
x=0 ...
{ N, =N? — Cy = N?.

Posploseni funkciji precne sile in upogibnega momenta sta torej
Nz :Ng — ‘/4H(£L' — .I'4> — (56 [Hl(x — 1'5) — Hl(l' — -776)}

M, :Mg—i—Ngx—VélHl(x—m)—q? [H?(z — z5) — H*(z — x¢)] —

M7 H(z — x7) — mgg [H' (z — x3) — H' (z — x9)] .

Upostevajoc lastnosti Heavisideove funkcije lahko posplosene funkcije
notranjih sil zapiSemo tudi takole

N, =NYH(z—0) — Hi H(z — z1) — hog[H' (x — 22) — H' (z — z3)]
N. =N} H(z—0)— Vi H(z — 24) — g6 [H' (x — 25) — H' (z — )]
My, =M H(z —0) + N H'(z — 0)—

Vi HY(z — z4) — q? [H2(a:—x5) —H2(q;—g;6)]_

M7 H(x — x7) —mgg[Hl(a:—xg) —Hl(l'—l'9>:| .

Skrben bralec se lahko z obic¢ajno, dobro znano “metodo prerezov”
preprica, da dobljeni posploSeni izrazi pravilno opisujejo potek notra-
njih sil vzdolz celotne dolzine nosilca.

Na posplosenih zapisih notranjih sil lahko utemeljimo pravilo za
upostevanje posameznih znacilnih vrst nadomestne obtezbe linijskega
racunskega modela v posplosenih funkcijah notranjih sil. Tockovna vz-
dolzna sila nastopa v posploseni funkciji osne sile N, s svojo negativno
velikostjo in Heavisideovo funkcijo, vzeto v prijemalis¢u tockovne sile.
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Enakomerna delna zvezna vzdolzna obtezba nastopa s svojo negativno
velikostjo in z razliko prvih integralov Heavisideove funkcije na koncu
in na zacetku intervala, na katerem ta obtezba deluje. Podobno je
pri precni sili. V posploSeni funkciji upogibnega momenta M, nastopa
tockovna sila v smeri z s svojo negativno velikostjo in s prvim inte-
gralom Heavisideove funkcije, vzetim v prijemalis¢u. Enakomerna delna
zvezna obtezba v smeri z nastopa z negativno polovi¢no velikostjo in z
razliko drugih integralov Heavisideove funkcije na koncu in na zacetku
vplivnega intervala. Tockovna dvojica okrog osi y nastopa z negativno
velikostjo in s Heavisideovo funkcijo v prijemalis¢u dvojice, enakomerna
delna zvezna momentna obtezba pa z negativno velikostjo in z razliko
prvih integralov Heavisideove funkcije na zacetku in na koncu vplivnega
intervala. Vse povedano velja tako za aktivno zunanjo obtezbo kakor
tudi za robne oziroma podporne sile.

Podobno kot zgoraj bi lahko izpeljali tudi pravila za dolocitev vpliva
drugih vrst obtezbe, na primer trikotne, sinusne, ali kake druge obtezbe
na posplosene funkcije notranjih sil. Prav tako bi ta pravila lahko izpe-
ljali za upogib v ravnini (z,y) pa tudi za torzijsko obtezbo.

Uporaba posplosenih funkcij seveda ni omejena le na zapis obtezbe,
notranjih sil, pomikov in zasukov. Uspesno jih lahko uporabimo tudi
pri opisu spremenljivega precnega prereza ali spremenljivih materialnih
lastnosti vzdolz nosilca. Kot primer zapisimo funkcijo upogibne togosti
nosilca na sliki Z-5.8 b

>
z -1

Slika Z-5.8 b

1 1
N —H(z—a)+ H(z—
El, EL [ (¢ —a)+ H(z —b)] +

E—b[H(a:—a)—H(a:—b)}.
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Zgled 5.9

Srednja tretjina dolZine prostoleZetega nosilca je obteZena s trikotno zvezno
obtezbo (slika Z-5.9 a). Dolo&i najvecji navpi¢ni pomik nosilca in absciso
prereza, v katerem ta pomik nastopi .

x
Slika Z-5.9 a

Navpic¢ni reakciji v podporah 0 in 3 sta (slika Z-5.9 b)

2q0a ) 9q2a
Vo = q92 in V3 = 1; : (a)
9z
0 1 2 3
a a a

Vo Vs

Slika Z-5.9 b

Za delno trikotno zvezno obtezbo v zgledu 5.8 nismo ugotovili, kaksen
je njen prispevek v posploSeni funkciji upogibnega momenta M, zato
moramo zaceti s posploseno funkcijo nadomestne zunanje obtezbe P,.
V skladu z znanimi lastnostmi Heavisideove in Diracove funkcije lahko

obtezbo obravnavanega nosilca opisemo takole
P. = —VO(S(:I;—O)+q—2(a:—a)[H(:l;—a)—H(:1:—2a)] —V3d(z —3a).

(b)
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Ob upostevanju oznak in lastnosti integralov Heavisideove funkcije
lahko piSemo

(x—a)H(zx —a) = H'(z—a)
(z —a)H(z — 2a) = [(z — 2a) + a] H(z — 2a) =
H'(z —2a) + a H(x — 2a). (c)

Dobljene izraze vstavimo v ravnotezno enacbo za precno silo IV,.
Pri tem upostevamo, da reakcija V3, ki deluje na koncu integracijske
dolzine, ne vpliva eksplicitno na notranje sile in pomike

dN,
dr

_ 2qoa

— ’]DZ

d(x —0)—

Ll @ —a)~ B~ 20) ~aH(z~20)]. ()

Po integriranju dobimo

2
N, = q20a

H(x—0)—

g_z [H*(z —a) — H*(z —2a) —2a H'(z — 2a)] + C; . (d)

S ponovnim integriranjem dobimo posploseno funkcijo upogibnega mo-
menta M,

_ 2qa

M, Hl(x—())—g—Q[HS(ac—a)—HS(m—Qa)—

a

3a H*(z — 2a)] + Chz + Cs. (e)
Integracijski konstanti doloc¢imo iz stati¢nih robnih pogojev

z=0 MyZO — Ci=0
r=3a ... My,=0 — Cy=0.
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Enac¢ba upogibnice (5.65) je tedaj

d?>w 2q0a q2 3 3
dw__ H3(z — a) — H3(z — 2a)—
d? 0EL,," " 6aEI,, [H (2 = a) = HY(z = 20)
3a H*(z — 2a)] . (g9)

Po integriranju sledi

dw q2a 5 g2
dx 9ET,, 24aE1,,

[H*(z — a) — H*(z — 2a)—

4a H*(z — 2a)] + Cs (h)

920 333—|— q2
27TE1,, 120aE 1,

[H*(z — a) — H®(z — 2a)—
5a H*(z — 2a)] + Csz + Cy. (7)

Integracijski konstanti C3 in Cy dolo¢imo iz kinemati¢nih robnih pogo-
jev

z=0 ... w=0 - Cy=0

— :;(I P — () ; C - .

Dobljeni konstanti vstavimo v enacbi za poves w in njegov prvi odvod
in po ureditvi dobimo

q2 2.3 5 5
=-—" |40 +9H — —9H — 2a)—
w 10304 Iyy [ a“x (:1; a) (:1; a)
45a H4(x —2a) + 282@433} (k)
dw qo

— = ———_ [-120a%2% + 45 H*(x — a) — 45 H*(x — 2a)—
dx 1080aEIyy[ @ (z—a) (z - 2a)

180a H?(z — 2a) + 282a"] . (1)
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Mesto najvecjega povesa w,, je logi¢no iskati na intervalu a < x < 2a,
kjer je

dw Q2

I |, 0, " 080 BT, | 120CT D (ema) 2] (m)

Iz pogoja za nastop ekstrema funkcije w

dw

. =0 (n)

T=Tm

sledi
—120a%x2, + 45 (2, —a)* +282a = 0. (0)

Zaradi enostavnosti vpeljemo novo oznako

in po ureditvi zapisemo pogoj (o) takole
D) = 156" —60£% + 5067 — 60€ +109 = 0. (r)

Poiskati moramo torej ni¢le dobljenega polinoma cetrtega reda, kar
lahko naredimo s primerno numeri¢no metodo. Ce se, na primer, odlo-
¢imo za Newtonovo tangentno metodo, ki smo jo spoznali v zgledu 1.6,
doloc¢amo zaporedne priblizke z enacbo

(r+1) _ ¢r _ q)(gr)
3 § S(er) (s)
kjer je
P'(€) =60&% —180£% 4 100€ — 60. (3)

Ce za zacetni priblizek vzamemo £(©) = 1.5, dobimo ze v treh iteracij-
skih korakih na Sest decimalnih mest natanéno izrac¢unan koren enacbe

(r).
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Abscisa najvecjega povesa w,, je torej

r 3
0 1.5
1 1.543889 Tm = 1.543616a, (t)
2 1.543616
3 1.543616 njegovo velikost pa izracunamo tako, da z,,
vstavimo v enacbo (k)
_ 0.267227 2% (u)
e ElLy, !
Zgled 5.10

ObteZeni del nosilca med to¢kama 2 in 3 je zelo tog v primerjavi z de-
lom med to¢kama 0 in 2, ki ima osno togost KA, in upogibno togost
EI,, (slika Z-5.10 a). Doloti reakcije v podporah v odvisnosti od velikosti
enakomerne zvezne obtezbe ¢ in razpetine a .

r4q

Slika Z-5.10 a

Konstrukcija je sestavljena iz deformabilnega dela 02 in togega dela 23.
Enacbe, ki opisujejo gibanje togega dela, smo izpeljali v razdelku 1.15,
enacbe za pomike deformabilnega upogibnega nosilca pa v razdelku
5.3. Zato razstavimo konstrukcijo na togi del I in deformabilni del II,
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njun medsebojni vpliv pa opiSemo z interakcijskimi silami X7, X5 in

X3 (slika Z-5.10 b). A X
2

X; X; r4
0 1
—
H,
a Vo Vl
<

Slika Z-5.10 b

Pri tem morajo biti v togem stiku 2 izpolnjeni kompatibilnostni pogoji,
ki zagotavljajo, da so oba pomika in zasuk tocke 2 enoli¢ne koli¢ine

uh =
I _ I

Wy = Wy (a)
I I

Wy = Wyo -

Zacnimo s togim delom I in najprej zapiSimo ravnotezne pogoje

d X = — X1=0

Y Z2=0 — — X2 = Vs+qa=0 (b)
1

ZM?,: N —X3—X2a+§qa2:0.

Pomike togega dela dolo¢imo z Rodriguesovo enacbo (1.346), pri cemer
za referencno tocko izberemo tocko 3 7. Vektorja pomika in zasuka tocke

2 sta tedaj
Us = U3 + w3 X I'y

(©)

Wy = W3

t Za referencno tocko bi lahko izbrali tudi to¢ko 2, ne da bi si s tem kaj prida olajsali

ali otezili nadaljnje delo.
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in ker se lahko tocka 3 pomika le v smeri z (w3 = 0), velja
us = us e, W3 = Wy3 €y ro=—a(e,+e;). (¢)
V tocki 2 je tako

Uy =ug e, +wre, = (us —awys) ez +awyse,

W2 = Wy2€y = Wy3 €y
in lahko pisemo
I I I
Uy = U3 — AWy3 Wy = aWy3 Wyp = Wy3 - (e)

Sedaj se lotimo nosilca II in z ravnoteznimi enacbami izracunamo reak-
cije v podporah 0 in 1

ZX:O — Hiy=-X;
X3
Y z=0 Vo=—-Xo 4+ — (f)
%
X
ZMSZO V1:2X2—73

Posplosena funkcija upogibnega momenta M, je
M, =Vozx+ViH (x —a)— Xo H' (x — 2a) — X3 H(x — 2a). (g)

Heavisideovi funkciji, ki nastopata pri interakcijskih silah X5 in X3, sta
ni¢ na celotni integracijski dolzini nosilca, zato lahko pri integriranju
enacbe upogibnice (5.65) tretji in ¢etrti ¢len na desni izpustimo. Enacba
upogibnice se ob upostevanju enacb (f) torej glasi

d?*w 1

dz2 v aE1,,

{Xga[x—QHl(x—a)} +X3[H1(x—a)—x}}

(h)
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in po integriranju dobimo

dw 1 > o2
dr ~ 2aEI,, {X2a [x 2H (= a)}—l—
X3 [H?(z — a) — 2] —1—01} (1)
_ 1 3 _ 93, _
w_6aEIyy {Xga[x 2H(x —a)]+

X3 [H?(z — a) — 2] +C131+C2}- (J)

Integracijski konstanti C in Cy doloc¢imo iz kinemati¢nih robnih pogo-
jev

z=0 ... w=0 — Cy =0

k
r=a ... w=0 — 01:—%<XQG—X3). (>

Konstanti C; in Cy vstavimo v ena¢bi (j) in (i) in dolo¢imo poves w3

in zasuk wl

y2
o o )
Wy = 4X26L — 5X3
xr = 2a ; 6Ea]yy (1)
- _5X,a + 8X3) .
“v2 =GR, (=5X20 +8X3)

S primerjavo prve od enacb (f) s prvo od enacb (b) ugotovimo, da je
H, =0, zato je
us = 0. (m)

Iz tretje od ravnoteznih enachb (b) Se sledi

1
X3 = quQ — Xoa (n)

in enacbi (/) lahko sedaj zapiSemo le v odvisnosti od interakcijske sile
X5 in zunanje obtezbe ¢

165



5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

3

1 a
= -5 18X
2 = 19F1, (—=5qa +18X5) .
y « ( ) O
W9 = 4qa — 13X5) .
v2 7 6EI,

Zaradi tretje od kompatibilnostnih enacb (a) je

2

a
wy?’ = wéIQ = 6E|Iyy (4qa - 13X2) (p)

in v skladu z drugo od enacb (a) in drugo od enacb (e) dobimo

a? ad
4ga — 13X5) = -5 18X5) .
“SEI,, 19 2) = opr,, (TPeet18X2) (r)
Od tod izracunamo interakcijsko silo X
13a
X2 =4q DYk (s)

Nadaljnje delo je preprosto; vrednost X, vstavimo v enacbe (n), (b),
(f) in (p), uporabimo Se prvo od enacb (e) ter dobimo

4a
Vo= a7
9a? 17a
X3= q— - 422 5
3= 4y i= (5)
3la
vy
_ 7a3 _ Tat )
v = 1964E1,, Y= 9%64E1,,
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Zgled 5.11

Jeklen nosilec INP-30 je na levem koncu togo vpet v podlago. Po celi dolZini
je izpostavljen enakomerni spremembi temperature: na zgornji povrsini se
temperatura poveca za 15 K, na spodnji pa za 45 K. Predpostavimo, da
se temperatura linearno spreminja po viSini pre¢nega prereza (slika Z-5.11

a).

AT,
12 J r y A
Yy

AT,
L N 2
Ny
VA

Slika Z-5.11 a

Dolo¢i pomika in zasuk desnega konca nosilca, reakcije v podporah in potek
notranjih sil vzdolZ nosilca, in sicer v dveh primerih:

a. desni konec nosilca je prost,
b. desni konec nosilca je vrtljivo nepomi¢no podprt.

Podatki o nosilcu:

A, = 69.1 cm? E = 21000 kN /cm?
I, = 9800 cm* ar =12-107° /K

V obravnavanem primeru je
h
AT1=15K AT2=45K 6126225215(3111

in parametra linearnega nastavka za potek temperaturne spremembe
po visini nosilca sta v skladu z enatbama (5.134)
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ATy + AT, 15+45
- 2 2
AT, — ATy 45—15

h 30 fem

AT, =30K

AT,

Primer a.

V tem primeru (slika Z-5.11 b2) so v vozlis¢u ¢ predpisani kinemati¢ni
robni pogoji
U; = W; = W; = 0 s

v prostem desnem krajiscu pa veljajo stati¢ni pogoji
H;=V;=M;=0.
Ravnotezne enacbe (5.135) povedo, da tedaj tudi vozlisée ¢ ni obtezeno
H, =V,=M;=0
in da v nosilcu tudi ni notranjih sil
Ny =N,=M,=0.

Pomika in zasuk desnega vozlis¢a izra¢unamo z ena¢bami (5.140)

u = ardlyl u; = 0.1224cm
wj = ardl:l - wi = 0.00408
2
wj = —ar AT, % w; = —0.6936 cm .
Primer b.

V drugem primeru ostanejo kinematicni robni pogoji levega krajisca ne-
spremenjeni, v desnem pa sta predpisana dva kinemati¢na in en stati¢ni
robni pogoj (slika Z-5.11 b3)

uj:wj:O n MJZO
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(l) AT1
: 1:TT,
Y
AT,
L N z
-
<
.
(2)
7
(3)

W
522.4
© N,
10.9 D) 1 N,
3704.4
© M,

Slika Z-5.11 b
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Ob navedenih robnih pogojih z upostevanjem prve trojice ravnoteznih
pogojev (5.135) in enacb (5.140) dolo¢imo reakcije v podporah in zasuk
desnega konca nosilca

Hi = —HJ = EA:E OéTATm

3ET
Vi= V= - T AT,
EI
M, = SHwor w T AT,
OéTl

V splosne izraze za reakcije in zasuk w; vstavimo podatke obravna-
vanega primera in dobimo

H; =—-H; = 522.4kN M; = 3704.4 kNcm
Vi =—-V; = =10.9kN w; = 0.00102.

S preostalimi tremi ena¢bami (5.135) dolo¢imo Se potek notranjih sil
vzdolz nosilca

N, = —522.4kN

N, = 10.9kN

M, = 3704.4 <?j—o - 1) [kNem] .
Rezultati nas opozorijo na naslednje: v primeru a., ko gre za stati¢no
doloceno konstrukcijo (slika Z-5.11 b2), se nosilec zaradi temperaturne
spremembe sicer deformira, vendar v njem ni notranjih sil in zato tudi
ne napetosti. V primeru b., ki predstavlja staticno nedolocen nosilec,
pa razen pomikov in zasukov nastopijo tudi notranje sile in ustrezne
napetosti (slika Z-5.11 b3). To je tudi splosno pravilo pri obravnavanju
vpliva temperaturnih sprememb na konstrukcije.
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Zgled 5.12

Lesen linijski nosilec pravokotnega prereza je v to¢ki 0 nepomiéno vrtljivo
podprt, vili¢asta podpora v tocki 1 pa prepre€uje le torzijski zasuk in pomika
v smereh gy in z. V tocki 2 na koncu previsnega polja je nosilec obteZen s
to¢kovnima silama P, in P,, v polju 01 pa z enakomerno zvezno obteZbo
qy (slika Z-5.12 a). V pre¢nem prerezu C-C (x = [/2) dolo&i vrednosti
normalnih napetosti ., v oznalenih to¢kah, izometri¢no skiciraj njihov

potek in oznadi lego nevtralne osi.

[=5m P, = 34.56 kN

c=2m P, =8 kN 5
b=18 cm ¢y = 3.2kN/m

h =24 cm

Slika Z-5.12 a

Za kasnejSo rabo najprej dolo¢imo geometrijske karakteristike pre¢nega
prereza nosilca

A, =bh =18 - 24 = 432 cm?
_bh? 18247

4
W=y = 2 =20736 cm
3 3. 4
@:M:m2:nmm4
12 12
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Konstrukcija je staticno dolo¢ena; potek osne sile in obeh upogibnih
momentov vzdolz nosilca dolo¢imo po znanih postopkih (slika Z-5.12

b)

0 C 1 P

v

N, [kN]

F34.56 ]
—P—

M, [kNm]

Il W M, [kNm]

JE
//
/I
//
[
|=0=
/
=16

Slika Z-5.12 b

S tem so definirane tudi notranje sile v obravnavanem prerezu C-C
(slika Z-5.12 c)

N, = 34.56 kN
M, = 8kNm
M, = —10 kNm

Slika Z-5.12 ¢

Potek normalnih napetosti o, po prerezu C-C dolo¢imo z enacbo (5.68)
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N, M. M, 34560 1000000 , 800000
Oxx = 7 — = z
Y 11664 20736

A, Y.L, T T

in dobimo enacbo ravnine normalnih napetosti
Ore =80+ 85.73y + 38.58 z.

7 vstavitvijo dobljene funkcije za vzdolzno normalno napetost v prvo,
peto in Sesto od enachb (5.29) se lahko prepricamo, da s to napetostjo de-
jansko “pokrijemo” nastopajoce notranje sile v obravnavanem prerezu
nosilca. To preprosto nalogo prepuscamo skrbnemu bralcu.

Vrednosti normalne napetosti o,, v oznacenih znacilnih tockah prereza
so dolocene v preglednici Z-5.12

Preglednica 3-1

tocka Y © ]X_; © ]\I{y Y ]\Iiz oz
cm | cm | N/em? | N/em? | N/em? [ N/em?
0 0 0 80 0 0 80
1 9 0 80 0 772 852
2 9 12 80 463 772 1315
3 0 12 80 463 0 543
4 -9 12 80 463 —772 —229
) -9 0 80 0 =772 —692
6 -9 | —12 80 —463 —772 —1155
7 0| —12 80 —463 0 —383
8 9 | —12 80 —463 772 389

175



5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Konc¢no zapisimo Se enacbo nevtralne osi v prerezu C-C. Iz pogoja
04z = 0 sledi

80 +85.73y + 38.58 2 =0

oziroma v segmentni obliki

Potek normalne napetosti 0., po prerezu C-C je izometri¢no prikazan
na sliki Z-5.12 d.

— tladna
cona

natezna

cona —_| oy (x=R.5m)

\289

\
\_-nevtralna
0s (022 =0)

1375 — 022 (x=2.5,y,2)

Slika Z-5.12 d

Bralec se lahko s pravilom podobnih trikotnikov hitro preprica, da se
prikazana lega nevtralne osi ujema z dobljeno enacbo.
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Zgled 5.13

Dolo¢i jedro prikazanega pre¢nega prereza armirano betonskega nosilca

(slika Z-5.13 a).
50 cm

10cm

30cm

15¢cm

20 cm

Slika Z-5.13 a

Najprej dolo¢imo lego tezisca glede na pomozni koordinatni sistem
(Y, Z) ter geometrijske karakteristike prereza (slika Z-5.13 b)

A, =10-50+30-10+ 15-20 = 1100 cm?
Yy =0

1
Zr = 1100 (500 - 5+ 300 - 25 + 300 - 47.5) = 22.05 cm

1
Iyy:E(50-1o3+10~303+20~153)+

500 - 17.05% + 300 - 2.95% + 300 - 25.45% = 374 564 cm*

1
L.= 1 (50° - 10 4+ 10° - 30 + 20° - 15) = 116 667 cm*
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I 374 564
-2 yy 40.51 2
I (—m) = 1100 = 340.51 cm

Y
1 116 667
.2 2z 2
frd _— = = ]_ . .
i2 (14m) 100 06.06 cm
Y
Yy
Slika Z-5.13 b 27

Premice p, ki tvorijo ovojnico jedra prereza, dolo¢imo z enacbo (5.88)

ob upostevanju oznak (5.89)

a=—-—=

z
p: TiZoa o
a b 1
h=— Y
Zr

Koeficienta a in b, ki predstavljata odseka premic p na oseh y in z,

sta izvrednotena v preglednici Z-5.13. Na sliki Z-5.13 ¢ so narisane

premice p, ki pripadajo posameznim znacilnim tockam roba prereza

4y, in tvorijo ovojnico jedra prereza ¢ . Opazimo lahko, da premici,

ki pripadata tockama 1 in 4, nimata skupnih tock z mejo jedra prereza.

To je pricakovano, saj skozi tocki 1 in 4 ne moremo potegniti premice,

ki ne bi sekala pre¢nega prereza.
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Preglednica Z-5.13

.2 Z-z
r 2y a=—-2=| b=—-=
tocka Y yr cr
cm cm cm cm
1 10 17.95 | —10.61 —18.97
2 10 32.95 | —10.61 —10.33
3 —10 32.95 10.61 —10.33
4 —10 17.95 10.61 —18.97
5 —25 | —15.45 4.24 22.03
6 —25 | —25.45 4.24 13.38
7 25 | —25.45 —4.24 13.38
8 25 | —15.45 —4.24 22.03
10.61]10.61
4.24%%4.24
v 6
8 5 g
y ]
09 R

Slika Z-5.13 ¢
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Zgled 5.14
Dolo¢i strizne napetosti v pravokotnem pre¢nem prerezu linijskega nosilca,

v katerem deluje pre¢na sila IV, .

ol

[\
o>

Yy
dds | Yz,

Slika Z-5.8 a

Zaradi simetrije precnega prereza glede na os z je Sy (y) = 0 in ker
je tudi N, = 0, nastopajo v precnem prerezu le strizne napetosti o..

Izracunamo jih z enacbo (5.119)
S

7l 2) = N o,

Pri pravokotnem prerezu je (slika Z-5.14 a)
bh?

b* - b ] ] = —
(Z) m yy 12
Razen tega lahko pri pravokotnem prerezu vzamemo dA, = bdz in

staticni moment Sj(z) delnega prereza <7, glede na os y je

z

S¥(2) :/szm :b/gdg.

P _

[N
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Pri tem smo za integriranje v mejah od —h/2 do z vpeljali integracijsko
spremenljivko (. Z izvrednotenjem integrala dobimo

50 =2 [(2—;)2—1]

in strizna napetost o, je (slika Z-5.8 b)
_BN. | (22)
- :

Oz2(2) = 0.2(2) = 5 A

Sy

maz
— Ozxz

Nl

Oz2(2)

<
Slika Z-5.14 b

Ob privzetih predpostavkah je torej strizna napetost o,, po visini pra-
vokotnega preCnega prereza razporejena po kvadratni paraboli. Naj-
vecjo vrednost doseze v ravnini z = (

3N, N,
ot =0,,(2=0) = 5 A =1.5A—.

Hitro se tudi lahko prepricamo, da je precna sila N, rezultanta striznih

napetosti o,, v prerezu .7,

3N, ’ 22\’

|=

[N
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V primeru, da bi v prerezu nastopala tudi pre¢na sila N, bi na podoben
nacin dolocili strizne napetosti o,,, ki bi bile pri pravokotnem prerezu

prav tako paraboli¢no razporejene po Sirini b

(1)

3N,
Ua:y(?J) = ny(y) = QAy

Zgled 5.15
Dolo¢i potek striznih napetosti po pre¢nem prerezu armiranobetonskega

nosilca, v katerem nastopa le pre¢na sila N, (slika Z-5.15 a).

Z .
-
\
\ i
,,,,,,,,,, 135
/ + |1
€z Yy
5
N, (I> = 215
Y v
| oy
|
z z

Slika Z-5.15 a

Rezultate izrazi v odvisnosti od velikosti nastopajole precne sile V.

Zacnimo z dolocitvijo ploscine precnega prereza A, in lege tezisca T

glede na pomozno os Y (slika Z-5.15 b)
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A, =30-10+10-40 — A, = 700 cm?
135

Ir = — 5+ 400 - = Zr = —" cm.

T= 500 (300 - 5 + 400 - 30) T - cm

Za nadaljnjo rabo po znanem postopku dolo¢imo Se upogibni vztraj-
nostni moment /, glede na teziséno os y. Z upostevanjem Steinerjevega
pravila dobimo

12
I, = 162976 cm® .

12

30 - 103 100\? 10-403 75\ 2

7

‘Z\J
3|~
(@)

z\Z

Slika Z-5.15 b

Strizni napetosti o, in o,, dolo¢imo z enachama (5.118) in (5.119),
pri cemer upostevamo, da je N, =0

S*
Ozy(z,y) = —N,(2) W()y])yy in Oz.(x,2) = =N, (x)

S, (2)
b*(2) 1y, .
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Potek staticnega momenta S; delnega prereza v odvisnosti od koordi-
nate y
siw = [ zaa;
A (y)
dolo¢imo v treh korakih. Zac¢nemo na desnem robu zgornje pasnice
(slika Z-5.15 ¢/a) in s smiselno uporabo splosnega izraza dobimo

100
—-15>y<-5: Z:_T’ dA; =10dy
\ 100 y .
Sy =—=—-10[ dn =  Sj(y)=—-142.857(y +15).
—15

10

40 cm
40 cm

Slika Z-5.15 ¢
Na prehodu iz pasnice v rebro, torej pri y = —5, je
Syl . =-1428.57cm’.
’y_

-5

Nadaljujemo v obmoc¢ju rebra, kjer velja (slika Z-5.15 ¢/b)
—-5>y>5: z=— dA, = 50dy
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. . 40 v 10000 2000
Sy(y)—Sy’y:5+7-50/_5dn—— - + - (y+5)

Si(y) = 285.71y.

Znacilne vrednosti na tem odseku so

_ * o 3
g0 =0, Sy _;=14285Tcm’.

* _ 3 *
S, y=—5 = —1428,57 cm” S,

Preostane nam Se levi del pasnice, kjer je (slika Z-5.15 d)

100
7 )

10 | 10 | 10
cm 100

Y
Syw) = 85|, _5 - - 10/5 dn =
1
Foo 1428.57 — 1000 (y —5)
e 7
Si(y) = 142.857 (15 — ) .

Pri tem je

5>y >15: z = dA, = 10dy

(=}
~

40 cm

* _ 3
Syl,_s = 142857 cm

Syl 0.

y=15

z

Slika Z-5.15 d

Funkcija staticnega momenta S;(y) je na vseh treh odsekih linearna,
visina h*(y) pa konstantna, zato je tudi strizna napetost o,,(y) na
vsakem od treh odsekov linearna. Potek strizne napetosti o,, dolocimo
v odvisnosti od precne sile N, ki nastopa v obravnavanem pre¢nem pre-
rezu o7,. Znacilne vrednosti razmerja o, /N, so dolocene v preglednici
P-5.15.1, graf tega razmerja pa je prikazan na sliki Z-5.15 f/a.
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Preglednica P-5.15.1

y Sy h* Oy /N,
cm cm? cm cm™?
~15 0 10 0
—5(-) —1428.57 10 0.88
—5(+) —1428.57 50 0.18
0 0 50 0
5) 1428.57 50 —0.18
5(+) 1428.57 10 —0.88
15 0 10 0

Slika Z-5.15 e

Dolociti moramo Se potek napetosti o,, po pretnem prerezu nosilca.

Spet zacnemo z dolocitvijo poteka staticnega momenta delnega prereza
S, le da tokrat v odvisnosti od koordinate z. Na obmocju pasnice velja

(slika Z-5.15 e/a)
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—7§z§—7 : b* =30 cm, dA, = 30dz
512 = [zado = [ cac="0 (@)’
g(2) = [ 2dA =07 [ CdC = €] 1
A ’
Sy 135 =0
, > (1357 oleesp
Sy(z) =15 |27 — | — —
7 S| 4 = —4285.71cm?.
S
Na obmocju rebra pa na podoben nacin dobimo (slika Z-5.15 e/b)
21
—§§z§—5 : b* =10 cm, dA, =10dz
7 7
* 3k * z ]-O 2 z
Sy(2) = S|, e+ w Cd¢ =—4285.T1+ — [¢*]
Syl e = —4825.71cm®
==
* 2 * 3
Si(z) =52 —-471684  — Syl._, = —4716.84cm
Syl,_zs =0.

7

Potek razmerja strizne napetosti o, in precne sile N, po visSini obrav-
navanega prereza prikazemo v preglednici P-5.15.2. Kakor vidimo, gre
na obeh obravnavanih obmocjih za kvadratno funkcijo koordinate z.

Preglednica P-5.15.2

2 Sy h* Oz /N,

cm cm? cm cm ™2
—135/7 0 30 0
—65/7-) —4825.71 30 0.88
—65/7H) | —4825.71 10 2.63

0 —4716.84 10 2.89

215/7 0 10 0
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‘ Ox2+0

2.63 \
O-zx:O
2.89

0.88

‘ ny¢0
ny:O

Slika Z-5.15 f

Potek razmerja o,./N, je graficno prikazan na sliki Z-5.15 f/a. Opisan
je s kvadratno parabolo, ki najvecjo vrednost doseze v teziS¢u pre-
reza. Na prehodu pasnice v rebro se obe strizni napetosti hipoma
spremenita. To je posledica privzetih poenostavitev pri izpeljavi enach
(5.118) in (5.119), saj v naravi takih preskokov napetosti seveda ni.
Kot posledico predpostavke o enakomernem poteku striznih napetosti
po prerezni ploskvi, ki smo jo uporabili pri izpeljavi enacb (5.106) in
(5.108), si lahko razlozimo tudi neskladje med prikazanimi rezultati in
pravilom konjugiranih striznih napetosti, ki smo ga spoznali v razdelku
1.6 oziroma v zgledu 1.3. Pri strizno neobtezeni povrsini nosilca so
namrec strizne napetosti povsod na konturi prereza enake ni¢, poeno-
stavljene enacbe pa na spodnji povrsini pasnice in na bo¢nih povrsinah
rebra pripeljejo do od ni¢ razliénih vrednosti (slika Z-5.15 f/b).
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Zgled 5.16

Pre&ni prerez linijskega nosilca ima obliko kroga s polmerom R. Dolo&i nje-
gove vztrajnostne momente in potek striznih napetosti v prerezu, v katerem
deluje pre¢na sila IV, .

Slika Z-5.16 a

Zaradi rotacijske simetrije prereza je jasno, da sta upogibna vztraj-
nostna momenta I, in I, enaka med seboj, deviacijski vztrajnostni
moment [,, pa je enak nic. Zato dolocimo le upogibni vztrajnostni
moment I,,. Pri kroznem prerezu je (slika Z-5.16 a)

b*(z) =2V R? — 22 in dA, =b"dz=2\R?>—22dz.

Vztrajnostni moment I, izrazimo z znano formulo

R

Iyy:/z2dAm:2 /zzvR2—z2dz.

oy —-R

Resitev dobljenega integrala poiséemo v matemati¢nem prirocniku '

2 R
1, = [—Z\/ (R? — z2)3 + % <z V R? — 22 + R? arcsin %)]

t Glej na primer: Bronstejn, Semendjajev, Musiol, Miihlig, Matemati¢ni priro¢nik,

R

TZS Ljubljana, 1997, str. 867.
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in po vstavitvi mej dobimo
T R*
T

Podobno kakor v prejsnjem zgledu nastopajo v obravnavanem preé¢nem
prerezu le strizne napetosti o,

]yy =

5;(2)

y .
b*(z)lyy

Ozz(x,2) = =N,

Za izvrednotenje staticnega momenta Sy (z) delnega prereza <7 glede
na os y vpeljemo novo integracijsko spremenljivko ¢ (—R < ¢ < z2),
tako da je (Slika Z-5.16 b)

b=2VR2—C> in  dA,=0bd(=2R2—CdC

in dobimo
5= [can =2 [cvm=ca=-2 |- |
3 R
“R R
S5 (2) = —g (R? — 22)?.
X

o~ | o~
*
Il
oo
N
N
N—"

Slika Z-5.16 b
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Dobljene zveze vstavimo v enacbo za strizno napetost o, in po krajsem
urejanju dobimo

4N, . 4N, 2
Opr = 3Rl (R2 — z2) oziroma Opr = [1 — <i> } )
T

X

R
x y g;;mx
R 4
o)
z
b*
Slika Z-16 ¢

Prisli smo do nekoliko presenetljive ugotovitve, da je strizna napetost
0. tudi pri kroznem prerezu razporejena po kvadratni paraboli (slika
Z-5.16 c). Najvecja vrednost 0% o¢itno nastopa v ravnini z = 0, torej
v teziSCu prereza

4N,
ot = 0,,(2=0)

N
= =1.33-2
3A, 53 A,

Brez posebnega racunanja lahko ugotovimo, da bi v primeru, da bi v
prerezu delovala tudi od ni¢ razlicna pre¢na sila N,, na podoben nacin
dolocili strizne napetosti o,

Opy = % ll _ <}%)2] )
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Zgled 5.17

Podporni steber prikazane nosilne konstrukcije industrijskega objekta je
sestavljen iz dveh tipskih jeklenih profilov UPN 160 (slika Z-5.17 a). Profila
sta z veznimi ploevinami povezana tako, da se steber obnaSa v skladu
z Bernoullijevo teorijo linijskega nosilca. Uporabljena tipska profila sta
izdelana iz jekla kvalitete S'275 z idealno elasti¢nim - idealno plasti¢nim
materialnim modelom.

/q
A -

PREREZ STEBRA

b
6,5 cm
1.8402> 1.84cm 8 3
— <+
—_— S
m =

g

* T ©

y* -

o

Yz, | )
Y I
z* z

Slika Z-5.17 a

a. Dolo¢i dimenzijo b tako, da bosta upogibna vztrajnostna momenta
I, in I, pretnega prereza stebra glede na skupno teZis¢e T enaka
med seboj,

b. dolodi kriti¢no vrednost qi, zvezne obtezbe ¢ glede na uklon stebra,
pri ¢emer lahko zanemari$ osno podajnost vodoravnega nosilca,
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

c. preveri, ali je precni prerez stebra pri kriti¢ni obteZbi v celoti elasticen.

g
a=2m -
E = 21000 kN /cm”
oy = 27.5kN/cm? b &
,,,UY

a.

Iz ustreznih tabel od¢itamo potrebne podatke o geometrijskih karakte-
ristikah tipskega profila UPN 160 T glede na lokalni koordinatni sistem

(y™, 2%)
A% =24 cm?, Iy, =925 cm?, I*, =853 cm*.

Ob upostevanju skice prereza (slika Z-5.17 a) brez tezav izraCunamo
plos¢ino A, in vztrajnostni moment I, sestavljenega prereza

A, =2 A% =224 =48 cm?
Iy =21, =2-925=1850 cm® .

Pogoj, da sta vztrajnostna momenta I, in I, enaka med seboj, izpol-
nimo ob upostevanju Steinerjevega pravila

b 2
L.=2I,+A,- (5 - 1.84) —1I,,.

Od tod sledi

b=2

1
1.84 4 \/4—8 (1850 — 2 - 85.3)] —~  b=155lcm.

t Glej na primer: Gradbeniski priro¢nik, skupina avtorjev, Tehniska zalozba Sloveni-

je, Ljubljana, 2012, str. 379.
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

b.

Ker je obravnavani steber v spodnjem krajis¢u togo vpet, v zgornjem
pa nepomicno vrtljivo pritrjen na vodoravni nosilec, gre za tretji uklon-
ski primer, pri katerem je uklonska dolzina [, ~ 0.7 h. Prva kriti¢cna
uklonska sila je tedaj

m2El,  m*-21000- 1850
(0.7h)>  (0.7-4-200)

P, Py, = 1222.69 kN .

Kriti¢éno vrednost zvezne obtezbe qx, dolo¢imo iz pogoja, da je navpicna
sila Vi, s katero vodoravni nosilec deluje na steber, ravno enaka uklon-
ski sili Py,.. Silo Vj, brez tezav dolo¢imo ob upostevanju slike Z-5.17 b
in dobimo

/q

9
;)ﬁ A V=340

B 2a V a
-

.

Slika Z-5.17 b

9
Vkr:Pkr — Zria:Pkr

AP, 4122269
%r = 794 = T 9-200

= Qrr =2.171kN/cm = 271.7kN/m.

C.

Pri izracunani kriti¢éni obtezbi je enakomerna vzdolzna normalna
napetost oy, v precnem prerezu stebra dolocena z ulomkom

Py 122269
Ckr = TAL T TR
Opr = —25.47kN/cm” — loky| < oy = 27.5kN/em”.
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Rezultat pove, da je pri dosezeni kriti¢cni uklonski sili prec¢ni prerez
stebra Se v celoti v elasti¢tnem stanju. V nasprotnem primeru, (¢e bi
bila napetost oy, ve¢ja od meje plasti¢nosti oy ), bi to pomenilo, da do
uklona sploh ne pride, saj se prerez ze prej plasticno porusi.

Zgled 5.18

Jekleno plocevino dimenzij [ = 150 cm x h = 71 cm in debeline § = 8 mm
ukrivimo v krozno cev s srednjim polmerom r, = 11.3cm in z dolzino
[ =150 cm (slika Z-5.18 a).

Slika Z-5.18 a

Cev po oblikovanju napetostno izZzarimo in jo na levem koncu nepodajno
pritrdimo na togo steno (slika Z-5.18 b). Modul elasti¢nosti jekla je E =
21000 kN /cm?, koli¢nik pre¢ne kontrakcije pa je v = 0.3.

1 X

L

ZL 1
[
|

-
i
Slika Z-5.18 b
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Prosti konec cevnega nosilca obteZimo s to¢kovnim torzijskim momentom
M. Najvegja strizna napetost, ki jo lahko prevzame uporabljeno jeklo, je
[7] = 11.5kN/cm?. Dologi najvegji dopustni moment [M;] in pripadajoti

1

torzijski zasuk prereza w, na prostem koncu nosilca. Kako se vrednosti

[M1] in w! spremenita, &e vzdol#ni stik ¢ zavarimo?

T

Najprej se prepricajmo, da s krivljenjem plocevine v smeri krajse stra-
nice h res dobimo krozno cev s srednjim polmerom r, = 11.3 cm
h 71

— =11.3cm.

rs:%_Qﬂ

Za kasnejso rabo dolo¢imo Se zunanji in notranji polmer cevi

) 0.8

T :Ts+§ = 113—}-7 = 117cm
) 0.8

'm =Ts — 5 =113 — 7 =10.9cm.

Obravnavati moramo dva primera; v prvem primeru je stik k£ prost in
imamo opraviti z odprtim tankostenskim profilom - ozkim pravokot-
nikom z vi§ino h in debelino §. V drugem primeru, ko stik & po celotni
dolzini cevi zavarimo, pa gre za zaprt enoceli¢ni tankostenski profil, ki
ga lahko obravnavamo z enacbami (5.325) do (5.332) kot votli krozni
prerez ali pa z Bredtovimi formulami (5.372) do (5.377).

- Prvi primer: odprt profil - ozki pravokotnik

Upostevamo, da je M, = M, in najvecjo strizno napetost 7,,q. v steni
odprte cevi izrazimo z enacbo (5.342)

3 M,y
Tmax = 7 o5 -
h 02

Najvec¢ja dopustna torzijska obtezba [M;] je teda]

h &* 1-0.82
[Mi] = [7] 5 = 11.5- 7% — [M;] = 174.19 kNcm .
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Z enacbo (5.339) dolo¢imo torzijski vztrajnostni moment I,

_h& 71083
-3 3

I, I, =12.12 cm?

in z enacbo (5.301) oziroma (5.340) Se specificni torzijski zasuk 6 pri
obtezbi [M;]

o [Mi]  174.19
- GI, 8077-12.12

0 =177.98-10"° rad/cm .

Pri tem smo upostevali definicijo striznega modula G

E 21000
= = = kN 2 .
=30+, 20+03 G- 80TTkN/em

Ker je nosilec v prerezu 0 togo vpet (w2 = 0), lahko torzijski zasuk w]
na koncu nosilca dolo¢imo kar z izrazom

wi=01=177.98-10""-150 — wi = 0.2667 rad .

- Drugi primer (slika Z-5.18 c): votel krozni profil, ki ga obrav-
navamo z enacbami (5.325) do (5.332) oziroma z Bredtovimi for-
mulami (5.372) do (5.377)

Slika Z-5.18 ¢
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

Z enacbama (5.329) in (5.330) dolo¢imo najvecjo strizno napetost v
steni cevi pri cisti torziji
2 M, 2 M,
= 17 = .
Tmae = DA (] Ay e T 3 (1 — k)

V obravnavanem primeru je

Tn 10.9
k‘ = = —
T, 11.7

k= 0.9316.
Dopustna vrednost torzijske obtezbe [M;] je teda]

Ty - 11.73

[My] = [7] (1—-k*=115- -(1—0.9316%)

[M;] = 7137.74kNcm.

Torzijski vztrajnostni moment in specifiéni torzijski zasuk izracunamo
z enacbama (5.327) in (5.328)

: 1174
(k) = TS (1-0.9316Y)

I, =
2

I, = 7261.88cm?,

) [My]  7137.74
- GI, 8077-7261.88

in torzijski zasuk na koncu nosilca je

0 =12.17-107° rad/cm

wr=01=12.17-10"°-150 — ws = 0.01825rad .

Glede na to, da je razmerje med debelino stene cevi in njenim premerom
razmeroma veliko (275/d = 28.25), lahko za dolo¢itev mehanskega
stanja cevi pri Cisti torziji uporabimo Bredtove formule. V ta namen
najprej izracunajmo srednjo ploséino profila A, ki jo doloca kroznica s
polmerom 7

Ay =7r?=m-11.3 — A, =401.15 cm?.
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

S 1. Bredtovo formulo (5.377) lahko sedaj dolo¢imo povpreéno strizno

napetost 75 v steni cevi
M,

20 A,
in dopustna torzijska obtezba [Mj] je

Ts =

[My] =26 A, [r] = 2-0.8-401.15-11.5  —  [M;] = 7381.16 kNcm .

V primerjavi s to¢no vrednostjo [M;] = 7137.74 kNcm, ki smo jo
izracunali za votli krozni profil, smo tokrat dobili za 3.4 % vecji do-
pustni moment [M;]. To pomeni, da smo pri oceni torzijske nosilnosti
nosilca na “nevarni” strani. Hitro se lahko prepricamo, da bi pri cevi s
tanjso steno (na primer 4 mm) naredili obé¢utno manjso napako. Zato
je uporaba poenostavljenih enacb, kot so Bredtove enacbe, upravicena
le tedaj, ko gre za izrazito tankostenske zaprte profile.

Torzijski vztrajnostni moment I, izracunamo z 2. Bredtovo enacbo

4 A2

I, = .
T
Cs

V obravnavanem primeru je debelina cevi konstantna, zato je

971, 1
]{%: mrs _L_ Mo j[%zss.m

4] 4] o 0.8 4]

£ <€S
in sledi

4401157

I, = I, = 7252. 4,
875 7252.79 cm

Dobili smo nekoliko manjSo vrednost kakor v primeru, da uporabimo
toctne enacbe za votli krozni profil. To je pricakovano, saj smo pri
izpeljavi 2. Bredtove formule zanemarili prispevek ozkega pravokotnika.
Ce k dobljeni vrednosti za I, pristejemo torzijski vztrajnostni moment
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5.0 Raven linijski nosilec — Zgledi

ozkega pravokotnika, ki smo ga dolocili v prvem obravnavanem primeru,

dobimo
I, =7252.79 4+ 12.12 = 7264.91 cm?,

kar je prakticno enako toc¢ni vrednosti.

Specificni torzijski zasuk 6 vseeno izracunamo kar ob upostevanju tor-
zijskega vztrajnostnega momenta, ki ga dolo¢imo z 2. Bredtovo formulo

o [My]  7381.16
- GI, 8077-7252.79

— 6 = 12.60 - 10~° rad/cm

in torzijski zasuk na koncu nosilca je
wr =01=12.60-10""-150 — wi = 0.01890 rad .

Rezultati potrjujejo ugotovitev, da so nosilci z zaprtim tankostenskim
prerezom bistveno bolj ekonomiéni za prenasanje torzijskih obremenitev
kakor odprti profili. V nasem primeru se izkaze, da pri prakti¢no enaki
porabi jekla zaprta (zavarjena) cev prevzame kar 41-krat vecjo torzijsko
obtezbo, pri tem pa je torzijski zasuk na prostem koncu nosilca 14.6-
krat manjsi kakor pri odprtem profilu enake velikosti in oblike.
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Zgled 5.19
DokaZi, da je vrednost integrala
Q

Iso = / (= — z5) dy — (y — ys) d2)

S

enaka ni¢, &e za integracijsko pot izberemo daljico SQ. (slika Z-5.19).

Yq
Yo~ Ys Ys
Y I
{75}
N
S
N (%}
h g8
N \
— N
o Iz
e
[@;
8 dy Y
z
Slika Z-5.19

S pravilom podobnih trikotnikov lahko zapiSemo

2o — 2
Z:Zs—i—u(
YyQ — Ys
od koder sledi
zZ0 — RS .
Z—ZSZL(y—yS) 1n
Y — Ys

Po vstavitvi v integral Isg dobimo

YQ —Ys

h@zi/lar_“(y—y@cw—%y—yw
S

in dokaz je koncan.

y—1ys) ,

dz:wdy.

dy

Yo — Ys
2Q — <8
Yo —Ys

=0

199
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Zgled 5.20

Dolo¢i koordinati torzijskega sredis¢a prikazanega tankostenskega prereza

nosilca (slika Z-5.20 a/a) glede na njegovo teZi¥¢e T. Narisi tudi diagram
izbotitvene funkcije pri torzijski obremenitvi nosilca.

(a) (b)

| 70cm | 10cm | 10cm | 10cm |

Slika Z-5.20 a

Pri dolocanju geometrijskih karakteristik tankostenskih prerezov, se-
stavljenih iz ravnih odsekov, ne naredimo prakti¢cno nobene napake,
¢e dejanski prerez nadomestimo z ustreznim sistemom ozkih pravokot-
nikov, kakor je prikazano na sliki Z-5.20 a/b. Plos¢ina A, prereza o7,
je tedaj

Ay =2 (11000 +2-10) = 103.25 cm?

V prvem koraku resevanja naloge dolocimo lego tezisca T prereza <7,
glede na pomozni koordinatni sistem (Y, 7). Ker je os Z simetrijska
os prereza, lezi tezisce T na tej osi, torej je Y7 = 0. Drugo koordinato
tezisca (slika Z-5.20 b/a) dolo¢imo na znani nacin

1 9
Ip = — ZdAx:—<1-\/1000~15 2-10~3o)
T Ax/ 103.5 +
A

Z7r =20.81cm.
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Doloc¢imo $e vztrajnostne momente prereza o7, glede na tezisce T. Pri
tem upostevamo ugotovitve iz zgleda 5.1, simetrijo prereza glede na
os z in Steinerjevo pravilo. Da bi lahko uporabili enacbe, ki smo jih
izpeljali v zgledu 5.2, moramo za poSevna odseka najprej dolociti kota

(globalni) koordinatni sistem (y, z). Za levi poSevni odsek tako dobimo
(slika Z-5.20 a/b)

30 o e { sin?a = 0.9
a = arctg— = 71. —
10 cos’a=0.1,

za desni poSevni odsek pa velja

sin? 3= 0.9

= 180° — « —
P { cos’f=0.1.

Vztrajnostni momenti obeh posevnih odsekov glede na lokalno teziséno
koordinatno bazo (e, ec) so (b=1cm, h=+/1000 cm)

13 - 1/1000 I 1-+/10003

I,-=0.

Iy =

Zaradi simetrije prereza <7, glede na os y je deviacijski vztrajnostni
moment enak ni¢ (I, = 0). Dolo¢iti moramo Se oba upogibna vztraj-

pri cemer ni tezko ugotoviti, da sta prispevka obeh posevnih odsekov
enaka med seboj. Zato je

23.10 13 - 1/1000 1-+/10003

I :2( 2.10-9.192 + — Y " .01 .
” 2109197+ — 01+ —— 0.9+
1-+/1000 - 5.812) — 10270.44 cm?
2.103 13 . /1000 1-/1000
]ZZ:2< S+ 2101157 4 — = 0.9+ 0.1+

1-/1000 - 52) — 11446.26 cm® .
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Sele sedaj se lahko lotimo doloéitve koordinat torzijskega srediica in
izbocitvene funkcije. Kakor smo pokazali v razdelku 5.5, moramo v
ta namen najprej izbrati pomozno tocko P in referenc¢no tocko Tj.
V nasem primeru je najugodneje, ¢e obe tocki izberemo v stiku obeh
poSevnih odsekov (slika Z-5.20 b/b). Moznih je seveda neskonéno ve-
liko razlicnih izbir omenjenih tock, do najbolj smiselnih pa pridemo z
razmislekom o operacijah, ki jih moramo opraviti v nadaljevanju.

P Ty

Slika Z-5.20 b
Uporabimo enacbo (5.447)

dp = —2 AL

in najprej dolo¢imo potek pomozne izbocitvene funkcije @p za levi krak
profila. Vzdolz odseka PQ je AE = 0 in zato tudi &p = 0, na odseku
QT pa se pomozna izboéitvena funkcija linearno spreminja in v tocki
T doseze vrednost ®p(T'), ki je enaka plosé¢ini trikotnika PQT

10 - 30

&p(T) =2 7 = 300 cm?.
V tocki na koncu desnega kraka na enak nacin dobimo vrednost
ép = —300cm?. Pri tem smo upostevali, da poteka integracijska pot
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na levem kraku v sourni, na desnem pa v protiurni smeri. Za tako
imenovani deplanacijski (izbo¢itveni) statiéni moment SL zaradi anti-
simetri¢nosti pomozne izbocitvene funkcije velja

S£:/<1>PdAm:o.
A

Podobno ugotovimo za deplanacijski vztrajnostni moment I, gy glede na
tezis¢no os y
I, = /z(bpdAm =0.
A

Deplanacijski vztrajnostni moment I2, glede na teziséno os z pa je

15 :/yCI)pdAx.
A

Za izvrednotenje integrala v gornji enacbi uporabimo pravilo Veresca-

gina, ki je sicer izpeljano v razdelku 6.8.

20.81

9.19 9.19

Slika Z-5.20 c

V ta namen sta na sliki Z-5.20 c grafi¢no prikazana poteka koordinat y
in z po srednji ¢rti profila. Tako dobimo

20-10 2 10-10 1
I§Z:2( 55300+ — ~§~300):1000000m5.
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S tem ze lahko dolo¢imo koordinati yg in zg torzijskega sredisca S.
Ker je v naSem primeru yp = 0 in Igy =0, je po prvi od enacb (5.440)
tudi ys = 0. Koordinato zg (slika Z-5.20 d/a) izratunamo z drugo od

omenjenih enach, pri cemer je zp = —20.81 cm
JES 100000
= 2 =-2081+ —— = —12. )
2g = zp + 1. 0.8 +11446.26 07 cm

Ker je yo = 0, iz tretje od ena¢b( 5.446) hitro ugotovimo, da je referenc-
na vrednost izbocitvene funkcije enaka ni¢ (¢ = 0). Potek izbo¢itvene
funkcije ® lahko sedaj dolo¢imo neposredno z ena¢bo (5.448)

sk Ir Iy
=P, 2 _ "2, 2V,
R S A
V nasem primeru dobimo
100000
¢=¢p— ——y=Pp —8.736y.
P 11446267 78 Y

S kombinacijo grafov na slikah Z-5.20 b/b in Z-5.20 ¢ zlahka dolo¢imo
tudi graf izbocitvene funkcije ® vzdolz srednje ¢rte profila (slika Z-5.20

d/b).

Slika Z-5.20 d
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ENERGIJSKE METODE V MEHANIKI KONSTRUKCIJ

6.1 Uvod v energijske metode

V prvih treh poglavjih tega u¢benika smo izpeljali sistem petnajstih
osnovnih enacb trdne zvezne snovi, s katerimi lahko naceloma dolo¢imo
napetosti, deformacije in pomike poljubnega linearno elasti¢nega izo-
tropnega telesa pri omejenih geometrijskih spremembah, ¢e le poznamo
njegove geometrijske in materialne lastnosti, nac¢in podpiranja ter ve-
likost in nac¢in delovanja zunanje obtezbe. Kakor vemo, je omenje-
ni sistem sestavljen iz treh parcialnih diferencialnih enacb ravnotezja,
Sestih parcialnih diferencialnih kinemati¢nih enacb ter Sestih linearnih
algebrajskih konstitucijskih enacb. ReSevanje sistema parcialnih dife-
rencialnih enacb je tezavno opravilo; Ze pri nekoliko bolj splosnih
primerih geometrije in zunanje obtezbe prakti¢no sploh ni mogoce
dobiti analiticnih reSitev. Pa tudi v primerih, ko analiticne reSitve
obstajajo, njihova uporaba v prakti¢nih inzenirskih nalogah ni vselej
ekonomic¢na. Spomnimo se, na primer, enac¢be upogibnice pri linijskem
nosilcu, ki je sicer preprosta navadna linearna diferencialna enacha
drugega reda, vendar njena posebna resitev zahteva razmeroma veliko
racunskega dela, Se posebej, ce je funkcija upogibnega momenta zgolj
odsekoma gladka na ve¢ podintervalih celotne dolzine nosilca. Anali-
ticna resitev, ki jo tako dobimo, je sicer zelo “bogata”, saj omogoca
dolocitev povesov in zasukov v katerikoli tocki nosilca. Vendar vseh teh
neskonc¢no veliko rezultatov prakti¢no nikoli ne rabimo. V veliki vecini
primerov nas namre¢ zanimajo zgolj pomiki in zasuki v posameznih
znacilnih diskretnih tockah, na primer povesi v polju ali na koncu pre-
visov, zasuki v podporah, pomiki v stikih in podobno.
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6.2 Osnove variacijskega racuna

Resevanje stevilnih mehanskih problemov si lahko obéutno olajsamo z
uporabo tako imenovanih energijskih metod, utemeljenih na fizikalnih
zakonitostih energijskega stanja telesa. V primerih, ki jih obravnavamo
v tej knjigi, je energijsko stanje trdnega telesa dolo¢eno z njegovim
mehanskim in temperaturnim stanjem. V nadaljevanju vzamemo, da
telesu niti ne dovajamo niti ne odvajamo toplote, zato je njegovo
energijsko stanje doloceno zgolj z osnovnimi mehanskimi koli¢inami:
napetostmi, deformacijami in pomiki. Osrednje vprasanje v energijskih
metodah je, kako se spremeni energijsko stanje telesa, ¢e se posamezne
ali vse nastopajoce mehanske koli¢ine spremenijo za poljubne majhne
vrednosti.

V matemati¢nem pogledu zahteva vpeljava energijskih metod v mehan-
sko analizo razmeroma zahtevne elemente diferencialnega, integralnega
in variacijskega racuna. 7 diferencialnim in integralnim rac¢unom smo se
v dosedanjem delu ze dodobra seznanili, o osnovah variacijskega racuna
pa bomo v najnujnejSem obsegu govorili v naslednjem razdelku.

6.2 Osnove variacijskega racuna

V prid uporabi variacijskega racuna v mehaniki konstrukeij govori
vec razlogov. Navedimo nekaj najpomembnejsih:
i z metodami variacijskega racuna je mozno obravnavati energijske
ekstreme, ki predstavljajo enega od temeljev teoreticne fizike,

ii iz variacijskih principov je mozno izpeljati diferencialne enacbe in
pripadajoce robne pogoje Stevilnih mehanskih problemov,

iii na reSitvah variacijskih problemov utemeljene racunske metode so
najmocnejse orodje pri formulaciji pribliznih teorij in ustreznih nu-
meri¢nih postopkov za reSevanje prakticnih inzenirskih problemov,

iv z uporabo variacijskih principov je v Stevilnih primerih mogoce
reSevanje sistemov parcialnih diferencialnih enacb prevesti na ma-
tematicno ugodnejse reSevanje algebrajskih ali integralskih enacb.
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6.2 Osnove variacijskega racuna

O ideji in posebnostih variacijskega racuna se lahko skrben bralec pouci
iz Stevilnih matemati¢nih uc¢benikov. V tem razdelku navajamo le tiste
osnovne elemente variacijskega ra¢una, ki so nepogresljivi pri izpeljavi,
razumevanju in smiselni uporabi variacijskih principov v konstrukecijski
mehaniki.

Osnovni izrek variacijskega racuna

Poglavje o variacijskem racunu zacnimo s tako imenovanim osnovnim
izrekom (lemmo) variacijskega racuna:
Lemma. Naj bo ¥;(x), (i =1,2,...,n) n—terica zveznih funkcij na
odprtem intervalu [a,b]. Ce je enacba

n b
=3 / o) i) da = 0 (6.1)

1zpolnjena za katerokoli n—terico poljubnih zveznih in zvezno odvedljivih
funkcij n;(x), (i = 1,2,...,n) na [a,b], so vse funkcije 1; enake nié
povsod na la,b].

Izrek dokazemo posredno. Kot izhodisce predpostavimo, da so vsaj
nekatere od funkcij 1; razlicne od ni¢, na primer funkcija v, za katero
vzamemo, da je na podintervalu [a, ¢] pozitivna, na podintervalu [c, b]

pa negativna (slika 6.1-a). Ker so funkcije n; poljubne, vzemimo, da so
Ny =mn3= ... =1, =0. Vsota v enacbi (6.1) ima tedaj en sam ¢len

b
I:/ i(x)m(z) de. (6.2)

Ker je tudi n; poljubna zvezna in zvezno odvedljiva funkcija, jo izbe-
remo tako, da je (slika 6.1-b)

>0 pri a<x<c
m = .
=0 pri c<ax<D.



6.2 Osnove variacijskega racuna

Enacba (6.2) je tedaj

I= /C 1 (z) m(z)dz >0, (6.4)

kar pa je v nasprotju z zahtevo (6.1). Da bi bila enacba (6.1) izpolnjena,
mora oCitno biti ¢»; = 0 na podintervalu a < x < ¢. Sedaj vzamemo
drugacno izbiro funkcije 7y, in sicer (slika 6.1-c)

=0 pri afz<c
m = . (6.5)
<0 pri c<z<b
in dobimo
b
I :/ 1(x)m(x)de > 0. (6.6)
(a) (2 02
a c b
(b) " 7,
a c b
(C) m
a c b
Th
Slika 6.1

Enacba (6.1) je izpolnjena le, ¢e je 1 = O na ¢ < =z < b. Kakor
vidimo, mora biti 1)1 = 0 povsod na intervalu [a,b]. Podobno tudi za
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6.2 Osnove variacijskega racuna

vse preostale funkcije 19, 13, ..., ¥, ugotovimo, da morajo biti enake
ni¢ povsod na [a,b]. Zato velja

Y1 =9, = ... =1, =0 povsod na [a,b]. (6.7)
S tem je osnovni izrek variacijskega racuna dokazan.

Ekstremi funkcije ene spremenljivke

Za uvod in boljSe razumevanje osnov variacijskega racuna se naj-
prej spomnimo, kako iS¢emo ekstreme funkcij v matematicni analizi.
Vzemimo zvezno in dovoljkrat zvezno odvedljivo funkcijo ene spre-
menljivke f(z) in opazujmo njeno sliko v koordinatnem sistemu (slika
6.2).

!
flz)

Af Af

Slika 6.2

Po definiciji ima funkcija v tocki x = a lokalni minimum, ¢e zavzame
v neki okolici te tocke samo vecje vrednosti od f(a). V tem primeru je
mozno najti tako pozitivno stevilo h, da je

Af(a) = fla+e) — f(a) > 0 (6.8)

za vsak e, ki zados¢a neenacbi |¢|] < h. Podobno definiramo lokalni
maksimum, le da tedaj funkcija f(z) povsod v okolici tocke a zavzame
manjse vrednosti kakor v tocki z = a.
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6.2 Osnove variacijskega racuna

Vse vrednosti x iz okolice h imenujemo dopustne vrednosti spre-
menljivke x. Ker smo se s tem omejili na zadostno blizino tocke a,
gre dejansko za lokalni ali relativni ekstrem funkcije. V tockah, ki so
bolj oddaljene od tocke a, ima funkcija lahko Se druge lokalne ekstreme.
Za lokalni ekstrem v tocki a torej velja

Af(a) >0 ... lokalni minimum
(6.9)
Af(a) <0 ... lokalni maksimum.

Z razvojem funkcije f(a + €) v Taylorjevo vrsto okoli tocke a dobimo

€ 4 e " g’ " e (k)
f(a+€):f(a)+ﬁf(a)+§f (a)+§f (a)+...+Hf (a)+...,

(6.10)
tako da je
Af = fla+e) = f(a)
=g Y e e L)
= /(@ + M@+ g5 @)+ 4 S [P+ (6.11)

Ce naj ima funkcija f (z) v tocki x = a ekstrem, mora biti sprememba
Af vedno pozitivna ali vedno negativna, ne glede na to, ali se iz tocke
a premaknemo za majhno vrednost £ v pozitivni ali v negativni smeri.
V izrazu na desni strani enacbe (6.11) lahko izberemo tako majhen ¢,
da bo linearni ¢len tega izraza vecji od vsote vseh preostalih ¢lenov, kar
pomeni, da bo linearni ¢len dolocal predznak celotne desne strani in s
tem tudi spremembe Af. Vzemimo, da je f/'(a) > 0. Tedaj bo prie > 0
sprememba A f pozitivna, pri e < 0 pa negativna. To pa je v nasprotju s
pravkar postavljeno zahtevo, da mora biti v tocki ekstrema sprememba
funkcije Af neodvisna od predznaka €. Ker pa je po drugi strani e
poljubna od ni¢ razlicna vrednost, ki zados¢a neenacbi |e| < h, lahko
kot potreben pogoj za nastop ekstrema v tocki a izlus¢imo zahtevo, da
mora biti prvi odvod funkcije f(x) v tocki a enak ni¢

f(a)=0. (6.12)
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6.2 Osnove variacijskega racuna

Razlika Af je sedaj

2 3

1) €
f (GH‘Q

3

k
@) + ...+ % F® (@) + ..., (6.13)
Po enaki logiki kot zgoraj lahko sklepamo, da bo pri dovolj majhnem e
v vsoti na desni strani prevladal ¢len z drugim odvodom, ki pa tokrat ni
odvisen od predznaka . Pri f”(a) > 0 bo torej Af > 0, pri f”(a) <0
pa Af <0 in iz zapisa (6.9) sledi

f(a)>0 ... lokalni minimum
(6.14)
f’(a) <0 ... lokalni maksimum.

Funkcija f(z)ima torej lahko ekstreme le v tockah, v katerih je njen prvi
odvod enak ni¢. Predznak drugega odvoda pa pove naravo ekstrema:
¢e je drugi odvod pozitiven, ima funkcija minimum, ¢e je negativen, pa
maksimum. Omenimo Se moznost, da je drugi odvod f”(a) enak nic.
Tedaj ima funkcija f(z) v tocki a prevoj ali infleksijsko tocko.

Osnovni problem variacijskega racuna. Minimizacija
funkcionala

S podobnim razmislekom kot v prejsSnjem razdelku se lotimo precej
tezje naloge, pri kateri pa nimamo opravka s funkcijo ene spremenljivke,
temvec s tako imenovanim funkcionalom. V svojem izvornem pomenu je

funkcional “funkcija funkcij”. Kot osnovni primer si oglejmo funkcional
J

b
J:/ F(u,u,z)dx, (6.15)

kjer so u(x) in @'(x) zvezne in zvezno odvedljive funkcije na intervalu
[a,b], F pa je znana zvezna in zvezno odvedljiva funkcija argumentov
u(x), u'(x),z za vse x € [a,b] (slika 6.3). Razen tega za funkcije u(x)
zahtevamo, da na robovih intervala zavzamejo predpisane vrednosti

u(a) = uq in u(b) = uyp . (6.16)
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6.2 Osnove variacijskega racuna

Variacijski problem je zastavljen takole: med vsemi funkcijami u(x),
ki zados¢ajo pogojem zveznosti in robnima pogojema (6.16), poiscimo
tisto posebno funkcijo w(z), pri kateri doseze funkcional (6.15) ek-
stremno vrednost. To funkcijo imenujemo ekstremala.

U

ud /’/

Slika 6.3

Podobno kot pri funkciji ene spremenljivke se tudi tokrat omejimo na
zadosti majhno okolico ekstremale. To z drugimi besedami pomeni, da
is¢emo ekstremalo med funkcijami, ki zadoS¢ajo neenacbi

|u(z) —u(z)| < h (6.17)

zavse x € |a,b], pri ¢emer je h poljubno, dovolj majhno pozitivno stevi-
lo. Funkcije u(z), ki zados¢ajo pogojem zveznosti, robnima pogojema
(6.16) in neenacbi (6.17), imenujemo dopustne ali poskusne funkcije
(slika 6.3).

Tudi definicija ekstrema funkcionala je podobna kot pri funkciji ene
spremenljivke: funkcional ima pri funkciji u(x) lokalni minimum, ¢e za
njegovo spremembo AJ velja

AJ = J(@) — J(u) >0 (6.18)
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6.2 Osnove variacijskega racuna

za katerokoli izmed dopustnih funkcij u. Podobno definiramo lokalni
maksimum, ¢e je AJ < 0 pri vseh dopustnih funkcijah w. V mehaniki
imamo obicajno opraviti z variacijskimi problemi, pri katerih iS¢emo
lokalne minimume funkcionalov, zato se v nadaljevanju ukvarjamo le z
iskanjem takih funkcij, ki dani funkcional minimizirajo.

Kako poiskati ekstremalo u(z), ki minimizira funkcional J 7 Lahko bi,
na primer, izbirali razli¢ne funkcije u, izracunali vrednost funkcionala
za vsako od njih, tabelirali dobljene vrednosti in ugotovili, pri kateri
izbiri bi bila vrednost funkcionala najmanjsa. Taka pot bi bila seveda
zelo zamudna in nezanesljiva. Izkaze se, da je problem mogoce resiti na
neprimerno elegantnejsi nacin.

Poljubno izmed dopustnih funkcij u lahko zapisemo kot linearno kom-
binacijo ekstremale u in neke dodatne funkcije 7

u(x) = u(z) +en(x). (6.19)

Pri tem je n(x) poljubna zvezna in dvakrat zvezno odvedljiva funkcija
na [a,b], ki na robovih intervala zavzame vrednost ni¢

n(a) =n(b) =0. (6.20)

Tedaj je tudi
o' (z) = (z) +en(x). (6.21)

Tako dobljena funkcija u pripada poljubno majhni okolici A > 0, e je le
funkcija n(z) na intervalu [a, b] omejena tako, da velja neenacba |en| < h
za vse x € [a,b]. Kakor vidimo, funkcija n(x) dolo¢a obliko poskusne
funkcije u(x), konstanta € pa njeno “oddaljenost” od ekstremale. Pri
katerikoli izbiri oblikovne funkcije n(z) dobimo ekstremalo obravna-
vanega variacijskega problema tako, da vzamemo € = 0

w=1__, . (6.22)
Ob upostevanju enacb (6.15), (6.19) in (6.21) lahko pisemo
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6.2 Osnove variacijskega racuna

b
J=Jw)=Ju+en) = / Flu+en o +en, z)ds. (6.23)

Pri izbrani obliki oblikovne funkcije n(z) je torej vrednost funkcionala
J odvisna le od amplitude &

J(u) = J(e) — J(u) = J|._, (6.24)
in ob upostevanju enacbe (6.18) lahko pisemo
AJ=J(e)—J|._g - (6.25)

Tako smo variacijski problem prevedli na problem dolocitve lokalnega
ekstrema funkcije ene spremenljivke, kakrsnega smo obravnavali v prej-
snjem razdelku. Tako kot v prejSnjem razdelku razvijemo funkcional
J(e) v Taylorjevo vrsto okrog vrednosti € = 0

dJ e2 d2J ed d3J

Jle) = T aJ e vJ -z ... (6.26

(5) ‘5:0+€ de =0 21 de? c—0 3! de? E:0+ ( )
Enacba (6.25) je sedaj

AJ = J(g) - J|a=0
dJ 52 d2J 53 dBJ
_ 9 A N 2
9 de - 2 2 o 31 de3 5:0+ (6 7)

S podobnim sklepanjem kot pri funkciji ene spremenljivke lahko kot
potreben pogoj za nastop lokalnega ekstrema funkcionala vpeljemo za-
htevo, da je koeficient pri € enak nic

dJ

—| =o. 6.28
o (6.28)

e=0

Pravimo, da ima funkcional J tedaj, ko je izpolnjen pogoj (6.28),
stacionarno vrednost. Ker smo pogoj (6.28) zapisali pri vrednosti
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6.2 Osnove variacijskega racuna

e = 0, smo s tem izmed vseh dopustnih funkcij u izbrali ravno ek-
stremalo u = u(e = 0). Zato lahko pogoj (6.28) za stacionarno vred-
nost funkcionala vzamemo kot izhodisce za doloc¢itev ekstremale wu.
Upostevajo¢ enacbo (6.15) lahko funkcional J odvajamo po parametru
¢ in dobimo

dJ d [?
— = — F(u,u d =
e e (u,u', z) dz
e=0
b ~ ~
OF ou OF Ou
/Q(8u8€+3u’36) v (6:29)
e=0
Integral v gornji enacbi moramo izvrednotiti pri vrednosti ¢ = 0.
Enacbi (6.19) in (6.21) kazeta, da je teda]
u=u o =
ge ! 9

Enacbo (6.29) lahko sedaj zapisemo takole

b
oF OF
/ (%774—%7]/) dr =0. (6.31)

Drugi ¢len integranda integriramo po delih
b b b
oF oF d (0F
—ndr=|— — — | =— d 6.32
o o ar {81/ 77]1 /a dx (au’) e ( )

_or
O_Gu’

in dobimo

oF

dJ
U()—%

PR n(a) +

r=b

“ToF d (OF
/a {%—@ (W):| nda;—() (633)
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Ob upostevanju lastnosti (6.20) se enacba (6.33) poenostavi

b
OF d (OF
= |5 -+ 1(%5])| ndz=0. 34

Ker je n(z) poljubna zvezna funkcija na [a,b], lahko ob upostevanju

ﬁ
de

osnovnega izreka variacijskega racuna ugotovimo, da je pogoj (6.34)
izpolnjen le tedaj, ¢e je izraz v oglatem oklepaju enak ni¢ povsod na

[a,b]

OF d [0F

— ——|(=—]=0. 6.35

ou dz <8u’ ) (6-35)
To je znana FEuler-Lagrangeva enacba. V sploSnem gre za navadno
diferencialno ena¢bo drugega reda. Ker je F' = F|u(z),u/(z), z], jo
namreC v razviti obliki zapiSemo takole

2 2 2 2
oF  O°F du O°F  d*u O°F 0. (6.36)

Resitve u dobljene enacbe so ekstremale obravnavanega variacijskega
problema. Kakor vemo, vsebuje splosna resitev diferencialne enacbe
drugega reda dve integracijski konstanti

u=u(z,Cq,Cs), (6.37)

ki ju dolo¢imo iz pogojev (6.16). Variacijski problem smo torej prevedli
na reSevanje navadne diferencialne enacbe drugega reda ob zacetnih
pogojih (6.16), kar je v matemati¢nem pogledu razmeroma preprosta
naloga.

Naravni robni pogoji

Zaradi boljSega razumevanja in kasnejse rabe se za trenutek vrnimo k
enacbi (6.33) in vzemimo, da vrednosti iskane funkcije v in s tem tudi

da lahko funkcija n v tockah x = a in ©* = b zavzame poljubni vrednosti
n(a) = ne in n(b) = my, e je le leny| < h in |eny| < h. Ker sta 7, in
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6.2 Osnove variacijskega racuna

7» poljubni, lahko izberemo 7, = 0 in 1, = 0 in kot potreben pogoj
za nastop ekstrema dobimo ze znano Euler-Lagrangevo enac¢bo (6.35).
Enacba (6.33) je tedaj

oF

% Na = 0 (638)

M= A
r=b ou r=a

in mora biti izpolnjena pri poljubni izbiri robnih vrednosti 1, oziroma
ny. Ce, na primer, izberemo 1, # 0 in 7, = 0, dobimo pogoj

oF

¢e izberemo 1, = 0 in n, # 0, pa iz enacbe (6.38) sledi

oF

r=b

Pogoja (6.39) in (6.40), ki morata biti izpolnjena, ¢e vrednosti iskane
robna pogoja. Pomen naravnih robnih pogojev bomo bolj podrobno
spoznali pri prakti¢ni uporabi variacijskih principov v konstrukcijski
mehaniki.

Funkcionali z veé neodvisnimi funkcijami

Kakor je bilo omenjeno na zacetku, smo v tem razdelku obrav-
navali najenostavnejsi variacijski problem, pri katerem je bila vrednost
funkcionala odvisna od ene same neznane funcije u(z) in njenega prvega
odvoda u'(z). V mehaniki imamo pogosto opraviti s funkcionali, v
katerih nastopa vec¢ funkcij pa tudi njihovi visji odvodi. Na kratko
si najprej oglejmo primer, da je funkcional odvisen od n funkcij

Uy, Ua, ..., Uy, in njihovih prvih odvodov w1/, ws’, ..., w,’

b
J:/ F(ﬂl,ﬂg,...,ﬂn, 171/, 62/,...,17”/, a:)dx, (641)
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6.2 Osnove variacijskega racuna

V tem primeru sestavljajo mnozico dopustnih oziroma poskusnih
funkcij vse zvezno odvedljive n—terice funkcij wq, uo, ..., U, ki v

t1(a) =ull,  Ty(a) =u®, ... U(a)=ul
(1) (2) (n) (642)
up(b) =uy’,  wa(b)=uy’, ... Up(b)=uy”.

V tem primeru pravimo, da ima funkcional J pri n—terici funkcij
U1, U2, ..., Uy, lokalni minimum v okolici h, ¢e obstoji tdko pozitivno
stevilo h, da velja

J(ﬂl,ﬂQ,...,ﬂn>—J(U1,U2,...,un>20 (643)
za vse n—terice uy, s, ..., Uy, Ki ustrezajo pogojem
’171—U1‘<h, ‘ﬁQ—UQ’<h, \ﬁn—un\<h (644)

pri vseh = € [a,b].

Oglejmo si funkcional J(uq, ug, ..., u,). Ker funkcije us, ..., u, ze
pripadajo n—terici, pri kateri ima funkcional J lokalni ekstrem, je jasno,
da mora biti u; = uy, da bo imel funkcional res lokalni ekstrem. Pogoj,
ki ga mora v ta namen izpolnjevati funkcija uq(x), smo izpeljali pri os-
novnem primeru variacijskega racuna in ga imenovali Euler- Lagrangeva
diferencialna enacba

OF d oOF
e () =0 (047

Na podoben nacin izpeljemo Se preostalih n — 1 enacb za funkcije
U, U3, ..., Uy. Tako skupaj s prvo dobimo sistem n diferencialnih
enacb za funkcije uy, uso, ..., u,, pri katerih ima funkcional J lokalni
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ekstrem
OF a4 (or Y _,
Ou; dx \Ouy')
oF 4 (oF\_,
Ous dxr \Ouy')

(6.46)

or (08,
ou, dx \Ou,’ '

Problem ekstremizacije funkcionala, odvisnega od n—terice funkcij
U1, Ug, ..., Uy, sSmo torej prevedli na reSevanje sistema n diferencial-
nih enacb drugega reda. V splosni resitvi nastopa 2n integracijskih
konstant, ki jih dolo¢imo tako, da so izpolnjeni pogoji (6.42).

Funkcionali z viSjimi odvodi

Kakor smo omenili, v funkcionalih razen prvega pogosto nastopajo tudi
vi§ji odvodi iskanih funkcij. Kot primer si oglejmo funkcional, ki vsebuje
prvi, drugi in tretji odvod

b
J = / F@,a,a",@", «)dz, (6.47)

Kakor v osnovnem primeru se tudi tokrat dolocitve ekstremale u(x)
lotimo tako, da vpeljemo enoparametri¢cno druzino poskusnih funkcij

u(x) = u(z) +en(x), (6.48)

le da je tokrat n(x) poljubna zvezna in Stirikrat zvezno odvedljiva
funkcija na [a,b]. Njeni odvodi so

u(z) =u'(x)+en'(z)
o' (z) =u"(z) +en’(x) (6.49)
ﬂ”/(aj) — fu/l//(aj) _|_ 5/)7///(:1:) .
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6.2 Osnove variacijskega racuna

Z enakim razmislekom kakor prej pridemo do potrebnega pogoja za
nastop ekstrema funkcionala J

d d (°
d_iszo:E aF(uu'u " x) dx _0:0. (6.50)
Od tod sledi
b
oOF OF OF OF
/a(%7}+8/77+8u77+am7])d90=0- (6.51)
Clene z odvodi integriramo po delih
b b
oF OF d (0F
—n'dx = — — [ =— d .52
L ow T aw7ﬂa LA dz (a ) e (6.52)

boF oF 1° [t d [OF\ |,

ou” - de = ou" T a dr \ ou’ e =
oF 1" [d for\ 1°
ou" T dx \ ou” o

a

b 2
d 0

or " Ta foF\ ]°
ou"! n - d_ ou" n +
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Enacba (6.51) preide s tem v naslednjo obliko
OF d (OF\ 2 [ OF ’ .
ouw dx \ ou” dx? \ ou' " u
OF d [ OF 1 ror 1"
ou'’ - % ou" n + ou'" n +

/bf)_F_iE)_F+d2 OF\ _d° (OF\] .
a ou dz \ ou’ dxz2 \ Ou" dx3 \ ou" nar =4u.

(6.55)

predpisane ali ne, lahko kot eno od moznih izbir robnih vrednosti ob-
likovne funkcije vzamemo, da so vrednosti funkcije 7 in njenih odvodov

(a) =0
o (6.56)

77//
(b) = n"(b)
Kakor vidimo, mora biti tedaj integral v enacbi (6.55) enak ni¢ in iz

osnovnega izreka variacijskega racuna sledi Euler-Lagrangeva enacba
obravnavanega variacijskega problema

oF d (O0F d®> ([ OF d® [ OF
ou  dx (W) T <8u”) - da? (Gu’”) =0 (6:57)

Opisana izbira robnih vrednosti oblikovne funkcije n dejansko pomeni,

in njenih prvih in drugih odvodov. Vsota preostalih ¢lenov v enachi
(6.55) pa mora biti enaka ni¢ tudi v primeru, da vrednosti u, v’ in u”
smo videli v osnovnem primeru, morajo biti tedaj v tockah x = a in
x = b izpolnjeni naravni robni pogoji. To pomeni, da morajo biti
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6.2 Osnove variacijskega racuna

krajis¢tne vrednosti oblikovne funkcije in njenih odvodov. Pogoj (6.55)
za ekstrem funkcionala lahko torej v celoti izpolnimo na enega od dveh

. . OF d (OF d? oF
predpisana vrednost v ali “— _ + =0
ouw'  dx \ Ou” dz? \ ou'

predpisana vrednost v’ ali OF _ d ( OF ) =0

ou'  dr \ ou”
predpisana vrednost u”  ali OF —0.
au///

Euler-Lagrangevo ena¢bo (6.35), ki smo jo izpeljali kot potreben pogoj
za ekstrem funkcionala, v katerem nastopajo prvi, drugi in tretji
odvodi iskane funkcije u, zlahka posplosimo za primer, da v funkcionalu
nastopa prvih p odvodov funkcije u. Euler-Lagrangeva enacba funkcio-
nala

b
J:/ Fa,a",...,u?, z)dx (6.58)

je tako

a i db [ OF
> (=™ e (W) =0. (6.59)

i=1
Upostevaje dosedanje ugotovitve lahko na kratko zapisemo tudi Euler-

Lagrangeve enacbe za primer, da je funkcional odvisen od n funkcij in
njihovih prvih p odvodov

p

=1

1 db [ OF
1yl Bk -
(=1) Azt <6u§i)> 0 (=12,....n). (6.60)

Variacije. Operator delta

V tem poglavju ves cas govorimo o variacijskih problemih, pojma
variacije pa doslej Se nismo podrobneje opredelili. Vendar Ze ime pove,
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6.2 Osnove variacijskega racuna

da gre pri variacijah za majhne spremembe koli¢in. Tako smo ek-
stremalo funkcionala iskali med dopustnimi oziroma poskusnimi funkci-
jami, za katere smo vzeli, da se le malo razlikujejo (variirajo) od ek-
stremale. V enacbi (6.19) oznac¢imo razliko en(z) med poskusno funkcijo
in ekstremalo z du in jo imenujemo variacija iskane funkcije u

du =0 [u(x)] =en(x) = u(x) — u(x). (6.61)

Poudarili smo, da gre za majhno spremembo funkcije v pri konstantni
vrednosti neodvisne spremenljivke z (slika 6.4).

/ﬁ ~
du C
dx U
\ ou=en
[ du
dx
Up
Uq
x
OIL x b
Slika 6.4

Variacija du torej ni povezana s prirastkom neodvisne spremenljivke dzx.
Glede na razlicne poskusne funkcije u ima lahko iskana funkcija u v isti
tocki x razli¢ne variacije du. Z oznako d smo vpeljali tako imenovani
operator delta, ki iskani funkciji u(x) v to¢ki x = konst. priredi variacijo
du(x). Podobno definiramo variacijo éu’ prvega odvoda funkcije u kot

razliko
du du  du d
g —_— - — — — = — (1 —
ou'=9§ (dm) i (u—u) . (6.62)

Ob upostevanju definicije (6.61) sledi pomembna zveza
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6.2 Osnove variacijskega racuna

5(%):dg”, (6.63)

ki pove, da je variacija prvega odvoda enaka prvemu odvodu variacije
iskane funkcije pri x = konst. Pravimo, da je operator ¢ komutativen z
diferencialnim operatorjem (d/dx). Ugotovitev lahko smiselno upora-
bimo tudi pri visjih odvodih. 7 obratnim sklepanjem pa lahko brez
posebnega dokaza zapisemo zakon komutativnosti v integralni obliki,

b b
5/ udx:/ dudzx. (6.64)

Da bi podrobneje opredelili pojem variacije funkcionala, se vrnimo k

na primer

enacbi (6.27), s katero smo zapisali spremembo vrednosti funkcionala,
¢e ga izracunamo pri poljubni od poskusnih funkcij u glede na ek-
stremno vrednost, ki jo funkcional doseze pri ekstremali u

dJ g2 d2J g3 d3J
A =¢ — — — — — 6.65
e ceo 2! de?|__, 3! de?|__, + (6.65)
Clene na desni strani enacbe (6.65) po vrsti imenujemo prva, druga,
tretja, ... variacija funkcionala J in jih izrazimo z operatorjem ¢
dJ 2 d2J S a3
sI=cto| L eu=00 ) fu=00
de |_._, 2 de® |__, 3 de? |__,
(6.66)

Enacba (6.65) se s tem glasi
AT =6J+ 82T +83T+..., (6.67)

pogoj (6.28) za ekstrem funkcionala pa lahko sedaj ob upostevanju prve
od enacb (6.66) zapisemo takole

dJ b (OF oF
6J_€d_€ 5:0_/a (%57]—'—%577)6137—0 (668)

Pri tem smo upostevali, da je € poljubna od ni¢ razlicna vrednost.
Zaradi enacbe (6.61) je dalje
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6.2 Osnove variacijskega racuna

oF oF
§J=/a (méu—l—?é )d =0. (669)

Izraz v oklepaju pod integralom proglasimo za prvo variacijo funkcije
F

aF oF

Upostevajo¢ enacbo (6.15) preide pogoj za ekstrem v naslednjo pre-
prosto obliko

b b
5J:5/ dez/éFdx:O, (6.71)

ki pokaze, da je mogoce pravilo komutativnosti (6.64) posplositi tudi
na variacije funkcionalov.

Enacbe (6.68) do (6.71) nas pripeljejo do novega pogleda na pogoje
za ekstremizacijo funkcionala. Enacba (6.68) pove, da ima lahko
funkcional J ekstrem le pri taki izbiri funkcije u, da je njegova prva
variacija 6.J enaka ni¢. Pravimo, da ima tedaj funkcional stacionarno
vrednost. Nedvoumno je definiran tudi pojem prva variacija: to je
linearni del spremembe vrednosti funkcionala pri poljubni dopustni
funkciji u glede na vrednost pri ekstremali u. Spomnimo se, da je
zahteva §J = 0 le potreben pogoj za ekstrem. Naravo ekstrema (ali gre
za minimum ali maksimum) dolo¢a druga ali vigje variacije. Enacbe
(6.69) do (6.71) pokazejo, kako izracunamo prvo variacijo funkcionala:
po enakem pravilu kot popolni (totalni) diferencial izra¢unamo prvo
variacijo 0 F' podintegralske funkcije F' in jo integriramo na intervalu
[a,b]. Pri tem se moramo zavedati pomenske razlike med popol-
nim diferencialom in variacijo. Popolni diferencial pomeni spremembo
funkcije vec¢ spremenljivk, ¢e se neodvisne spremenljivke spremenijo
za poljubne infinitezimalne vrednosti. Popolni diferencial df funkcije

f(x,y, z) je tako

f LWy 9y, (6.72)

a4 = 3 32
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6.3 Energijske metode. Osnovni pojmi

Pomen prve variacije 0F funkcije F' pa si oglejmo na nekoliko bolj
splosnem primeru, ko je F' = F(u,v,u’,v',u",v", x). Ce pri = konst.
variiramo funkcije u, v, v’, v’, u”, v” za du, dv, du’, 6v’, du”, dHv”, do-
bimo

_9F _ OF _ OF OF aF v OF

F =
0 ou ov ou’ ov’ ou’ ov"’

sv" . (6.73)

Prva variacija 0 F' je torej sprememba funkcije F' pri poljubnih neodvis-
nih variacijah funkcij, ki jo dolo¢ajo, in sicer pri konstantni vrednosti
neodvisne spremenljivke x.

Zapis prve variacije lahko Se nadalje posploSimo, ¢e vzamemo, da je
funkcija F' podana v odvisnosti od n parametrov p;, pri ¢emer so p;
funkcije koordinat in njihovi odvodi, lahko pa tudi tockovne vrednosti
teh funkcij in njihovih odvodov. Tedaj je

Z 8]% (6.74)

6.3 Energijske metode. Osnovni pojmi

Da bi laze razumeli razmeroma zahtevne izpeljave energijskih in
variacijskih principov v primeru sploSnega prostorskega napetostnega
in deformacijskega stanja, se bomo z nastopajo¢imi pojmi in zapisi
osnovnih enacb najprej seznanili na preprostem enoosnem primeru.

Fizikalna definicija mehanskega dela

Spomnimo se, kako je mehansko delo definirano v elementarni fiziki. Ce
na trdno telo B deluje konstantna sila P in se pri tem telo premakne v
novo lego tako, kakor to doloca vektor pomika u (slika 6.5), je opravljeno
mehansko delo D doloceno s skalarnim produktom

D=P-u=Pucosa. (6.75)
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6.3 Energijske metode. Osnovni pojmi

Ce na telo deluje se konstantna dvojica M in telo razen translatornega
pomika u dozivi tudi zasuk w, je mehansko delo dolo¢eno z vsoto

D=P.-u+M w. (6.76)

Pri tem smo poudarili, da sta sila P in dvojica M konstantna vektorja,
torej se med premikom in zasukom telesa ne spreminjata ne po velikosti
ne po smeri.

Slika 6.5

7 drugimi besedami to pomeni, da sta sila P in dvojica M neodvisni od
pomika u in zasuka w. Ugotovitev seveda velja tudi v obratni smeri: ce
sta pomik u in zasuk w neodvisna od sile P in dvojice M, je opravljeno
mehansko delo dolo¢eno z enacbo (6.76).

Deformacijsko delo (deformacijska energija)

V mehaniki trdnih teles je bolj obicajno, da se deformacije telesa razvi-
jajo v odvisnosti od delujoce zunanje obtezbe. Kot zgled dolo¢imo
mehansko delo, ki ga opravi natezna vzdolzna sila P na koncu
enakomerno debele palice med tem, ko se palica iz zacetnega nedeformi-
ranega stanja podaljsa za Al = u (slika 6.6). Zacetna dolzina palice je
[, plos¢ina njenega precnega prereza pa je A,. Vzemimo Se, da je palica
izdelana iz linearno elasticnega materiala z modulom elasti¢nosti £ in
da so deformacije dovolj majhne, da lahko uporabimo enacbe elemen-
tarne teorije linijskega nosilca, kakrsne smo izpeljali v 5. poglavju.
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6.3 Energijske metode. Osnovni pojmi

Kot izhodisée vzemimo, da je poljuben del palice v ravnotezju. Edina
notranja sila v prerezu &7, je osna sila N, , ki je v ravnoteZznem stanju
po velikosti enaka obtezbi P in je ocitno konstantna po celotni dolzini
palice

N, =P. (6.77)

Y

Tedaj je pomik u na koncu palice enak spremembi dolzine palice Al in
je premosorazmeren delujoci navpicni sili P

l l l

Z %
Al
[
x
] U ’u L
15 TAy oy
P
Slika 6.6
V tem primeru torej delujoca sila P
EA,
p="0 = p(y (6.79)

ni konstantna, temvec¢ se linearno spreminja od vrednosti 0, ki ustreza
nedeformiranemu stanju palice (u = 0), do vrednosti P, ki ustreza
kon¢ni deformirani obliki pri pomiku u na koncu palice

EA,
u

P =
l

(6.80)
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6.3 Energijske metode. Osnovni pojmi

Zato mehanskega dela, ki ga opravi sila P med deformiranjem palice,
ne moremo izrac¢unati neposredno z ena¢bo (6.75). To enacbo pa lahko
uporabimo, ¢e trenutno dosezeni pomik u povecamo za infinitezimalni
prirastek du in vzamemo, da je na tem infinitezimalno majhnem pomiku

sila £ konstantna.

(a) (b)

P Ozxx

Oxx

li~

Slika 6.7
Prirastek mehanskega dela dD je tedaj (slika 6.7-a)

dD = Pdu, (6.81)
celotno mehansko delo D na intervalu 0 < y < u pa dobimo z integri-
ranjem

“ “ EA, [ FA,
I%:/ ﬂ):/1Pdu: /‘udu: u?. (6.82)
0 0 ~ ~ l 0 ~ N~ 2l

Tako smo celotno opravljeno mehansko delo izrazili s konéno dosezenim

pomikom u

EA
D=—""u’. :
o (6.83)
ODb uporabi enacbe (6.80) dobimo zelo poucen zapis
1
D=3 Pu, (6.84)
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6.3 Energijske metode. Osnovni pojmi

ki pove, da je mehansko delo, ki ga sila P opravi na intervalu 0 < u < u,
po vrednosti enako ploscini trikotnika, ki ga v diagramu u — P dolocata
konéni vrednosti w in P (slika 6.7-a).

V obravnavanem preprostem primeru lahko ena¢bo (6.84) zapisemo tudi
drugace. Ker je P = 0., A, in u = Al = ., [, dobimo

1
D = 3 Apl 0pr € - (6.85)
Pri tem smo s o0,, oznacili vzdolZzno normalno napetost, z e,, pa
specificno spremembo dolzine v vzdolzni smeri. Tako e,, kakor tudi
0z Sta v nasem primeru enakomerni po celotni dolzini palice. Produkt
V = A,l predstavlja prostornino palice, tako da je
1
D= 3 V Ors €xa - (6.86)
Ce upostevamo, da je pri linearno elasti¢cnem materialu zveza med defor-
macijo €, in napetostjo o,, podana s Hookovim zakonom o,, = F €.,
lahko opravljeno mehansko delo izrazimo v odvisnosti od kon¢ne dose-
zene vzdolzne deformacije
1 2
D = 3 EVer, . (6.87)
Rezultat kaze, da se je vlozeno mehansko delo porabilo za deformi-
ranje palice. Zato ga pogosto imenujemo tudi deformacijsko delo.
Dobljeno zvezo lahko razumemo tudi tako, da se je vlozeno mehansko
delo nalozilo v palici v obliki tako imenovane deformacijske energije.

Zaradi kasnejsih posplositev je ugodno vpeljati pojem specificno de-
formacijsko delo oziroma specificna deformacijska energija 2. To je
deformacijska energija, ki se pri deformiranju nalozi v enoti prostornine
telesa. V naSem primeru je specificna deformacijska energija

D 1 E
.@ = V = 50"%33 Exax = 5533% . (688)
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Kakor vidimo, lahko tudi specificno deformacijsko energijo 2, ki se
nalozi v enoti prostornine telesa, predstavimo s plosc¢ino trikotnika, ki
ga v diagramu g ;; — €+, dolocata kon¢no dosezena deformacija e, in
pripadajoca napetost 0., (slika 6.7-b)

Prirastek dZ specificne deformacijske energije pri spremembi deforma-
cije za dg ;. je teda]

celotno specificno deformacijsko energijo, ki se nalozi v palici, pa
izracunamo z integriranjem tega prirastka v mejah od 0 do e,

Exa Exa E’
.@:/ d.@:E/ € up A€ g = — €2, (6.90)
0 0 ~y ~ 2

Celotna deformacijska energija deformirane palice je dolocena z in-
tegralom specificne deformacijske energije po prostornini palice. V
splosnem je specificna deformacijska energija funkcija tocke, v nasem
primeru pa je, tako kot napetosti in deformacije, enakomerna po vsej
palici. Zato dobimo

1
D:/@dV:@/ dV =9V =-FEVeZ . (6.91)
¥ ¥ 2
Rezultat se seveda ujema z enacbo (6.87). Zlahka se prepricamo, da

dobimo enak rezultat tudi z integriranjem prirastka celotnega deforma-
cijskega dela dD v mejah od 0 do €.,

AD =V dD =V g1y dgse = BV € ppde o, (6.92)
Exx 1 9
D=EV | g desw=5EVeL,. (6.93)
0

Iz primerjave enacbe (6.81) z enacbo (6.92) sledi

AD = Pdu="V 010 de v (6.94)

[ ~Y
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Dobljena enakost pove, da je prirastek mehanskega dela, ki ga zunanja
sila P opravi na prirastku pomika du, enak prirastku deformacijskega
dela, ki ga napetosti g., opravijo na prirastkih deformacij d¢ ., na
obmocju prostornine palice.

Dopolnilno deformacijsko delo (dopolnilna deformacijska
energija)

V dosedanjih izvajanjih smo za neodvisno spremenljivko izbrali pomik
U oziroma deformacijo €z Ker imamo opraviti z linearno elasticnim
materialom, dobimo enak rezultat tudi v primeru, da za neodvisno
spremenljivko izberemo silo P in pomik u izrazimo z enacbo (6.78)
kot funkcijo te sile

l
L=u(L

A ). (6.95)

u =
~

(a) (b)

P Gzx
dgmc
v
Ozz T
Oxx
[ 3
Oﬁr Lax
Cax
Slika 6.8

Ce silo P povecamo za infinitezimalni prirastek d P, dobimo pripadajoci
prirastek mehanskega dela kot produkt prirastka sile dP in konstant-
nega pomika u (slika 6.8-a)

dD* = udP. (6.96)
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Vpeljali smo novo oznako za prirastek mehanskega dela dD*, da bi ga
razlikovali od prirastka dD, ki smo ga dobili kot delo, ki ga sila dP
opravi na prirastku pomika u. Celotno mehansko delo D* na intervalu
0 < P < P dobimo z integriranjem

l

D* =
2FA,

P?. (6.97)

S slik 6.8-a in 6.9-a lahko razberemo, da delo D* dopolni deformacijsko
delo D do vrednosti, ki bi jo dobili, ¢e bi z enacbo (6.75) izracunali
mehansko delo konstantne sile P na neodvisnem pomiku u

D+D*=Pu. (6.98)

Zato vrednost D* imenujemo dopolnilno ali komplementarno deforma-
cijsko delo. Kakor smo ze omenili, je pri linearno elasticnem materialu
dopolnilno deformacijsko delo D* enako deformacijskemu delu D. Pri
nelinearno elasti¢nem materialu pa vrednosti D in D* nista enaki (slika

6.9-b).

£ £

N

7 0{

Slika 6.9

Podobno kakor v prejsnjem primeru lahko vpeljemo prirastek specific-
nega dopolnilnega deformacijskega dela dZ*
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1

ter celotno specificno dopolnilno deformacijsko delo %, ki se v obliki
specificne dopolnilne deformacijske energije nalozi v palici (slika 6.8-b)

Ozx 1 Ozx 1
9" = d7* = — vo A0 4y = == 02, . 6.100

Celotno dopolnilno deformacijsko delo deformirane palice pa je

v
D* = * =9V = — 2 101
L@ dV = 9*V 5% Oae (6.101)

kjer smo spet upostevali, da je pri zgolj osno obtezeni palici specificno
dopolnilno deformacijsko delo enakomerno po celotni prostornini palice.

Castiglianov izrek

Z enacbama (6.83) in (6.97) smo za linearno elasti¢no telo izrazili de-
formacijsko delo D in dopolnilno deformacijsko delo D* s kon¢no dose-
zenim pomikom u oziroma s kon¢no dosezeno silo P

EA,
D=— u? (6.102)
* [ 2
=5 P (6.103)

Odvajajmo enacbo (6.102) po pomiku « in ena¢bo (6.103) po sili P ter
upostevajmo zvezi (6.80) in (6.78); tako dobimo

0D  EA,

oD* [
or = Ea = (6.105)

Rezultata sta v skladu s Castiglianovim izrekom, ki pravi, da je pri
linearno elasticnem materialu odvod deformacijskega dela po pomiku
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enak pripadajoci sili, odvod dopolnilnega deformacijskega dela po sili
pa pripadajoéemu pomiku’. Pri tem je pomembno, da gre za pomik
prijemalisca sile v smeri njenega delovanja.

Podobno pravilo lahko izpeljemo za odvode specificnega deformacij-
skega dela. Brez posebnega truda se namrec lahko prepricamo, da velja

09

=Fepy = Ops 6.106
e Exz =0 ( )
o0g* Oz

= —c... 6.107
00,2 F c ( )

Castiglianov izrek v obliki (6.106) ali (6.107) je pomemben predvsem
kot ugotovitev, da pri elasticnem telesu lahko najdemo tako funkcijo
deformacije Z(e,.), da njen odvod po deformaciji ., enolicno doloca
ustrezno napetost o,,, oziroma tako funkcijo napetosti 2*(o..), da je
njen odvod po o,, enak deformaciji €,.

Virtualno delo. Izrek o virtualnih pomikih

V dosedanjih izpeljavah smo imeli opravka z energijskimi koli¢ina-
mi, ki imajo razviden fizikalni pomen in jih je mogoce vsaj posredno
tudi izmeriti. V nadaljevanju pa bomo vpeljali pojma virtualno delo
in dopolnilno virtualno delo, ki sta v svojem bistvu zgolj formalni
matematicni koli¢ini, vendar ju izracunamo podobno kakor prirastka
deformacijskega oziroma dopolnilnega deformacijskega dela.

Znova vzemimo, da je opazovana natezna palica v ravnotezju, ko nanjo
deluje zunanja sila P. Pomik obtezenega prostega konca palice je tedaj
Al = u. Sedaj pa si zamislimo, da se prosti konec palice premakne Se
za poljubno, vendar dovolj majhno vrednost du v smeri delovanja sile

P (slika 6.10-a).

t Prvi del izreka velja tudi za nelinearno elasti¢no telo, drugi del pa le za linearno

elasti¢no telo.
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u

%@u

O*T

u

Slika 6.10

V matemati¢nem pogledu gre za variacijo funkcije u(z)(slika 6.11); to
smo poudarili z vpeljavo operatorja 9, ki smo ga spoznali v prejsnjem
razdelku.

R
AN
AN,

] ou(x)

l
x
ou
P

Slika 6.11
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Opozorimo, da gre za namisljen, virtualen pomik, ki ni v nikakrsni zvezi
z dejansko obtezbo P. Zato lahko po vzorcu enacbe (6.81) izra¢unamo
navidezno mehansko delo, ki ga zunanja sila P opravi na virtualnem
pomiku du. Dobljeno koli¢ino imenujemo virtualno delo zunanje sile in
jo oznacimo z W

oW = Pdu. (6.108)

V ravnoteznem stanju palice je sila P uravnotezena z normalno
napetostjo o,, v pretnem prerezu, tako da je P = A,0,,. Virtual-
ni pomik du pa naj bo z virtualno deformacijo de,, povezan s kine-
mati¢nim pogojem

8L _ ou
I 1

Za virtualni pomik, ki ustreza enacbi (6.109) in kinemati¢nim robnim

Seze = (6.109)

pogojem, pravimo, da je kinemati¢no dopusten ali kinemati¢no mozen.
Enac¢bo (6.108) lahko sedaj zapisemo takole

OW = Apopaldcsy =V 0pp 060z . (6.110)

Na desni strani enacbe (6.110) je virtualno delo izrazeno z napetostmi,
torej z notranjo specificno povrsinsko obtezbo. Tako izrazeno virtualno
delo imenujemo virtualno delo notranjih sil in ga ozna¢imo z 6D

8D =V 03y 06230 - (6.111)

S primerjavo enacb (6.108), (6.110) in (6.111) dobimo tako imenovani
izrek o virtualnem delu ali izrek o virtualnih pomikih, ki pove, da je v
ravnoteznem stanju telesa virtualno delo zunanjih sil enako virtualnemu

delu notranjih sil
SW =6D. (6.112)

Za prakticno delo v mehaniki je bolj koristna naslednja oblika izreka o
virtualnih pomikih:

Ce je pri kinematicno dopustnih virtualnih pomikih telesa virtualno delo
zunangih sil enako virtualnemu delu notrangih sil, je telo v ravnotezZju.
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6.3 Energijske metode. Osnovni pojmi

Izrek o virtualnem delu torej predstavlja drugacen zapis ravnoteznih
enach. Glede na to, da so ravnotezne enacbe v svoji izvorni obliki
parcialne diferencialne enacbe, je zapis v obliki izreka o virtualnem
delu pogosto znatno bolj ugoden.

Delovanje izreka o virtualnem delu si oglejmo kar na primeru natezne
palice, s katero se v tem razdelku ze ves ¢as ukvarjamo (slika 6.11).
Virtualno delo zunanjih sil je v tem primeru

SW = Péu. (6.113)

Pri tem smo upostevali, da v podpori 0 na palico sicer deluje reakcija
R, vendar je njeno virtualno delo enako ni¢. Virtualni pomiki morajo
namrec¢ zadosc¢ati kinemati¢nim robnim pogojem, zato je dug = 0.

Virtualno delo notranjih sil izrazimo ob upostevanju enacbe (6.111)
takole

0D =V 04y 063e = lAmam(sl—u ) (6.114)

Ker je A,0., = N,, lahko pisemo
6D = N, éu (6.115)

in iz izreka o virtualnem delu sledi
SW =4D — (P—N,)du=0. (6.116)

Virtualni pomik du je poljuben, zato je enacba (6.116) izpolnjena le
tedaj, ko velja

P-N,=0 — N,=P. (6.117)

V enacbi (6.117) zlahka prepoznamo ravnotezni pogoj za poljuben del
opazovane palice, kar potrjuje ugotovitev, da izrek o virtualnem delu
nadomesca ravnotezne pogoje.
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6.3 Energijske metode. Osnovni pojmi

Dopolnilno virtualno delo. Izrek o virtualnih silah

Drug pomemben in koristen izrek spoznamo, ¢e prosti konec opazovane
palice, ki se je pod vplivom sile P premaknil v vzdolzni smeri za u,
obtezimo z virtualno silo dP (sliki 6.10-a) in 6.12. Virtualna sila je
neodvisna od dejanske obtezbe in pomikov, zato lahko po zgledu enacbe
(6.96) izracunamo delo 0W*, ki ga ta sila opravi na dejanskem pomiku
u. To delo imenujemo dopolnilno ali komplementarno virtualno delo
zunanje sile

SW* =udP. (6.118)

Tokrat je u dejanski pomik, ki je z dejansko deformacijo €., povezan s
kinemati¢nim pogojem u = le,,.. d0,, pa je staticno dopustna virtualna
vzdolzna normalna napetost, kar pomeni, da je napetost do,, povezana
z virtualno silo 6 P z ravnoteznim pogojem

0P
do i (6.119)

S tem lahko dopolnilno virtualno delo zapisemo takole (slika 6.10-b)
OW™ =lepy Apd0py = VEr 0040 . (6.120)

Izraz na desni strani enacbe (6.120) imenujemo dopolnilno ali komple-
mentarno virtualno delo notranjih sil in ga ozna¢imo z 6 D*

SD* =V 40 0044 - (6.121)

Enakost, ki sledi iz ena¢b (6.118), (6.120) in (6.121), imenujemo izrek
o dopolnilnem virtualnem delu oziroma izrek o virtualnih silah

SW* = §D*. (6.122)

Glede na potek izpeljave lahko izrek o dopolnilnem virtualnem delu
povzamemo takole:
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6.3 Energijske metode. Osnovni pojmi

Ce je pri staticno dopustni virtualni obtezbi izpolnjen izrek o dopol-
nilnem wvirtualnem delu, sta dejanska deformacija in dejanski pomik
povezana § kinematic¢nim pogojem.

Uporabo izreka o dopolnilnem virtualnem delu si spet oglejmo na
primeru natezne palice (slika 6.12).

N
l
.,
oP
Slika 6.12
ODb upostevanju enacb (6.118) do (6.121) in izreka (6.122) sledi
dP
woP =1A, 0 — (6.123)
As
in po ureditvi
(u—1legy) 0P =0. (6.124)

Ker je § P poljubna virtualna sila, je enacba (6.124) izpolnjena le, ¢e je
izraz v oklepaju enak ni¢. Tedaj velja
u

€oa = 7 (6.125)
kar je dokaz, da dejanski pomik u in vzdolzna deformacija ¢, zadoscata
kinemati¢nemu pogoju obravnavanega preprostega primera. Se bolj ko-
ristno ugotovitev ponuja naslednji zapis izreka o dopolnilnem virtual-
nem delu
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6.3 Energijske metode. Osnovni pojmi

SW* =uéP =6 D", (6.126)

kjer vzamemo enotsko virtualno silo 6P =1
SP=1 — u=3§D". (6.127)

To pomeni, da je v primeru, ko za virtualno silo izberemo velikost
1, vrednost pripadajocega dopolnilnega virtualnega dela notranjih sil
d D* 7e kar enaka velikosti pomika v prijemaliséu in v smeri delovanja
privzete virtualne sile. Ta ugotovitev ima daljnosezne in zelo ugodne
posledice pri vrsti nalog, pri katerih je treba dolociti pomike ali zasuke
posameznih diskretnih tock konstrukcijskih elementov. Za opazovano
palico bi ob upostevanju znanih enacb nosilca dobili

N, ) 0N,
Exx — EAJ: m 60—%:1: = A—x, (6128)
tako da je
_ N, N,
=0D*=1A, — z A2
u=>~ l BA A (6.129)
in po ureditvi
N, 0N, N (P)ON, (0P =1
u=1 =1 (P) ( ) . (6.130)

EA, EA,

Poudarili smo, da je N, dejanska osna sila v palici, ki se pojavi zaradi
delovanja zunanje obtezbe P, d N, pa je osna sila, ki pripada enotski
virtualni sili 6P = 1. V nasem primeru je N, = P in )N, = 1 in iz
enacbe (6.130) sledi

uw=P (6.131)

EA,’

kar se ujema z enacbo (6.79).

V tem razdelku smo se na preprostem enoosnem primeru na kratko
seznanili z najpomembnejSimi pojmi in koli¢inami, ki nastopajo v ener-
gijskih metodah. V nadaljevanju pokazemo, kako dosedanje ugotovitve
razsirimo in uporabimo v splosnih primerih prostorskega napetostnega
in deformacijskega stanja.
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6.4 Deformacijska energija elasticnega telesa

6.4 Deformacijska energija elasticnega telesa

V uvodu smo ugotovili, da se mehansko delo, ki ga opravi zunanja
obtezba pri deformiranju elasti¢nega telesa, nalozi v telesu kot defor-
macijska energija. Ta ugotovitev je v skladu s prvim zakonom termo-
dinamike, ki pravi, da je mehansko delo, ki ga na toplotno izoliranem
telesu v dolocenem ¢asovnem intervalu opravijo zunanje sile, enako vsoti
sprememb kineticne in notranje energije telesa v tem casovnem inter-
valu. V primeru, da telo ni toplotno izolirano, se mu notranja energija
lahko poveca oziroma zmanjsa za vrednost dovedene oziroma odvzete
toplote. V nadaljevanju se omejimo na primere, pri katerih telesu
niti ne dovajamo niti ne odvajamo toplote. Pri pretezno staticnem
nacinu obtezevanja je razvoj deformacij pocasen, zato lahko spremembo
kineti¢ne energije zanemarimo. Vzemimo, da je stabilno podprto telo
elasticno in da je njegova notranja energija v zacetnem, nedeformiranem
stanju enaka ni¢. Tedaj se celotno mehansko delo zunanjih sil nalozi
v telesu kot deformacijska energija D, ki po razbremenitvi vrne telo v
zacetno obliko. Pri neelasti¢nih telesih se del vlozenega mehanskega
dela pretvori v toplotno in druge oblike energije, zato po razbremenitvi
telo ostane delno nepovratno (plasti¢no) deformirano.

Deformacijsko energijo, ki se nalozi v enoti prostornine, imenujemo
specificna deformacijska energija ali gostota deformacijske energije in
jo oznacimo z ¥

dD
D =—. 6.132
av ( )
V primeru prostorskega napetostnega in deformacijskega stanja dolo-
¢imo prirastek specificne deformacijske energije s posplositvijo enacbe

(6.89), ki smo jo izpeljali v prejsnjem razdelku
A7 =>"> gijdei; - (6.133)
(2N

Pri elasticnem materialu, kjer je zveza med napetostmi in deforma-
cijami enoli¢na, je prirastek specificne deformacijske energije totalni
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6.4 Deformacijska energija elasticnega telesa

diferencial funkcije Z(g;;).

d9 = ZZ ey dsm : (6.134)

S primerjavo enacb (6.133) in (6.134) lahko ugotovimo, da pri elastic-
nem telesu obstoji enoli¢na, zvezno odvedljiva funkcija stanja Z(e;;),
za katero velja

=0 . 6.135
a,éij fg J ( )

Za ilustracijo zapiSimo specificno deformacijsko energijo linearno ela-
sticnega telesa

A
D=p(2,+e2, +e2, +e2, +e2, +e2) + = (conteyy +6:2)°

2
(6.136)

7 odvajanjem funkcije & se brez tezav prepricamo, da so odvodi po
deformacijah enaki ustreznim komponentam tenzorja napetosti.

Celotno specificno deformacijsko energijo, ki se nakopic¢i v telesu med
prehodom iz nedeformiranega stanja B (g;; = 0) v deformirano stanje
B’ opisano z deformacijami ¢;;, dolo¢imo z integralom

€ij

- [ XY g ey (6.137)
v

0

Ker so deformacije ¢;; funkcije koordinat z, y, 2, je tudi specificna de-
formacijska energija funkcija tocke

D =9D(x,y,2). (6.138)

Celotno deformacijsko energijo deformiranega telesa sedaj izracunamo
tako, da specificno deformacijsko energijo integriramo po obmocju 7,
ki ga telo zavzema v prostoru

D:/@dvz// D gijdey dv. (6.139)
4 v o v
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6.4 Deformacijska energija elasticnega telesa

Izracunajmo specificno deformacijsko energijo v poljubni tocki linearno
elasti¢nega telesa. Omejimo se na izotermni primer (AT = 0), vstavimo
prvo od konstitucijskih zvez (3.114) v enacbo (6.137)

E€ij
9 = / >N <2M£z‘j + AT 57;3') de i (6.140)
o ¢ J

in po mnozenju dobimo

o ¢ J 0 i
Iz druge od enacb (3.115) sledi

i
zato lahko drugi ¢len na desni strani enacbe (6.141) zapisemo v odvis-
nosti od prve invariante deformacij in po ureditvi dobimo

€ij If
o t J 0

Pri tem je I{ prva deformacijska invarianta konc¢nega deformiranega
stanja, opisanega z deformacijami €;;. Po integriranju sledi

)\ £
D=pY > eijei+ 5 (I5)? . (6.144)
(N

S preoblikovanjem vsote kvadratov deformacijskih komponent in z
upostevanjem definicij prve in druge invariante deformacijskega ten-
Zorja

2 2 2 2 2 2
E E €ij€ij =Epy T Eyy + €2, T 2€xy + 2€yz + 2¢;,
J

i
2
= (€ + Eyy +€22)" —
2 2 2
2 (&:meyy +EyyCaz + €22E0n — Epy — Eyy — &tm)

= (If)* =215 > 0 (6.145)
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6.4 Deformacijska energija elasticnega telesa

lahko enacbo (6.144) zapiSemo takole
1
9 =5 (2u+2) (I5)? — 2ul5 . (6.146)

Ugotovitev, da je specificna deformacijska energija invariantna koli¢ina,
je logicna, saj njena vrednost ne more biti odvisna od izbire koordinat-
nega sistema.

Se enkrat se vrnimo k enacbi (6.144) in jo ob upostevanju prve od
konstitucijskih enacb (3.114) ter definicije (3.115) zapisimo nekoliko
drugace

9D = % Quz Zfijgij + AIfZ Zfijaij]
L i i
= % ZZ (Q/L(-Jij + )\Ile5w> 62']']
L i J

9 = %Z > oijei (6.147)
v g

Z enacbo (6.139) lahko sedaj izra¢unamo celotno deformacijsko energijo

linearno elasti¢nega telesa
1
vt J

Ko govorimo o deformacijski energiji, ne smemo pozabiti, da je ta pri
elasticnem telesu enaka mehanskemu delu, ki je bilo porabljeno pri de-
formiranju telesa. V nadaljevanju si oglejmo, kolikSen del specificnega
deformacijskega dela je bil porabljen za spremembo prostornine in ko-
likSen za spremembo oblike elementarnega dela telesa v bliznji okolici
obravnavanega delca. V enacbo (6.147) vstavimo zvezi (3.118) in
(3.119)

1 1
7 = 521: ZJ: (e85 + si5) (g«?v% + dij) (6.149)
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6.4 Deformacijska energija elasticnega telesa

in po mnozenju dobimo

9 :é OHEVZ 251]61] + % €VZ Zsijéij‘f—
i g ]
1 1
5 UHZ Zdijéij + B Z Zsijdij . (6.150)
7 J 7 J

Pri tem je
> 6ijdi =3
(2N
Zzsijéij = If =0
(N
D0 digbi; =17 =0
v g

SN sidiy =200 Y digdiy = 2u (1) — dplf = —4ulf.
- — L

A A J

(6.151)

Upostevali smo, da sta prvi invarianti deviatori¢nih delov napetostnega
in deformacijskega tenzorja enaki ni¢ (I = I{ = 0). Enacba (6.149) se
s tem glasi
1
P = QO'HEV —2uld (6.152)

Kakor vidimo, je celotno specificno deformacijsko delo delca sestavlje-
no iz dveh delov. Prvi del predstavlja specificno deformacijsko delo,
ki ga hidrostaticne napetosti opravijo pri specifiécni spremembi pro-
stornine. Drugi del pa predstavlja specificno deformacijsko delo, ki
ga deviatori¢ne napetosti opravijo pri spremembi oblike elementarnega
dela telesa. Zato prvega od omenjenih delov imenujemo hidrostaticno
specificno deformacijsko delo ', drugega pa preoblikovalno specifiéno
deformacijsko delo 27

1 K
9H = —oglHey, = —¢2
2 27 2 =9 + 7. (6.153)

9 = —2uId
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6.5 Dopolnilna deformacijska energija elasticnega telesa

ODb upostevanju cetrte od enacb (6.151) lahko preoblikovalni del speci-
ficnega deformacijskega dela zapiSemo tudi v odvisnosti od druge in-
variante deviatoricnega dela napetostnega tenzorja

1
¥ = ——1I5. 6.154
e (6.154)
Z I5 pa smo v poglavju o pogojih za zacetek plasticnega tecenja izrazili
Misesov pogoj. Ob upostevanju zvez (6.153) in (6.154) lahko sedaj
Misesovemu pogoju najdemo razvidnejsi fizikalni pomen: do zacetka
plasticnega tecenja pride tedaj, ko preoblikovalni del specificnega de-

formacijskega dela doseze dolo¢eno, od materiala odvisno vrednost.

6.5 Dopolnilna deformacijska energija elasticnega telesa

V dosedanjem proucevanju energijskih razmer v elasti¢cnem trd-
nem telesu smo kot neodvisne spremenljivke vpeljali komponente ten-
zorja majhnih deformacij €;; in ugotavljali, kolikSna notranja energija
se nalozi v telesu pri prehodu iz zacetnega nedeformiranega stanja v
konc¢no deformirano stanje. V tem razdelku uberemo drugo pot in kot
neodvisne spremenljivke izberemo komponente napetosti o;;. Deforma-
cijsko energijo, ki se nalozi v elasticnem telesu med tem, ko se napetosti
od zacetnega neobtezenega stanja povecajo do koncnega napetostnega
stanja, imenujemo dopolnilna ali komplementarna deformacijska ener-
gija in jo za razliko od deformacijske energije D oznac¢imo z D*.

Dopolnilno deformacijsko energijo, ki se nalozi v enoti prostornine,
imenujemo specificna dopolnilna deformacijska energija Z*
dD*
7" = .
av

Nadaljujemo podobno kot v prejSnjem razdelku in zapiSemo prirastek

(6.155)

specificne dopolnilne deformacijske energije za primer prostorskega
napetostnega in deformacijskega stanja

d2* =Y > zij dgi; - (6.156)
Y

247



6.5 Dopolnilna deformacijska energija elasticnega telesa

Pri elasticnem materialu, kjer je zveza med napetostmi in deforma-
cijami enolicna, je prirastek specificne deformacijske energije totalni
diferencial funkcije Z*(o;;).

ZZ 6% da” : (6.157)

To pomeni, da lahko pri elasticnem telesu najdemo enoli¢no, zvezno
odvedljivo funkcija stanja 2*(o), za katero velja

09*

9g i

Kot primer navedimo specificno dopolnilno energijo linearno elasticne
snovi

1+v

2F
v

2E

x _ 2 2 2 2 2 2
7" = (Jxm + Oyy +oz,+ Oy + Oyz + sz) -

(Oua + Oyy + 022)° . (6.159)

Odvodi funkcije 2* po napetostih so oc¢itno enaki ustreznim kompo-
nentam €;; tenzorja majhnih deformacij.

Specificno dopolnilno deformacijsko energijo, ki se nakopi¢i v elemen-
tarnem delu telesa med prehodom iz neobteZenega stanja o;; = 0 v
koncno mehansko stanje, opisano z napetostmi o;;, doloc¢imo z inte-

gralom
Tij

7= / DD g dgij (6.160)
ot J

celotno dopolnilno deformacijsko energijo obtezenega telesa pa izracu-
namo tako, da specificno dopolnilno deformacijsko energijo integriramo
po obmocju ¥

:/@*dV:// Y gijdgi;dv. (6.161)
Y4 v o v
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6.6 Posplosene sile in posploseni pomiki

Specificno dopolnilno deformacijsko energijo v poljubni tocki linearno
elasti¢nega telesa dolo¢imo tako, da v ena¢bo (6.160) vstavimo drugo
od konstitucijskih zvez (3.114) pri AT = 0 in na podoben nacin kot v
prejsnjem razdelku po krajsi izpeljavi dobimo

1

_ 1+v
- 2F

78 (I7)? =15 (6.162)

Prav tako lahko hitro pokazemo, da je pri linearno elasti¢ni snovi
specificna dopolnilna deformacijska energija delca enaka njegovi speci-
ficni deformacijski energiji, enakost pa velja tudi med celotno dopolnilno
deformacijsko energijo in celotno deformacijsko energijo telesa

" =9

g* = %; ;O—ijgij — { (6163)

D*=D,

pri Cemer je

v ot

Izpeljavo enacb (6.162) in (6.163) kakor tudi dokaz enakosti izpeljanih
izrazov (6.146) za specificno deformacijsko energijo in (6.162) za njeno
dopolnilno vrednost prepuscamo skrbnemu bralcu.

6.6 PosploSene sile in posploseni pomiki

V enacbi (6.147) smo specificno deformacijsko energijo &, ki se
nalozi v enoti prostornine linearno elasti¢nega telesa, izrazili s kon¢no
dosezenimi napetostmi in deformacijami. Celotno deformacijsko ener-
gijo telesa D izracunamo z integriranjem specificne deformacijske ener-
gije po obmocju, ki ga telo zavzema v prostoru. V nadaljevanju si oglej-
mo, kako celotno deformacijsko energijo telesa izrazimo neposredno z
zunanjo specificno povrsinsko obtezbo p,, in specificno prostorninsko
obtezbo v. Nalogo obc¢utno skrajSamo z zapisom nastopajocih izrazov
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6.6 Posplosene sile in posploseni pomiki

v vektorski obliki. Pri tem v nadaljevanju uporabljamo skrajsan zapis
za skalarni produkt dveh vektorjev (ab = a - b). Najprej v vektorski
obliki zapisimo ena¢bo (6.147)
1
7= Z oic;i . (6.165)

Da je zapis pravilen, se hitro prepricamo ob upostevanju definicij koor-
dinatnih vektorjev napetosti in deformacij

g; = Zaijej in E; = Zgikek . (6166)
J k
Po vstavitvi v enacbo (6.165) namre¢ sledi

9 = %Z Zaij Z €ik€ ;€L . (6167)
7 7 k

Ker je ejer, = 0 in E €ik0jk = €45 , dobimo
k

1 1
9 = iz Za'ij Zgik(sjk = 52 ZO’iszij . (6168)
i k i
Celotna deformacijska energija telesa je sedaj

1
D= i/Zaisi dv . (6.169)
/1/ 3

Upostevamo, da zunanja obtezba in napetosti zadoScajo ravnoteznim

pogojem
0o;
Vo . =0 6.170
; otV (6.170)
D eixo;=0 (i=x9,2)  (6.171)
S Pn = Z i eni, (6.172)
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pomiki, deformacije in zasuki pa so povezani s kinemati¢no enacbo

ou

Vo oz,

=&, twxe;. (6.173)

Ta kinemati¢ni pogoj upostevamo v enacbi (6.169) in dobimo
1 ou 1
za/Zaia—xidV—i/Zai(wxei) v . (6.174)
v ot vt

Prvi integral na desni strani gornje enacbe preoblikujemo v skladu s
pravilom za odvod produkta

/Zazaudv /Za (ou) dV — /Zg‘;’udv (6.175)

v drugem pa zamenjamo vrstni red faktorjev in ob upostevanju ravno-

teznega pogoja (6.171) dobimo

/Zai(wxei)dV:/wZi:eixaidV:O. (6.176)

v o v

Enacba (6.174) se s tem glasi
D= av — = av . 1
2/26@( u) vV 2/Zaxi“v (6.177)
vt vt
Z Gaussovim integralskim izrekom

jfZP eni dS = /Z 8% (6.178)

prevedemo prvi integral na desni strani enac¢be (6.177) na integral po

mejni ploskvi .

M

u) dV = 7{2 (ou) e, dS = fZa’iem-udS.
7 7
(6.179)
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6.6 Posplosene sile in posploseni pomiki

Ob upostevanju ravnoteznih pogojev (6.170) in (6.172) lahko sedaj
enacbo (1.72) zapisemo v naslednji obliki

1 1
D= §j{andS+ §/vudV. (6.180)

7 v

Ugotovitev, da lahko celotno mehansko delo, opravljeno pri deformi-
ranju linearno elasti¢nega telesa, doloc¢imo kar po vzorcu, ki smo ga
spoznali na enoosnem primeru palice v razdelku 6.3, je v mehaniki
znana kot Clapeyronov' teorem.

Dobljeno enac¢bo lahko Se nadalje preoblikujemo v prirocnejso obliko za
prakticno delo, in sicer z naslednjim razmislekom: specificna povrsinska
obtezba p, (z,y, z) vkljucuje vse sile, ki delujejo na mejno ploskev telesa
. Ta obtezba je na razlicne nacine porazdeljena po povrsini telesa.
Pogosti so primeri, ko je del povrsSinske obtezbe z relativno veliko in-
tenziteto porazdeljen po razmeroma majhnem delu povrsine telesa. Za
tovrstne obtezbe je smiselno vpeljati racunska modela tockovne sile ali
tockovne dvojice. Celotno obtezbo mejne ploskve lahko torej sestavimo
iz dolocenega Stevila tockovnih sil P; in tockovnih dvojic Mg ter iz
tistega dela povrsinske obtezbe p,,, ki je porazdeljen po vecjih delih
povrsine in ga torej ni mogoce z?iovoljénjo natanc¢nostjo nadomestiti s
tockovnimi silami in dvojicami.

pr, UP;UMg = p, (JJK=1,2,...). (6.181)

Ob tem Se enkrat spomnimo, da smemo tockovna rac¢unska modela zu-
nanje obtezbe vpeljati le tedaj, kadar dejanska porazdeljena povrsinska
obtezba deluje na omejenem obmocju zunanje mejne ploskve, ki je zelo
majhno v primerjavi s sicersnjo velikostjo te ploskve.

Z oznako D za tisti del deformacijskega dela, ki ga opravita porazdeljena
specificna povrsinska obtezba p,, in specificna prostorninska obtezba v

t Benoit Emile Clapeyron, francoski inzenir in fizik, 1799-1864.
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6.6 Posplosene sile in posploseni pomiki

1 1
D= 574 Pn udS—|—§/ vudV, (6.182)

7 v
lahko celotno deformacijsko energijo telesa D zapiSemo na naslednji
nacin 1 1
D:Q+§ZJ:PJuJ+§;MKwK. (6.183)

Pri tem sta torej Py in Mg tockovna sila in tockovna dvojica, ki delu-
jeta v tockah J in K, z uy in wg pa smo oznacili vektor pomika in
vektor zasuka istih tock J in K. V kartezijskem koordinatnem sistemu
z bazo (e, ey, e,) jih zapiSemo z vsotami

P, =) Ple Mg =Y MFe;

3
uy; = E u;]ei Wg = E wiKei
i i

(i=zy,2 JJK=1,2,...).

(6.184)

S skalarnimi komponentami vektorjev P j;, Mg, u; in wg zapiSemo
enacbo (6.183) takole

D=D+ 5 SN Pl 5 33 M
J ; 7

% K
(i=zy,2; JJK=1,2,...). (6.185)

N =

Kakor vidimo, gre za razmeroma neroden in nepregleden zapis, ki pa
ga lahko obc¢utno poenostavimo z uvedbo tako imenovanih posplosenih
sil in posplosenih pomikov.

Ideja je v tem, da vpeljemo enotno oznako P; za posploSene sile,
ki vkljucujejo tako tockovne sile v ozjem pomenu besede, kakor tudi
tockovne dvojice. Prav tako vpeljemo enotno oznako wu; za posplosene
pomike, ki vkljuc¢ujejo tako translacijske kakor tudi rotacijske prostost-
ne stopnje, torej komponente pomikov in komponente zasukov.
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6.6 Posplosene sile in posploseni pomiki

Zapis obteznega in kinemati¢nega stanja telesa s posplosenimi silami
in posploSenimi pomiki je Se posebej ugoden pri izpeljavi algoritmov in
sestavljanju racunalniskih programov za numeri¢no analizo problemov
konstrukcijske mehanike. V rabi so razlicni nacini za ostevilcenje po-
sploSenih sil in posplosenih pomikov. Zelo zanesljiv in nedvoumen nacin
je, da v dolo¢enem smiselnem zaporedju oznac¢imo vse tocke telesa, ki so
zanimive s staliS¢a mehanske analize, nato pa v vsaki obravnavani tocki
kot posplosene sile vpeljemo vse mozne komponente sil in dvojic, kot
posplosene pomike pa ustrezne komponente pomikov in zasukov glede
na skupni nepremicni koordinatni sistem. V sploSnem prostorskem
primeru imamo torej v vsaki obravnavani tocki po Sest posplosenih
sil in Sest posplosenih pomikov, njihove oznake pa si sledijo glede na
zaporedje oznak obravnavanih tock.

Slika 6.13

Za ilustracijo smo na sliki 6.13 oznacili tri pomembne tocke telesa. V
prakticnem primeru bi slo bodisi za tocke na zunanji mejni ploskvi, v
katerih deluje zunanja obtezba, lahko pa vklju¢imo tudi tocke na mejni
ploskvi in tocke v notranjosti telesa, ki so sicer neobtezene, vendar nas
zanimajo njihovi pomiki in zasuki. Prednost opisanega nacina vpeljave
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6.7 Izrek o virtualnih pomikih (izrek o virtualnem delu)

in oznacevanja posplosenih sil in posplosenih pomikov je ravno v tem,
da omogoca nedvoumen opis obtezbe in prostostnih stopenj izbranih
tock telesa. Ce bi bila, na primer, tocka 3 obtezena le s tockovno silo
H v smeri y, bi veljalo: P35 = 0, Piy = H, Pi5 = Pig = P17 =
P1s = 0. Podobno bi v primeru, da bi bila tocka 1 nepomic¢no vrtljivo
podprta, to povedali z zahtevo, da je u; = us = uz = 0. Kakor sledi
iz enacbe (6.185) in slike 6.13, je pri tem treba skrbno paziti le na to,
da se oznake posplosenih sil in posplosenih pomikov ujemajo tako po
prijemaliscih kakor tudi po smereh delovanja. Pri ravninskih ali linij-
skih racunskih modelih trdnih teles se Stevilo moznih posplosenih sil
oziroma posploSenih prostostnih stopenj ustrezno zmanjsa.

Izraz (6.183) za celotno deformacijsko energijo linearno elasti¢nega
telesa preide s tem v zelo preprosto obliko

1 n
D=D+3 ZPiui : (6.186)

kjer je n skupno Stevilo posploSenih sil oziroma posplosenih pomikov.

6.7 Izrek o virtualnih pomikih (izrek o virtualnem delu)

V razdelkih 6.2 do 6.6 smo se ukvarjali z realnimi fizikalnimi
koli¢inami, ki jih lahko vsaj posredno tudi izmerimo. V nadaljevanju
pa bomo podrobneje obravnavali dve ze v razdelku 6.3 omenjeni novi
koli¢ini, ki ju imenujemo virtualno delo in dopolnilno virtualno delo.
Dejansko gre pri tem zgolj za formalni matemati¢ni koli¢ini, ki pa ju
izracunamo podobno kot mehansko delo oziroma deformacijsko energijo
pri medsebojno neodvisnih silah in pomikih. Obe omenjeni koli¢ini in
z njima povezani izreki predstavljajo uc¢inkovito matematic¢no orodje za
reSevanje prakticnih problemov konstrukcijske mehanike.

Vzemimo, da je trdno telo na obmocju ¥ obtezeno s specificno
prostorninsko obtezbo v, na delu mejne ploskve ¥}, pa s specificno
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6.7 Izrek o virtualnih pomikih (izrek o virtualnem delu)

povrsinsko obtezbo p,, (slika 4.1). Napetosti o7, ki se zaradi te obtezbe
pojavijo v telesu, naj bodo staticno dopustne; to pomeni, da zadoscajo
ravnoteznim pogojem (1.122), (1.130) in (1.139)

60'1'
2 =0
2
Zei xo;=0 (i==x,y,2). (6.187)
yp : pnzzaieni

Zaradi delovanja zunanje obtezbe se telo deformira. Pomiki u, zasuki w
in deformacije €;, ki opisujejo deformiranje telesa, naj bodo kinematicno
dopustni; to pomeni, da zados¢ajo kinemati¢nim pogojem (2.162)

ou
2 b =g, +tw; =¢€;, +twXxXe;

T (i=z,y,2z). (6.188)
S u=u" (w=w")

S tem smo vzeli, da se je telo po obtezitvi z zunanjo obtezbo umirilo
v ustrezni ravnotezni legi, ki pa se v skladu s predpostavko o majhnih
deformacijah v geometrijskem pogledu le malo razlikuje od nedeformi-
rane zacetne oblike telesa. Sedaj pa vzemimo, da se dejanski pomiki
telesa nekoliko spremenijo. To navidezno (virtualno) spremembo polja
pomikov imenujemo virtualni pomik. V matemati¢nem pogledu gre za
variacijo vektorske funkcije pomika u(z,y, z), ki jo zato oznacimo z du.
Za virtualne pomike du in pripadajoce virtualne zasuke dw ter virtualne
deformacije de; zahtevamo, da ustrezajo enakim kinemati¢nim pogojem
kot dejanski pomiki, zasuki in deformacije

VR 25“:53i+5w><ei
@ (i=2,9.2),  (6.189)
B2 ou =0,
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6.7 Izrek o virtualnih pomikih (izrek o virtualnem delu)

le na delu mejne ploskve .7, kjer so pomiki predpisani, morajo biti
virtualni pomiki enaki ni¢. Seveda to tudi pomeni, da morajo biti vir-
tualni pomiki dovolj majhni, da so zadosScene predpostavke o majhnih
deformacijah, ob katerih smo izpeljali kinemati¢ne enacbe (6.188). V
vseh drugih pogledih pa so virtualni pomiki poljubni in prepusceni nasi
izbiri, torej tudi povsem neodvisni od dejanske zunanje obtezbe. V
jeziku variacijskega racuna opredelimo virtualne pomike kot linearni
del poljubne mozne spremembe deformirane konfiguracije telesa.

Ker so virtualni pomiki neodvisni od dejanske obtezbe telesa, lahko
dolo¢imo navidezno (virtualno) delo, ki ga dejanska zunanja obtezba
opravi na virtualnih pomikih, skladno z definicijo mehanskega dela kon-
stantne sile na od te sile neodvisnem pomiku. To delo imenujemo vir-
tualno delo zunanjih sil in ga oznacimo z W

W = /pn5ud8+/v5udV. (6.190)
7, %

Ker je virtualni pomik na delu mejne ploskve .7, enak ni¢, lahko na
desni strani enacbe (6.190) brez posledic pristejemo integral virtualnega
dela po .7,

oW = /pndud5'+/pn5ud5+/véudv. (6.191)
I E v

Vsota prvih dveh integralov predstavlja integral virtualnega dela po
celotni sklenjeni mejni ploskvi telesa .7

oW = %pnéu as + /véudV. (6.192)
S Vv

Ob upostevanju robnega pogoja na povrsini telesa lahko prvi integral
na desni strani izrazimo z napetostmi in po preureditvi dobimo

oW = 7{203 oue,; dS + /V5udV. (6.193)
7 %
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6.7 Izrek o virtualnih pomikih (izrek o virtualnem delu)

Z uporabo Gaussovega integralskega izreka
P;e,; dS = 6.194
JEreis= [ (6:199)

prevedemo integral po sklenjeni mejni ploskvi . na integral po pro-

storskem obmocju ¥, ki ga ograjuje ploskev .
W = / >
Izraz v oklepaju odvajamo kot produkt in po ureditvi dobimo

8(5u
W = /(Z 7. +v> 5udv+/zm axz (6.196)

V skladu s prvim od ravnoteznih pogojev (6.187) je prvi integral v

;ou) dV—f—/VéudV. (6.195)
v

enacbi (6.196) enak ni¢, drugega pa ob upoStevanju kinemati¢nega
pogoja (6.189) za virtualne pomike zapisemo takole

SW = /Zaiéei dv + /Zai (bw x €;) dV . (6.197)
VR VR
Ce v mesanem produktu, ki nastopa v drugem integralu, zamenjamo

prvi in drugi, nato pa Se drugi in tretji vektor, dobimo

Za’i (dw X €;) = 5‘—0282' xo;=0. (6.198)

Pri tem smo upostevali Se drugega od ravnoteznih pogojev (6.187). V
enacbi (6.197) nam torej ostane le prvi integral, ki predstavlja virtualno
delo dejanskih napetosti na virtualnih deformacijah. Imenujemo ga
virtualno delo notranjih sil in ga ozna¢imo z 6D

6D = / > oideidV. (6.199)
4 A
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6.8 Izrek o virtualnih silah (izrek o dopolnilnem virtualnem delu)

Iz primerjave enacb (6.190), (6.197) in (6.199) sledi izrek o virtualnih
pomikih oziroma izrek o virtualnem delu, ki pove, da je v ravnoteznem
stanju telesa pri kinematicno dopustnih virtualnih pomikih virtualno
delo zunanjih sil enako virtualnemu delu notranjih sil

SW =6D. (6.200)

Vsebina in pomen izreka o virtualnih pomikih sta bolj smiselno zajeta
v naslednji povedi:

Ce je pri kinematicno dopustnih virtualnih pomikih telesa virtualno delo
zunangih sil enako virtualnemu delu notrangih sil, je telo v ravnotezZju.

Za prakticno delo v mehaniki je izrek o virtualnem delu ugodno zapisati
v skalarni obliki

/me'éui d8+/2v2~6u2~ dV = /Zzaijéeij dv.  (6.201)
p : v ‘ v ¢ J

Iz vsega povedanega sledi, da izrek o virtualnem delu predstavlja
drugacen zapis ravnoteznih enacb. Glede na to, da so ravnotezne enacbe
v svoji izvorni obliki parcialne diferencialne enacbe, je zapis v obliki
izreka o virtualnem delu pogosto znatno bolj ugoden.

6.8 Izrek o virtualnih silah (izrek o dopolnilnem virtualnem
delu)

Izhodisce za izpeljavo izreka o virtualnih silah je ravnotezno stanje
telesa, kakrsno smo definirali na zacetku prejsnjega razdelka. Pri tem
poudarimo, da pripadajo¢i pomiki, zasuki in deformacije zadoscajo
kinemati¢nim pogojem.

Sedaj pa vzemimo, da telo navidezno dodatno obtezimo s poljubno
specificno prostorninsko obtezbo dv in s poljubno specificno povrsinsko
obtezbo dp,,. To variacijo obtezbe imenujemo virtualna obtezba in je
povsem neodvisna od dejanske obtezbe telesa. Zahtevamo le, da je
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6.8 Izrek o virtualnih silah (izrek o dopolnilnem virtualnem delu)

virtualna obtezba staticno dopustna. To pomeni, da virtualna obtezba
in pripadajoCe napetosti do; zadoScajo ravnoteznim pogojem

650’1 .
Vo : oz, +ov=0 in ;eixéa’izo
S Zéa’iemzépn (i=1,2,...,n).

(6.202)
Delo, ki ga virtualna obtezba opravi na dejanskih pomikih, imenu-
jemo dopolnilno ali komplementarno virtualno delo zunanjih sil in ga
oznacimo z W™

W = 7{5pnu as + /(5vudV. (6.203)
S Vv

Ob upostevanju robnega pogoja na povrsini telesa lahko prvi integral na
desni strani izrazimo z virtualnimi napetostmi in po preureditvi dobimo

S — 7{ S b0 wen dS + / Svudy . (6.204)
7 1 v

Z uporabo Gaussovega integralskega izreka prevedemo integral po skle-
njeni mejni ploskvi .’ na integral po prostorskem obmocju ¥

d

= ; . 2

SW / Z 7. (6o u) dV + / svudV (6.205)
v ot v

Izraz v oklepaju odvajamo kot produkt in po ureditvi dobimo

. déo; du
sW _/<Z 7. +(5v) udV+/Z(50'za—xidV. (6.206)
v ¢ v

V skladu s prvim od ravnoteznih pogojev (6.202) je prvi integral v
enacbi (6.206) enak ni¢, drugega pa ob upostevanju kinemati¢nega
pogoja (6.188) zapisemo takole
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6.8 Izrek o virtualnih silah (izrek o dopolnilnem virtualnem delu)

SW* — / Y eiboidV + / > d0i(wxe;)dV. (6.207)

v ol vl
Mesani produkt v drugem integralu je, podobno kakor v prejsSnjem
razdelku, enak ni¢. Ostane nam torej le prvi integral, ki predstavlja delo
virtualnih napetosti na dejanskih deformacijah. Imenujemo ga dopol-
nilno ali komplementarno virtualno delo notranjih sil in ga ozna¢imo z

6D*
6D* = / > eidoidV . (6.208)
& 7

Iz primerjave enacb (6.203), (6.204) in (6.205) sledi izrek o virtualnih
silah oziroma izrek o dopolnilnem virtualnem delu, ki pove, da je pri
kinemati¢no dopustnih dejanskih pomikih in stati¢cno dopustni virtu-
alni obtezbi dopolnilno virtualno delo zunanjih sil enako dopolnilnemu
virtualnemu delu notranjih sil

SW* = 6D* (6.209)

oziroma v skalarni obliki

7 & 7 & 7 7

Fu

Za prakticno delo v mehaniki je smiselna in koristna naslednja oblika
izreka o virtualnih silah:

Ce je pri staticno dopustni virtualni obtezbi telesa dopolnilno virtualno
delo zunangih sil enako dopolnilnemu virtualnemu delu notranjih sil, so
1zpolnjeni kinematicni pogoji.

Izrek o dopolnilnem virtualnem delu torej predstavlja drugacen zapis
kinematic¢nih enac¢b. Glede na to, da so kinemati¢ne enacbe v svoji
izvorni obliki parcialne diferencialne enacbe, je zapis v obliki izreka o
dopolnilnem virtualnem delu pogosto znatno bolj ugoden. Kakor se bo
izkazalo v nadaljevanju, predstavlja izrek o virtualnih silah ucinkovito
orodje za dolocanje pomikov in zasukov diskretnih tock telesa.
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6.9 Dolocanje pomikov in zasukov z izrekom o virtualnih silah

6.9 Dolocanje pomikov in zasukov z izrekom o virtualnih silah

V okviru omejitve (6.202) lahko virtualno obtezbo izberemo po-
vsem poljubno. Seveda je umestno izbrati virtualno obtezbo tako, da z
njo na ¢im bolj preprost nacin dolo¢imo pomike in zasuke posameznih
tock telesa. Zato dosledno vzamemo, da je virtualna prostorninska
obtezba enaka nic¢, virtualno obtezbo mejne ploskve telesa . pa obicaj-
no sestavimo zgolj iz virtualnih tockovnih sil 0P; in virtualnih tockovnih
dvojic 0M;

v . dv=0

(6.211)
S 5P1U5M125pn (221,2,,7’[,)

Pri tem smo vpeljali poenostavljen nacin oznacevanja prijemalis¢ virtu-
alnih sil in dvojic kar z zaporednimi naravnimi stevili¢ (i =1,2,...,n).

Slika 6.14

Oznaka 0P; oziroma 0M; tako pomeni, da virtualna sila in virtualna
dvojica delujeta v tocki i. Enako logiko oznacevanja uporabimo za
pomike in zasuke, tako da sta u; in w; pomik in zasuk, ki ju dejanska
zunanja obtezba povzroci v tocki i. S tem lahko dopolnilno virtualno
delo zunanjih sil zapisemo takole
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6.9 Dolocanje pomikov in zasukov z izrekom o virtualnih silah

Naj bo naloga zastavljena takole: v tocki ¢ telesa B je treba dolociti
pomik u; v smeri enotskega vektorja e,, v tocki j pa zasuk w; okoli osi,
dolocene z enotskim vektorjem e, (slika 6.14).

Resevanja se lotimo tako, da v tocki ¢ obtezimo telo z virtualno silo
0P;, ki se po smeri ujema z enotskim vektorjem e,, v tocki j pa z
virtualno dvojico dM;, ki ima smer enotskega vektorja e,,. Ce z 6P,
in dM; oznacimo velikosti vektorjev dP; in M, lahko ta dva vektorja

zapisemo takole

(6.213)
(ij = (5MJ (SR

Dopolnilno virtualno delo, ki ga virtualna zunanja obtezba opravi na
dejanskih pomikih in zasukih, je tedaj

W™ = 1115P1 + (.Jjan = uieuépi + w]'ewan . (6214)

Skalarna produkta u,e, in w;e, predstavljata projekciji vektorjev u;
in w; na smeri e, in e, torej ravno iskani pomik in zasuk tock i in j

HiGu = (6.215)
w;i€, = Wj. .

Dopolnilno virtualno delo zunanjih sil lahko sedaj zapiSemo v skalarni
obliki

in ob upostevanju izreka o virtualnih silah dobimo
SW* = §D* — u; 6P; +w; 6M; = §D* . (6.217)
Virtualni obtezbi § P; in d M; lahko izberemo poljubno, na primer takole
0P, =1, 0M; =0
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

in iz enacbe (6.217) sledi
u; = 6D*(6P; =1, 6M; =0). (6.218)

7, izbiro
0P, =0, 0M; =1

pa dobimo
wj =6D*(6P; =0, 6M; =1). (6.219)

Tako smo prisli do zelo preprostega pravila: pomik obravnavane tocke
telesa v predpisani smeri dolo¢imo tako, da telo v obravnavani tocki
obtezimo z enotsko virtualno silo v izbrani smeri in izracunamo pri-
padajoce dopolnilno virtualno delo notranjih sil §D*. Iskani pomik je
po vrednosti kar enak dopolnilnemu virtualnemu delu, ki ga napetosti
zaradi enotske virtualne obtezbe opravijo na dejanskih deformacijah
telesa. Podobno ravnamo, ce je treba v obravnavani tocki telesa dolociti
zasuk okrog predpisane smeri v prostoru: tocko obtezimo z enotsko vir-
tualno dvojico v izbrani smeri in iskani zasuk izracunamo kot dopol-
nilno virtualno delo, ki ga pripadajoce virtualne napetosti opravijo na
dejanskih deformacijah telesa.

6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

Kakor smo pokazali v prejsSnjem razdelku, je racunski postopek
za dolocanje pomikov in zasukov posameznih tock telesa osredotocen
na rac¢unanje dopolnilnega virtualnega dela § D* pri premisljeno izbrani
enotski virtualni obtezbi. Skalarni zapis enacbe (6.208)

vt

pokaze, da moramo dolociti deformacije ¢;;, ki ustrezajo dejanski zu-
nanji obtezbi, ter napetosti do;;, ki pripadajo virtualni obtezbi telesa.
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

V dosedanjem proucevanju linearno elasti¢nega linijskega nosilca smo
ugotovili, da lahko mehansko stanje, ki ustreza sploSnemu obteznemu
primeru, dolo¢imo kot vsoto dveh medsebojno neodvisnih mehanskih
stanj, ki pripadata upogibu z osno silo in torzijski obremenitvi nosilca.
Razen tega na mehansko stanje nosilca vplivajo tudi morebitne spre-
membe temperature in podajnost podpor ali vezi med posameznimi
elementi sestavljene linijske konstrukcije.

Deleze, ki jih k skupnemu dopolnilnemu virtualnemu delu notranjih
sil prispevajo posamezni od omenjenih vplivov, v nadaljevanju zaradi
boljse preglednosti prikazemo vsakega posebej.

Prispevki osne sile, upogibnih momentov in precnih sil

V poljubni tocki precnega prereza linijskega nosilca nastopajo normalna
napetost o, in strizni napetosti o, in o,,. Ob upostevanju simetrije
striznih napetosti in kotnih deformacij zapiSemo vsoto na desni strani
enacbe (6.220) takole

0D* = /(eméam + 26,004y + 264,00,,) dV . (6.221)
4

Enacbe za dolocanje vzdolZzne normalne napetosti o, ter striznih
napetosti oy, in 0., smo izpeljali v razdelku 5.3 (Upogib ravnega
nosilca z osno silo). V nadaljevanju zaradi preprostejSega pisanja upora-
bimo skrajSane in v literaturi pogosteje uporabljane oznake za upogibna
vztrajnostna momenta precnega prereza nosilca I, = I, in I, = I,.
Enacbe za napetosti se tedaj glasijo

N, M. M,

A W S 2
in - S*(y) Sy (y)
Gy (,y) = —Ny(af;)m - Nz(a:)m
(6.223)
S:(2) % (%)

O'mz(xv Z) = _Ny(x> b*(Z)IZ - z(x) b*(Z)Iy :
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

Vzdolzna normalna deformacija €., je z vzdolzno normalno napetostjo
0z povezana s Hookovim zakonom

oow Ny M. M, (6.224)
Epe = = — z , .
E ~ EA, YEL " CEI
virtualno napetost do,, pa izrazimo analogno z enacbo (6.222)
ON, oM, oM.
00 py = ——— — —, (6.225)

P R

Kar zadeva strizne napetosti, se v nadaljevanju omejimo na nosilce z
dvojno simetriénim prerezom (S;(y) = S5 (z) = 0), za katere velja

S7
Toy =~y h*1,
g (6.226)
Oxz = —1Vg 4 .
b*1,
Kotni deformaciji €, in ., doloé¢imo z ustreznima konstitucijskima
enacbama g
o
2 = = Mg
gr (6.227)
260, = Toz _ -N, —2
xrz G z G b*]-y 9

virtualni napetosti o, in 0., pa zapiSemo po vzorcu enacb (6.226)

d0zy = —ON, S

h*I,

o (6.228)
80,, = —ON, —L.

b1,

Enacbe (6.222) do (6.228) kazejo, da na vzdolzno normalno napetost
042 vplivajo samo osna sila N, in upogibna momenta M, in M.,
medtem ko sta strizni napetosti o,y in 0., odvisni le od precnih sil
N, in N,. Zato lahko v enacbi (6.221) loteno izracunamo deleza
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

§D*(0N,,d0M,,6M.) in §D* (6N, §N.,), ki ju k celotnemu dopolnilnemu
virtualnemu delu prispevajo posamezne virtualne notranje sile

§D* = 5D*(6N,,6M,, 6M,) + 6D* (5N, 6N,,) . (6.229)

Delez  D* (0N, My, §M.), ki zajema vpliv osne sile in obeh upogibnih
momentov je

§D* (6N, 6M,, 5M.) = / €200050 AV . (6.230)
v

Pri linijskem nosilcu lahko trojni integral po prostorskem obmocju 7,
ki nastopa v enacbi (6.221), izra¢unamo tako, da najprej integriramo
po pre¢nem prerezu 7, nato pa Se po dolzini elementa [. Vstavimo
zvezi (6.224) in (6.225), upostevamo, da je dV = dA,dzx, in dobimo

6D*(6Ny, 6 My, 6M.) =

l
N, M.,  M,\ (6N, OM, &M,
_ _ dA,dz .
//(EA;E yEIZ+ZEIy)<Ax YR ) v
0 o,

(6.231)

Notranje sile zaradi dejanske in zaradi virtualne obtezbe so funkcije
koordinate x, in se pri integriranju po pretnem prerezu 7, obnasajo
kot konstante. Zato lahko enacbo (6.231) zapisemo takole

§D* (5N, M, M) =

l
/ N_6N, /dAw MM, + M.5M, /yszm_

EA2 EI, I,
0 Ay Aoy
N oM, + M_,SN, N oM, + M,0N,
T z z T dAx T Y Y T / dAx
EA,L / Y EA,I #dlatt
o, oAy
My(SMy 2 MZ(SMZ 2
A, A, . 232
12 /zd +EIZ2 /yd dx (6.232)
o, A
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

V integralih po pre¢nem prerezu o7, ki nastopajo v dobljenem izrazu,
prepoznamo geometrijske karakteristike precnega prereza, kakor smo
jih Vpeljali v razdelku 5.3. Lokalni koordinatni sistem obravnavanega

in glavni vztrajnostni osi pretnega prereza ,Q{x. Tedaj je Sy = S, =0
in I, = 0 in iz enacbe (6.232) sledi

l
_ N,SN, M,6M, M.,5M.

§D* (5N, 5M,,, M) :/( x0Ne | My0My B2 Z)da:. (6.233)

v S\ BA, EI, EI,

Dobili smo zelo preprosto pravilo za racunanje dopolnilnega virtualnega

dela notranjih sil: doloc¢iti moramo produkte osnih sil in upogibnih
momentov zaradi dejanske in zaradi virtualne obtezbe, jih reducirati s
togostnimi karakteristikami in jih integrirati po celotni dolzini nosilca.

Dolo¢imo ge delez §D*(§N,,,dN.), ki ga k dopolnilnemu virtualnemu
delu notranjih sil prispevata precni sili N, in N, oziroma pripadajoci
strizni napetosti napetosti oy In 0,

6§D*(6N,,6N,) = / (264y 004y + 264, 004,) dV . (6.234)
v

V gornjo enacbo vstavimo izraze (6.227) in (6.228)
N,ON, [ S:Y L NeON. (5 2
Gz \ n arz \ v

in upostevamo, da se kolic¢ine, ki pripadajo delnemu prerezu <7, sprem-

B * \2 S* 2
5D*(6N,,6N.) :/ (S) . Ng; /(b*)dA dz .
Y

0 Ay g

dv  (6.235)

6D*(6N,,0N,) = /
v

injajo po pretnem prerezu .7,

(6.236)
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

Zapis poenostavimo z vpeljavo okrajsav

Ay [(SY . .
Ky = 73 (W) dA, in Ky = ﬁ/
? o,

A z

Enacba (6.236) se sedaj glasi

N, O, NZ(WZ) da (6.238)

!
5D*(5Ny,5Nz):/(/€y A + K, A
0

Geometrijski karakteristiki x, in x, imenujemo strizna oblikovna koe-
ficienta prereza <. Enacbo (6.238) pa lahko zapisemo Se drugace, ce
vpeljemo tako imenovana strizna prereza A, in A,

A,==2  in A, =22 (6.239)

Tako dobimo

l

Ny oN, NZaNZ) dx (6.240)

5D*(5Ny,5Nz):/( ot oa
Yy z
0

Kakor vidimo, je vpliv precnih sil na dopolnilno virtualno delo no-
tranjih sil in s tem na pomike in zasuke posameznih tock linijskega
nosilca izrazen podobno kakor vpliv osne sile, le da moramo kot strizno
togost prereza upostevati produkt striznega modula G in ustreznega
striznega prereza A, oziroma A.. V sploSnem lahko ugotovimo, da
je vpliv pre¢nih sil v primerjavi z vplivom upogibnih momentov zane-
marljivo majhen, razen v primerih, ko gre za izrazito “cokate” nosilce. Z
drugimi besedami: vpliv precnih sil na pomike in zasuke linijskih nosil-
cev je tem manjsi, kolikor bolj je izpolnjena osnovna predpostavka, da
so dimenzije prec¢nega prereza majhne v primerjavi z dolzino nosilca.
Preprost primer je prikazan v Zgledu 6.2.
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

Prispevek torzijskega momenta

V razdelku 5.5 smo po metodi napetosti obravnavali primer enakomer-
ne torzije ravnega nosilca. Gre torej za primer, ko je notranji torzijski
moment M, enakomeren po celotni dolzini nosilca, edina kinematicna
koli¢ina linijskega racunskega modela, s katero imamo opraviti, pa je
torzijski zasuk w,. V prakti¢nih konstrukterskih nalogah gre v tem
primeru praviloma za dolocanje razlik torzijskih zasukov na obeh kon-
ceh linijskega nosilca. Za boljse razumevanje si oglejmo linijski nosilec,

6.15).

My 4 joMr 5
@ Mx:MT
_ [
Wy ol
5MT 6MT
| @ | 6M=0Mr
Slika 6.15

V takem nosilcu nastopa le enakomeren notranji torzijski moment M, =
Mr. Vzemimo, da je torzijski zasuk v krajiséu i enak w?, torzijski
virtualnim torzijskim momentom d Mp in zapisimo izrek o dopolnilnem
virtualnem delu

SW* = —w! My +wl My = 6D*(6M,,) , (6.241)

od koder sledi

J
(w3

—wl) §Mrp = 6D*(6M,) . (6.242)

270



6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

Pri tem je d M, notranji torzijski moment, ki pripada virtualni obtezbi
M. Za razliko torzijskih zasukov vpeljemo oznako Aw, = wl —w? in

dobimo

Aw My = 6D*(5M,,) . (6.243)
V obravnavanem primeru dolocata napetostno stanje poljubnega delca
v precnem prerezu strizni napetosti o, in 0., zato je pripadajoci delez
dopolnilnega virtualnega dela notranjih sil doloc¢en s formalno enakim
izrazom kot prispevek precnih sil pri upogibu

§D*(6M,) = / (264y 004y + 264, 00,,) AV . (6.244)

v

Napetosti 0,y in 0., smo izrazili z napetostno funkcijo Ciste torzije
e(y, z)

M O¢
Oy =
Y 1, 9z
(6.245)
M, Op
Oxz = ——F 743 >
I, Oy
pripadajoci kotni deformaciji pa sta
284y = Oy _ gy
G GI, 0z
(6.246)
Exz = = - a
G GI, 0y
Virtualni napetosti do,, in do,, dolo¢imo analogno z ena¢bama (6.245)
S0 — oM, Op
oy = I, 0z
(6.247)
5 OM, Oy
Ogz — — a -
I, Oy
Izraze (6.246) in (6.247) vstavimo v enactbo (6.244) in po ureditvi do-
bimo
M oM, (o)) 2 dy
“(6M,) — dA,d 6.248
ar2 [(@) +(8z . (6248)
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

V Zgledu 6.8 pokazemo, da je integral po preé¢nem prerezu o7,, ki
nastopa v gornji enacbi, kar enak torzijskemu vztrajnostnemu momentu
1., kakor smo ga izpeljali v razdelku 5.5

[y

Prispevek torzijskega momenta k dopolnilnemu virtualnemu delu no-

dA, . (6.249)

tranjih sil torej doloc¢imo z enacbo

!
M, oM,

6D (OM,) = | =

0

dx . (6.250)

Ker sta tako notranji torzijski moment M, kakor tudi d M, konstantna
vzdolz nosilca, sledi

l
S§D*(5M,) = MéiMx/da:: Gz MM, . (6.251)
0

V nasem primeru je M, = My in éM, = My in prispevek enako-
mernega torzijskega momenta k dopolnilnemu virtualnemu delu nosilca
lahko zapisemo z enacbo

l

§D*(6M,) = MrSMr . (6.252)

GI,

Z oznako oI
kr = l”” (6.253)
vpeljemo tako imenovano torzijsko togost nosilca. Enacba (6.252) se s

tem glasi
_ Mrpo M-
5D*(6M,) = % : (6.254)
T
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

Ce za virtualno obtezbo izberemo enotski torzijski moment My = 1,

iz enacbe (6.243) sledi

M~
Aw, = 2T
W .

Pri resevanju prakticnih nalog v mehaniki nosilcev je pogosto tako, da

(6.255)

poznamo torzijski zasuk v enem od krajis¢ nosilca. Ce, na primer,
poznamo zasuk w?, izracunamo zasuk v krajiscu j z enacbo

. . M
wl = w! + Aw, = w? + —= | (6.256)
kr
V primeru, da poznamo zasuk w?, pa velja
. . M
wh =wl — Aw, = wl — —= . (6.257)
ko

Prispevki linearno elasti¢nih vzmeti

V prakti¢nih konstruktorskih nalogah imamo veckrat opraviti s podaj-
nimi podporami oziroma s podajnimi vezmi med posameznimi deli kon-
strukcije. Podajne podpore in vezi v racunskem modelu konstrukcije
obic¢ajno predstavimo z vzmetmi. Racunski modeli vzmeti so lahko line-
arno ali nelinearno elasti¢ni, v posebnih primerih pa lahko vkljucujejo
tudi plasti¢ne in viskozne lastnosti podpor in vezi. V nasem primeru se
omejimo na tri najbolj preproste, a tudi najpogosteje uporabljane vrste
linearno elasti¢nih vzmeti. To so: torzijska, osna ali linearna in spiralna
ali polzasta vzmet, za vse pa velja, da so vplivi, s katerimi vzmeti delu-
jejo na elemente konstrukcije, proporcionalni znac¢ilnim deformacijam
vzmeti.

- Torzijska vzmet (Vr):

Gre za primer, da se vpliv podpore ali sosednih delov konstrukcije
prenaSa na krajisce linijskega nosilca kot torzijski moment (slika 6.16).
Tedaj lahko torzijsko vzmet enakovredno nadomestimo z linijskim ele-
mentom, ki ima enako torzijsko togost kakor vzmet. Za ta primer smo
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

dopolnilno virtualno delo, ki ga virtualna obtezba opravi pri deformi-
ranju vzmeti, ze dolo¢ili v prejsnjem razdelku z enac¢bo (6.254)

MpéMrp

5D (V) = ==

(6.258)
Pri tem je kr konstanta torzijske vzmeti, ki jo dolo¢imo z ena¢bo (6.253)
kot torzijsko togost veznega elementa, kakor smo pokazali v prejSnjem
razdelku. Druga moznost je, da konstanto kr umerimo s poskusi ob
upostevanju enacbe (6.255)

(6.259)

My 4 Cla I M oy
l

e

W W

(5MT 6MT
Slika 6.16

- Osna ali linijska (vzdolzna) vzmet (V7):

Osna vzmet je vsakdanjemu razumevanju pojma vzmeti najblizji model
podajne podpore ali vezi, pri katerem je sila, ki deluje v smeri osi
vzmeti, proporcionalna njenemu raztezku ali skrcku. Podobno kakor
torzijsko lahko tudi osno vzmet nadomestimo z linijskim elementom
z enakovredno osno togostjo (slika 6.17). V takem nosilcu nastopa le
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

enakomerna osna sila N, = P. Gre torej za ¢isto osno obtezbo nosilca,
ki je povezana zgolj z vzdolznima pomikoma krajis¢ u; in u;. Nosilec

izrek o dopolnilnem virtualnem delu

od koder sledi
(u; —u;) 6P =6D*(Vy) . (6.261)

Za razliko vzdolznih pomikov vpeljemo oznako Au = u; —u; in dobimo

AudP = 6D*(Vy). (6.262)

P EAy i Py
@ Nx:P
l
e~
U4, u]-
SP SP
| @ | ON,=5P
Slika 6.17

V obravnavanem primeru vlada v nadomestnem nosilcu homogeno
napetostno in deformacijsko stanje

Ny Ny : ON,

= = in ol —

Aa: ) Exx = E.Ax Am )

(6.263)
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

pripadajoci delez dopolnilnega virtualnega dela notranjih sil pa je

l l
dD*(Vy) = /&:m 0010 dV—/ FAZ dA, da:—/ A dx .
0 0

v

T

(6.264)
Pri tem je N, osna sila, ki pripada virtualni obtezbi §P. Ker sta
dejanska in virtualna osna sila N, in 0N, konstantni vzdolz nosilca,
sledi

!
_ N 0N, l

0
Izraz A
ke = —2 (6.266)

imenujemo konstanta osne ali linijske vzmeti. V nasem primeru je N, =
P ter 6N, = 6P in prispevek osne vzmeti k dopolnilnemu virtualnemu
delu konstrukcije lahko zapiSemo z enacbo

_ PP

OD" (Vi) = = —. (6.267)

Ce za virtualno obtezbo izberemo enotsko virtualno silo 6P = 1, iz
enacb (6.262) in (6.267) sledi, da je skréek oziroma raztezek osne vzmeti
proporcionalen delujoci sili P

P

Au= ", (6.268)
kr

kar je v skladu s splosnim razumevanjem vloge vzmeti v konstrukciji.

- Spiralna ali polzasta vzmet (Vg):

V praktic¢nih nalogah s podroc¢ja mehanike konstrukeij pogosto naletimo
na problem, da konstrukcijska izvedba stika med posameznimi elemen-
ti konstrukcije sicer zagotavlja enakost pomikov, v pogledu medseboj-
nih upogibnih zasukov pa stik ni povsem tog (primer: vijaceni stiki
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

jeklenih nosilcev, Zebljani ali mozniceni stiki v lesenih konstrukcijah
in podobno). V takih primerih lahko podajnost stika modeliramo z
uvedbo spiralne ali polzaste vzmeti. Pri linearno elasti¢nih stikih je
lastnost vzmeti podana s konstanto kg, ki povezuje spremembo upo-
gibnega zasuka z nastopajoc¢im upogibnim momentom v stiku.

ks

ks
D
Wy of Wy
B ey
Y OMs OMs
Slika 6.18

Da bi dolocili delez dopolnilnega virtualnega dela, ki ga prispeva line-
arno elasticna spiralna vzmet, si oglejmo prostolezec nosilec, sestavljen
iz dveh absolutno togih elementov, ki sta med seboj povezana s spi-
ralno vzmetjo (slika 6.18). Ce se nosilec iz kakrinega koli razloga (na
primer zaradi delovanja navpi¢ne sile P) premakne, deluje vzmet na
oba elementa nosilca s staticnim momentom Mg. Za oba absolutno
toga dela nosilca velja, da so pripadajoce deformacije €,, enake nic,
zato je celotno dopolnilno virtualno delo notranjih sil prikazane kon-
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

strukcije zajeto zgolj v delezu spiralne vzmeti. Vzmet kot vezni element
je v skladu z zakonom akcije in reakcije obtezena z enako velikima, a
nasprotno usmerjenima momentoma Mg. Vzmet obtezimo z virtual-
nima momentoma dMg in zapiSemo izrek o dopolnilnem virtualnem

delu

SW* = —w) §Mg + w) 6Mg = 6D*(Vs) (6.269)
od koder sledi
(w) —w))6Mg = 6D*(Vs) . (6.270)

Za razliko zasukov vpeljemo oznako Aw, = w5 — wé in dobimo

Aw, 6Mg = 6D*(Vg). (6.271)

Spiralno vzmet si lahko predstavljamo kot torzijsko vzmet z zelo majhno
dolzino in s torzijsko togostjo kg, ki jo opazujemo v smeri njene vzdolzne
osi. Kakor smo ugotovili v razdelku o torzijski vzmeti, je tedaj razlika

osi vzmeti. V naSem primeru je to moment Mg, tako da je

Aw, = =2 (6.272)
ks
in enacba (6.271) preide v naslednjo obliko
_ Mg 6 M,
§D*(Vg) = % . (6.273)
S

Za vse tri obravnavane modele vzmeti smo torej ugotovili podobne za-
konitosti: (i) sprememba znacilne kinematicne koli¢ine je sorazmerna
ustrezni nastopajoc¢i sili oziroma momentu, (ii) prispevek vzmeti k
dopolnilnemu virtualnemu delu notranjih sil je dolo¢en s produktom de-
janske in virtualne sile oziroma dejanskega in virtualnega nastopajocega
momenta, (iii) materialne in geometrijske lastnosti vzmeti so zajete v
togostnih koeficientih kr, ky, in kg, ki so pri linearno elasticnem mate-
rialu konstante.
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

V primeru, da je v konstrukeiji n; linijskih, ng spiralnih in n; torzijskih
vzmeti, je njihov skupni prispevek § D*(V) k dopolnilnemu virtualnemu
delu notranjih sil dolo¢en z enacbo

PP Mg;j0Ms; — ~~ MrpdMry
§ : § R P 274
kri : ks;j " kT (6.274)

J k=1

Glede na formalno enakost zapisov za prispevke vseh treh vrst vzmeti je
smiselno vpeljati enotno posplogeno oznako V) ki pri linijski vzmeti
pomeni vzdolzno silo, pri spiralni vzmeti upogibni moment in pri tor-
zijski vzmeti torzijski moment v vzmeti. Indeks (k) pove, da gre za
k—to vzmet (k = 1,2,...,n,), pri Cemer je n, = n; + ng + ny. Prav
tako uvedemo posploseno oznako §V*) za silo oziroma moment, ki ga
v k—ti vzmeti povzro¢i virtualna obtezba in posploseno oznako k%) za
togost k—te vzmeti

., o k) sy (k)

k=1

(6.275)

Prispevek linearne spremembe temperature

V razdelku 5.3 smo izpeljali enacbe, s katerimi upostevamo vpliv spre-
membe temperature na pomike in notranje sile linijskega nosilca. Vzeli
smo, da se temperatura v poljubnem preénem prerezu 7, (z) spreminja
linearno v odvisnosti od prereznih koordinat y in 2

AT (z,y,2) = ATy (x) +y ATy (z) + 2 AT, (z) . (6.276)

Iz enacb (5.129) in (5.132) sledi, da lahko vzdolzno deformacijo e,,
zapisemo takole

o= (L varan) -y (2 aran) s (e yopar).

(6.277)
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6.10 Pomiki in zasuki diskretnih tock linijskega nosilca

Vzdolzna normalna napetost do,,, ki pripada izbrani virtualni obtezbi,
je dolocena z enacbo (6.225)
0N, oM, oM,

A, VTt

(6.278)

00y =

Neumann-Duhamelove enacbe (3.111) povedo, da sprememba tempera-
ture vpliva le na normalne deformacije, v obravnavanem primeru torej
le na deformacijo €,,. Dopolnilno virtualno delo notranjih sil tedaj
izracunamo z enacbo (6.220)

S§D*(AT) = / Exz 0052 AV . (6.279)
v

V to enacbo vstavimo izraza (6.277) in (6.278)

_ N, M,
dD*(AT) :/ {(EA +OéTATx) -y (EI +OéTATy) +
4

M, ON, oM oM,
Ay ATZ z z Y
Z(Ely+aT ):|(Ax Y I, +z I, )dV,

(6.280)

diferencial prostornine izrazimo s produktom diferenciala ploscine
precnega prereza in diferenciala dolzine (dV = dA,dx) in najprej
opravimo integriranje po preénem prerezu &7.. UpoStevamo, da sta
osi y in z tezis¢ni in glavni vztrajnostni osi prereza o7,, zato so de-
viacijski in oba stati¢cna momenta prereza enaki ni¢. Po nekoliko daljsi,
vendar preprosti izpeljavi dobimo

l

_ N.6N, M,M, MM
§D*(AT) = 0% | POy P00z g
(AT) /( EA, T EI, ' EL ) v

0
l

/ (ap AT, ON, — ap AT, 0M, + ap AT, 0M,) dz. (6.281)

0
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6.11 Metoda Vereséagina

Kakor vidimo, je vpliv spremembe temperature zajet v drugem clenu
izraza za dopolnilno virtualno delo notranjih sil, medtem ko prvi in-
tegral poznamo ze od prej. Opazimo lahko, da igrajo ¢leni, ki vse-
bujejo parametre AT,, AT,, AT., podobno vlogo kakor notranje sile
N., My, M., ki zajemajo vpliv dejanske mehanske zunanje obtezbe
nosilca. To je razumljivo, saj temperaturne spremembe predstavljajo
zgolj eno od moznih oblik zunanje obtezbe nosilca.

Linijska konstrukcija, sestavljena iz n linijskih elementov

V primeru, da je obravnavana linijska konstrukcija sestavljena iz vec
elementov, dolo¢imo celotno dopolnilno virtualno delo notranjih sil kot
vsoto prispevkov posameznih elementov in vzmeti. Za konstrukcijo,
sestavljeno iz n. elementov in n, vzmeti bi tako dobili

/ N(SN L MM, | MM
El, Br, )™

le
N 5N N.6N, o~ [ M,SM,

e=1 0

3 / (ap ATySN, — ap AT,6M., + ap AT.6M,) dx +

i V(R sy (k)

) (6.282)

k=1

6.11 Metoda Verescagina

Kakor vidimo, je prakti¢na uporaba izreka o dopolnilnem virtual-
nem delu pri racunanju pomikov in zasukov posameznih tock linijske
konstrukcije v najvecji meri osredotocena na izvrednotenje integralov
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6.11 Metoda Vereséagina

produktov dejanskih in virtualnih notranjih sil vzdolz posameznih ele-
mentov konstrukcije. V dosedanjih izvajanjih smo za virtualno obtezbo
dosledno izbirali tockovne virtualne sile in dvojice. Pri opisani izbiri
so virtualne notranje sile 0N,, 6N, ON., 0M,, 6M, in 6M, vedno
odsekoma linearne funkcije. Analiticno integriranje produktov teh
funkcij s funkcijami notranjih sil zaradi dejanske obtezbe N, N,, N,
M,, M, in M, utegne biti zamudno, Se posebej pri nosilcih z vec¢ odseki
nezvezne obtezbe. K sreci si lahko to opravilo obcutno olajsamo z
uporabo tako imenovane grafo-analiticne metode Verescagina.

Ne glede na to, za katere notranje sile gre, je treba izracunati integral

b
J:/f(x)g(x) dz (6.283)

pri ¢emer je f(x) poljubna gladka funkcija na intervalu [a, b], g(x) pa
je poljubna linearna funkcija na tem intervalu (slika 6.19)

g(x) =a+ fz. (6.284)

f(x) 9(x) 4

Integral J je tako

J= / F(@) (o + Bz) dz, (6.285)
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6.11 Metoda Vereséagina

oziroma, ker sta « in 3 konstanti

b b
Jzoa/f(ac)dx—l—ﬁ/acf(x)dx. (6.286)

Dobljeno enacho zapiSemo malo drugace

b

b [ zf(x)dx
J = /f(a:) dr | a+ S abi . (6.287)
a [ f(x)dx
Vpeljemo nove oznake
b fbxf(x) dx
AfZ/f(l“)dx, rry=*7——— In gry=a+Pfary,
a [ f(z)dx

pri ¢emer Ay predstavlja ploscino lika, ki ga na intervalu [a, b] doloca
funkcija f(x), x7y je razdalja tezisca omenjenega lika od ordinatne osi,
grs pa je vrednost funkcije g(z) pri z = zpy.

Tako smo prisli do preprostega pravila za izvrednotenje integrala J

b
J = /f(:l:)g(x) dx — J=Argry. (6.288)

Plos¢ino Ay lika, ki ga doloca funkcija f(z) na intervalu |a, b,
pomnozimo z ordinato gy funkcije g(x) pod tezis¢em omenjenega lika.
V primeru, da je tudi funkcija f linearna, se lahko vlogi obeh funkcij
tudi zamenjata.

Z metodo Verescagina smo pridobili zelo u¢inkovito orodje za prakti¢no
racunanje pomikov in zasukov v posameznih tockah linijskih konstruk-
cij.
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6.12 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

6.12 Metoda sil pri staticno nedolocenih linijskih konstrukcijah

Metoda sil je ena od osnovnih metod za mehansko analizo staticno
nedolocenih trdnih teles. Gre torej za primere, pri katerih razpolozljivi
ravnotezni pogoji ne zadostujejo za dolocitev vseh podpornih in no-
tranjih sil. Metoda je Se posebej primerna za obravnavanje konstrukcij,
sestavljenih iz linijskih elementov, pri katerih so napetosti z znanimi
enacbami teorije linijskih nosilcev povezane z notranjimi silami.

Ideja metode sil je v tem, da v staticno nedoloceno konstrukcijo vpelje-
mo toliko dodatnih prostostnih stopenj, da postane staticno dolocena,
vendar kinemati¢no stabilna. To naredimo tako, da sprostimo primerno
Stevilo podpornih ali notranjih sil, njihov vpliv pa nadomestimo z
ustreznimi zunanjimi silami in dvojicami. S tem zagotovimo stati¢no
enakovrednost prvotne in sproscene konstrukcije. Zahteve za kine-
mati¢no enakovrednost obeh konstrukcij izrazimo s kinemati¢nimi rob-
nimi pogoji, ¢e smo sprostili podpore in s pogoji za enoli¢nost pomikov
oziroma zasukov, ¢e smo sprostili katero od notranjih sil. V 2. poglavju
(Deformabilno telo) smo pogoje za enoli¢nost pomikov imenovali kom-
patibilnostne pogoje in jih zapisali kot sistem parcialnih diferencial-
nih enacb, ki povezujejo komponente tenzorja majhnih deformacij z
drugimi parcialnimi odvodi pomikov. Pri izpeljavi enacb linijskega
nosilca pa smo uspeli deformacije izraziti s pomiki linijskega racunskega
modela. Zapis kompatibilnostnih enacb pri linijskih konstrukcijah je
zato bistveno lazji, saj gre zgolj za izenacevanje ustreznih pomikov in
zasukov na mestih, kjer smo v prvotno konstrukcijo vpeljali dodatne
prostostne stopnje. Metodo sil pri linijskih konstrukcijah lahko torej
razumemo kot “integrirano” metodo napetosti, o kateri smo govorili v
4. poglavju in smo jo tudi ze uporabili pri nekaterih zgledih.

Uporabo metode sil si oglejmo na primeru preproste dvakrat staticno
nedolocene ravninske linijske okvirne konstrukcije (slika 6.20-a). Zaradi
preglednejse izpeljave obravnavamo izotermni primer (AT = 0), brez
izgube na splosnosti pa zanemarimo tudi vpliv precnih sil.
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Slika 6.20

Ker gre za dvakrat staticno nedoloceno konstrukcijo, moramo vpeljati
dve dodatni prostostni stopnji. Ena od neskonéno mnogo moznosti
za sprostitev konstrukcije je prikazana na sliki 6.20-b. Vpeljali smo
moznost vodoravnega pomika v podpori C in upogibni ¢lenek v sicer
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6.12 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

togem stiku B. Tako smo dobili tako imenovano staticno doloc¢eno os-
novno konstrukcijo ali delovni sistem. Kakor smo povedali, mora biti
ta sistem v staticnem in kinematicnem pogledu enakovreden prvotni
konstrukeiji. Stati¢no enakovrednost smo zagotovili s tem, da smo v
tockah C in B, kjer smo vpeljali sprostitve, obtezili delovni sistem z
nadomestnima zunanjima silama X; in X5. S silo X; smo nadomestili
vodoravno reakcijo, s katero nepomi¢na podpora C deluje na prvotno
konstrukcijo in preprecuje vodoravni pomik desnega krajisca precke
BC. Z dvojicama X, pa nadomestimo notranji upogibni moment, s
katerim v togem stiku B elementa AB in BC delujeta drug na drugega
in zagotavljata enak zasuk obeh elementov v tocki B. Nadomestnih sil
X1 in X5 zaenkrat Se ne poznamo. Doloc¢imo ju iz pogojev za kine-
maticno enakovrednost delovnega sistema in prvotne konstrukcije. V
nasem primeru gre za zahtevi, da mora biti vodoravni pomik nosilca v
podpori C enak ni¢ in da morata biti upogibna zasuka obeh stikajocih
se elementov v tocki B enaka med seboj. Ker se lokalna koordinatna
sistema elementov konstrukcije ne ujemata med seboj, je ugodno vpe-
ljati skupni ali globalni koordinatni sistem z bazo e¢, e, e, v katerem
pogoja za kinemati¢no enakovrednost zapisemo z enacbama

Ugc = 0 (6289)
L D

UJ,',}B - 773 . (6.290)
Z wf;JB in w?B smo oznacili zasuka okrog globalne osi 7 na “levi” in
“desni” strani stika B. Pogoj (6.289) je oc¢itno kinemati¢ni robni pogoj
za smer £ v nepomicni vrtljivi podpori C. Pogoj (6.290) pa je po svoji
naravi kompatibilnostni pogoj, saj zahteva enolicnost zasuka v tocki B.
Za nadaljnje delo ga je ugodno zapisati v naslednji obliki

whp —whp = Aw,p =0, (6.291)

torej kot zahtevo, da mora biti medsebojni zasuk v stiku B enak nic.
Pogoja (6.289) in (6.291) sestavljata sistem dveh enacb, iz katerih bomo

izracunali neznani nadomestni sili X; in X5. Pomik in oba zasuka, ki
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6.12 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

nastopajo v teh enacbah, bi lahko izracunali z uporabo diferencialne
enacbe za vzdolzni pomik in enacbe upogibnice, ki smo ju izpeljali v
okviru elementarne teorije upogiba. Vendar nam izrek o virtualnih silah
ponuja dosti bolj udobno pot, ki jo bomo spoznali v nadaljevanju. V
ta namen obtezimo osnovno stati¢no dolo¢eno konstrukcijo z virtualno
silo X7 v tocki C in z virtualnima dvojicama 0 X5 v stiku B, kot kaze
slika 6.20-c. Virtualna obtezba je seveda povsem neodvisna od dejanske
obtezbe in nadomestnih sil. Vendar se izkaze, da je ugodno izbrati
virtualne sile tako, da se njihove smeri ujemajo s smermi nadomestnih
sil X7 in X5. Dopolnilno virtualno delo zunanjih sil je tedaj

SW* = ugcd Xy + (whp —whp) 6Xs. (6.292)

Upostevali smo, da je dopolnilno virtualno delo, ki ga dvojica dX5
opravi na dejanskem zasuku wf;JB, negativno, saj sta smeri virtualne

dvojice in dejanskega zasuka nasprotni med seboj.

Dopolnilno virtualno delo notranjih sil je v obravnavanem ravninskem
primeru (M, = 0) doloceno z izrazom

2 le
0D* =" (Nx(wx My‘SMy) de . (6.293)
e=1 0

EA, | EI,

Ob predpostavki, da je konstrukcija linearno elasti¢na, si zapis dopol-
nilnega virtualnega dela znatno olajsamo, ¢e pri dolocitvi notranjih sil
uporabimo zakon superpozicije. Tako osno silo kakor tudi upogibni mo-
ment izrazimo kot vsoto prispevkov dejanske zunanje obtezbe ter obeh
nadomestnih sil

Ny = Ny(p) + Nu(X1) + Ni(Xo)

(6.294)
M, = My(p) + My(Xl) + My(X2) )

kjer smo z N, (p) in M,(p) oznagcili skupna prispevka celotne dejanske
zunanje obtezbe k osni sili N, oziroma k upogibnemu momentu M,,.
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6.12 Metoda sil pri staticno nedolocenih konstrukcijah

V nadaljevanju uporabljamo za omenjena prispevka Se bolj pregledni
oznachi

Nyp = Na.(p) in My, = M,(p). (6.295)

Zapise notranjih sil dodatno poenostavimo z vpeljavo tako imenovanih
normiranih notranjih sil, ki bi nastopile v osnovni staticno doloceni
konstrukciji, ¢e bi jo obtezili z enotsko nadomestno silo X; = 1 oziroma
z enotskima dvojicama X5 =1

Ny =N, (X1 =1) My = M, (X, =1)
i (6.296)
Nyo = N, (Xo = 1) My = M, (Xs=1) .
Ker je
N (X1) = X1 N, (X1 = 1)
(6.297)
Ny (X2) = Xo Ny (Xo = 1)
in
M,(X1)=X1M,(X;=1)
Y Y (6.298)
My (X3) = Xo My (X2 =1) ,
preideta enacbi (6.294) v pregledno obliko
Nm = pr + Xl le + X2 Nx2
(6.299)

M, = My, + X1 My + Xo M.

Ker smo za virtualni sili 6 X in 6 X5 izbrali enaki smeri kot za X; in Xo,
lahko podobno kakor dejansko osno silo in dejanski upogibni moment
izrazimo tudi virtualno osno silo in virtualni upogibni moment

SN, = 0X1 Ny1 + 68X Nyo

_ - (6.300)
SM, = 6Xy My + 06Xy My .

Izraz (6.293) za dopolnilno virtualno delo notranjih sil lahko sedaj
zapiSemo takole
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*

]l

4]

N

EA,

e=1

le
/ {L (pr + X1 Ny1 + Xo Nx2) (5X1 Nui + 60X, Nx2) +
0

1 _ _ _ _
ﬁ (Myp + X1 Myl + X2 My2> (5X1 Myl + 5X2 My2> dz .
Yy

(6.301)

Desno stran enacbe (6.301) uredimo tako, da zberemo vse ¢lene, ki so

pomnozeni z virtualno silo §X;, in vse, ki so pomnozeni z virtualno
dvojico 6 X5. Tako dobimo

EA, El, *
N o
Nm2Nm1 M, 2M 1
0X2 XlZ/ + =L ) dx +
el EA, El,
5 le _
Nx2Nx2 My2My2
XQZ/ e T

My2MyP
dr| . (6.302
EA, pr, ) 4| (6302

Integrale, ki nastopajo v dobljeni enacbi, lahko izracunamo vnaprej, saj
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se nanasSajo na staticno doloc¢eni osnovni sistem. Z oznakami

(6.303)

lahko izraz (6.302) za dopolnilno virtualno delo notranjih sil zapisemo
na kratko

5[)* = 5X1 (a11X1 + a12X2 + b1)+5X2 (CL21X1 + CL22X2 + bg) (6304)

in ga v skladu z izrekom o dopolnilnem virtualnem delu izenac¢imo z
dopolnilnim virtualnim delom zunanjih sil §W*, ki smo ga ze dolocili z
enacbo (6.292). Po ureditvi tako dobimo

X1 (a1 X1 +a2Xo + b1 —uee) +
5X2 (a21X1 + CLQQXQ + bg — UJnDB —+ W#B) =0. (6305)
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Pri poljubni izbiri virtualnih sil 6 X7 in § X5 je enacba (6.305) izpolnjena
le v primeru, da sta oba izraza v okroglih oklepajih enaka ni¢. Tedaj
velja

ugc = a11X1 + a12Xo + by

(6.306)
wnDB — W#B = a21X1 + CZQQXQ + b2 .

Tako smo doloéili vodoravni pomik u¢c in medsebojni zasuk Aw, =
%?B —w,’;JB v odvisnosti od dejanske zunanje obtezbe in nadomestnih sil
X1 in X5. Upostevaje zakon superpozicije zlahka prepoznamo fizikalni

pomen posameznih koeficientov v gornjih enacbah:

a11 je vodoravni pomik, ki bi ga v tocki C povzrocila sila X; =1,
a2 je vodoravni pomik, ki bi ga v tocki C povzrocili dvojici Xo =1,
b1 je vodoravni pomik, ki bi ga v tocki C povzrocila celotna dejanska
zunanja obtezba nosilca,
az1 je medsebojni zasuk v ¢lenku B, ki bi ga povzrocila sila X; =1,
aze je medsebojni zasuk v ¢lenku B, ki bi ga povzrocili dvojici Xo =1,
bs je medsebojni zasuk v ¢lenku B, ki bi ga povzrocila celotna dejan-
ska zunanja obtezba nosilca.

Iz druge in ¢etrte od ena¢b (6.303) tudi vidimo, da sta koeficienta a2
in as; enaka med seboj.

V naSem primeru iz robnega pogoja (6.289) in kompatibilnostnega
pogoja (6.291) sledi, da je u¢c = 0 in Aw, = w?B — wf;JB = 0. Si-
stem (6.306) se s tem glasi

a11 X1 +a12X2 +01 =0

(6.307)
a21X1 + QQQXQ + bg =0.

Koeficiente ajq, ..., ass in prosta ¢lena (desni strani) by in by smo
dolocili z enacbami (6.303). Tako smo dobili sistem dveh linearnih
algebrajskih enacb, iz katerih s katero od znanih metod dolo¢imo
nadomestni zunanji sili X; in X5. S tem poznamo celotno zunanjo
obtezbo osnovne stati¢no dolocene konstrukcije (slika 6.20-b). Reakcije
dolo¢imo z ravnoteznimi pogoji, notranje sile pa z enachbama (6.299).
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Nalogo lahko sedaj Se razsirimo z zahtevo, da je treba dolociti, na
primer, pomik tocke D v smeri enotskega vektorja e, (slika 6.21).

Slika 6.21

V skladu z dosedanjimi ugotovitvami obtezimo osnovno stati¢no dolo-
¢eno konstrukcijo v tocki D z virtualno silo 6 Pp = 1 v smeri enotskega
vektorja e, in izracunamo iskani pomik u, kot pripadajoce dopolnilno
virtualno delo notranjih sil

Uy :5D*(p, Xl,X2,5PD = 1) =
2 le
N,ON,  M,0M,
dz . 6.308
Zl/(EAm+EIy)x (6.308)
=10

N, in M, sta osna sila in upogibni moment, ki pripadata dejanski

zunanji obtezbi na prvotni staticno nedoloceni konstrukciji, vendar ju
ob upostevanju zakona superpozicije lahko izracunamo na osnovnem
staticno doloCenem sistemu z enacbama (6.299), saj sta sedaj X in Xy
znani zunanji sili. Prav tako na osnovnem staticno doloc¢enem sistemu
izracunamo virtualno osno silo 0N,(6Pp = 1) in virtualni upogibni
moment dM,(0Pp = 1). Ugotovitev, da tudi notranje sile zaradi vir-
tualne obtezbe dolocamo kar na stati¢cno doloc¢eni osnovni konstrukciji,
je znana kot redukcijsko pravilo in znatno olajSuje racunanje pomikov
in zasukov stati¢no nedolocenih konstrukcij.

Vse ugotovitve o racunanju staticno nedolocenih linijskih konstrukcij
po metodi sil lahko posplosimo za primer n-krat staticno nedolocene
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konstrukcije. Sistem (6.307) se tedaj glasi

a11X1 + a2 Xo + ...+ a X, + b1 =4,

a21 X1 + agXo + ...+ azp X, + b2 =4,
(6.309)

a1 X1+ an2Xo + ...+ A Xy + by :ﬂn

oziroma v matri¢ni obliki

faig] X} + bk = {u } - (6:310)

J

V nadaljevanju prikazemo, kako dolotamo koeficiente matrik [a;;]
in {b;} v bolj splosnem primeru. Obravnavamo n—krat stati¢no
nedoloc¢eno prostorsko konstrukcijo, sestavljeno iz n. ravnih linijskih
nosilcev, pri katerih upostevamo tudi vplive upogibnega momenta M,
torzijskega momenta M, precnih sil N, in N, ter vpliv spremembe
temperature AT = AT, +y AT, + z AT,. Razen tega vzamemo, da je
v konstrukciji skupno n, linearno elastiénih vzmeti.

Podobno kot smo to naredili v osnovni izpeljavi, vpeljemo okrajsave
za preostale notranje sile in notranje momente, ki jih v elementih kon-
strukcije povzroci znana dejanska zunanja obtezba

Nyp = Ny(p) Mgy, = M (p)

(6.311)
sz:Nz(p) sz:Mz(p)~

ODb upostevanju posplositve (6.273) vpeljemo smiselno oznako V}.fk) tudi
za sile oziroma momente, ki se zaradi dejanske obtezbe pojavijo v line-
arno elasticnih vzmeteh. Za k-to vzmet velja

VI = v (p). (6.312)

V osnovni izpeljavi smo vpeljali pregledne oznake za notranje sile in
notranje momente, ki pripadajo enotskim nadomestnim silam X;. To
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storimo tudi s preostalimi notranjimi silami in momenti, ki nastopajo
v sploSnem primeru

Ny =N, (X;=1) My = M, (X; =1)

_ (6.313)
N.i=N,(X;=1) M, =M. (X;=1).

= (k .. . . . i
Podobno z Vf ) oznacimo silo oziroma moment, ki se zaradi enotske
nadomestne sile X; pojavi v k—ti vzmeti

viY =vh(x; =1). (6.314)

S tem in ob upostevanju zakona superpozicije zapiSemo notranje sile
in notranje momente v odvisnosti od dejanske zunanje obtezbe p in
nadomestnih sil in dvojic X; z enacbami

=1 =1

Ny = Nyp + Z Ny X; My = My, + Z My, X; (6.315)
=1 =1
=1 =1

7 enako logiko izrazimo sile oziroma momente v vzmeteh

Moy
v = y® Ny, (6.316)

k=1
Za notranje sile in momente ter za sile in momente v vzmeteh, ki pri-
padajo virtualni obtezbi, lahko analogno z ena¢bami (6.315) zapisemo

SN, = Zn: N6 X, SM, = Zn: M,i6X;
i=1 1=1

0Ny = NyidX; oMy = MyidX; (6.317)
=1 =1

SN, = Zn: N6 X; SM, = Zn: M.;0X;
i=1 1=1
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in
)

sV =3" vV, (6.318)
k=1

V nadaljevanju postopamo povsem enako kakor v osnovni izpeljavi:
zapiSemo izrek o dopolnilnem virtualnem delu in izrazimo dopolnilno
virtualno delo kot vsoto prispevkov osnih in prec¢nih sil, upogibnih in
torzijskega momenta, spremembe temperature in linearno elasti¢nih
vzmeti. Po nekoliko obseznejsi izpeljavi dobimo koncne izraze za koefi-
ciente kompatibilnostnih enacb

N e _ _
- Nmej MyiMyj MzzMZJ
7 — i — d
a;; = aj 1 /( FA, + EI, + o T+
=10
Yoo UNLGN, NN Nel N
yriVyjg z14Vzg d / x1 mgd
/(GAy+GAZ)x+ cr, T
e=1 0 e=1 0
SRR
in VJ (6.319)
k=1
N — — —
- N_; N, M, ;M M. M
b, — zjiVap yi Myp 2=\ g
T EA, | EBI, ' BL )%7

— — N le —

N,, NN [ NM

Yj-yp )" Zp d rj-'xrp d
cA, | GA ) v+ | Tar et

e=1 0

N, L
/ (OéTATmej — OzTATyMZj + OéTATZMyj) dx +

e=1 0

™ L ) (6.320)
L(k) P Jj )

k=1
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6.13 Betti- Rayleighov izrek o vzajemnosti virtualnega dela

Pri tem smo poudarili, da je a;; = aj; in da je torej matrika [a;;]
simetricna. 'V splosnem zapisu enacb (6.309) smo z U s
~Y ~Y Nn

oznacili posplosene pomike, na primer pomike in zasuke v sproscenih
podporah oziroma medsebojne pomike in medsebojne zasuke v tockah,
kjer smo pri izbiri osnovne staticno dolocene konstrukcije vpeljali do-
datne prostostne stopnje. Pri nepomicnih podporah in togih povezavah
elementov so ti posploseni pomiki praviloma enaki ni¢. Pri elasticno
podprtih konstrukcijah oziroma pri elasti¢no povezanih elementih pa so
posploseni pomiki lahko tudi razli¢ni od ni¢. Razen tega so kinematicne
enacbe v obliki (6.309) ugodne tudi za obravnavanje problemov, pri ka-
terih so v posameznih tockah konstrukcije predpisani pomiki in zasuki,
na primer pri posedanju podpor ali vodenju pomikov pri eksperimentih.

Iz enacb (6.309) dolo¢imo nadomestne sile X1, X5, ..., X,,, nato pa z
enacbami (6.315) Se osne sile in upogibne momente.

Metoda sil je v kombinaciji z metodo Verescagina razmeroma preprosto,
vendar ucinkovito orodje za dolocanje reakcij, notranjih sil ter pomikov
in zasukov stati¢no nedolocenih linijskih konstrukcij. Se posebej je
primerna za hitro staticno analizo ravninskih linijskih konstrukcij z
nizko stopnjo staticne nedolocenosti.

6.13 Betti'-Rayleighov! izrek o vzajemnosti virtualnega dela

V razdelku 6.7 smo virtualne pomike opredelili kot poljubne, dovolj
majhne, kinemati¢no dopustne pomike, ki so povsem neodvisni od de-
janske zunanje obtezbe telesa. Ob upostevanju te opredelitve lahko
izpeljemo zelo koristen izrek.

Vzemimo linearno elasti¢no, stabilno podprto telo in obravnavajmo dva

medsebojno neodvisna, staticno dopustna primera zunanje obtezbe: v

prvem primeru deluje na telo zunanja specificna povrsinska obtezba p%l)

f Enrico Betti, italijanski matematik, 1823-1892.
i John William Strut, lord Rayleigh, angleski fizik, 1842-1919.
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6.13 Betti- Rayleighov izrek o vzajemnosti virtualnega dela

in specifiéna prostorninska obtezba v(1): napetosti, pomike in deforma-
(1) (1)
)

i u® in op
primeru pa telo obtezimo z zunanjo obtezbo pgf) in v(?): tej obtezbi
(2)

%

cije, ki pripadajo tej obtezbi, oznac¢imo s o .V drugem

pripadajo napetosti o;~, pomiki u(® in deformacije aig

(1) ... p®, v — 0'51), u, egl)
(6.321)
(2) ... pg), v — a£2), u®, €§2).

(2)

Ker so pomiki in deformacije u® in g;”’, ki pripadajo drugemu

obteznemu primeru, neodvisni od prvega obteznega primera, jih lahko

v odnosu do obtezbe p;” in v»Y razumemo kot virtualne pomike in

deformacije. Virtualno delo, ki ga zunanja obtezba prvega obteznega
primera opravi na pomikih, ki pripadajo drugemu obteznemu primeru,
oznacimo z §W (1:2)

S 12 — /pg)u@) dS+/v(1)u(2) dv. (6.322)
Fp v

Podobno zapisemo virtualno delo W (1 ki ga zunanja obtezba
drugega obteznega primera opravi na pomikih, ki pripadajo prvemu
obteznemu primeru.

SWD — / p@u ds + / v@u gy . (6.323)
Fp v

Ker je telo v obeh obteznih primerih v ravnotezju, velja izrek o vir-
tualnih pomikih in virtualno delo zunanjih sil lahko v obeh primerih
izenac¢imo z ustreznim virtualnim delom notranjih sil.

w2 = 5p0:2) — / S oVel® av
% A

(6.324)
sWED = DAY = / S oPeVav.
& 7
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6.14 Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

ODb upostevanju konstitucijskega zakona (3.134) pri AT = 0 dobimo

sWt2) = / 3 (2;%:5” + Aff“)ei) e av
e 7

(6.325)
SWED = / 3 <2ue§.2> + )\If@)ei) eV ay
g i
in ob upostevanju enacbe (3.138) sledi
sWw1:2) — /<2M S eVel® + A]f(l)lf(2)> dv
3 i
(6.326)

SWE — /(2/125959 + )\If@)lf(l)) dv .
& 7

Zaradi komutativnosti skalarnega produkta sta desni strani v obeh
enacbah (6.326) enaki, kar zapiSsemo kot Betti-Rayleighov izrek o vza-
jemnosti virtualnega dela

SWw2 = s (6.327)

ali z besedami:

Pri linearno elasticnem telesu je virtualno delo obtezbe, ki pripada
prvemu obteZnemu primeru, na pomikih, ki pripadajo drugemu obtez-
nemu primeru, enako virtualnemu delu obtezZbe, ki pripada drugemu
obteznemu primeru, na pomikih, ki pripadajo prvemu obteZnemu pri-
meru.

6.14 Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

Betti-Rayleighov izrek o vzajemnosti virtualnega dela, ki smo ga
izpeljali v prejSnjem razdelku, ima daljnosezne posledice. Kot prvo,
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6.14 Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

neposredno posledico izpeljemo Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov
in zasukov.

Spet obravnavamo stabilno podprto linearno elasti¢no telo pri dveh
medsebojno neodvisnih staticno dopustnih obteznih primerih, le da je
tokrat zunanja obtezba sestavljena zgolj iz tockovnih sil in dvojic v
dveh razli¢énih tockah telesa (slika 6.22)

V prvem obteznem primeru je telo v tocki A obtezeno s tockovno silo
P 4 in s tockovno dvojico M 4, ki pa sta obe usmerjeni vzdolz enotskega
vektorja e 4. Ce velikosti obeh tockovnih obtezb oznaéimo s P4 in M A,
lahko pisemo

PA:PAeA in MAZMAGA. (6.328)

Pomik in zasuk, ki se zaradi te obtezbe pojavita v tocki B, ozna¢imo z

upa in WEBA.

Slika 6.22

V drugem obteznem primeru pa je telo obtezeno le v tocki B, in sicer s
tockovno silo P in s tockovno dvojico M g v smeri enotskega vektorja
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6.14 Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

€B
PB:PBeB in MB:MBeB- (6329)

Pomik in zasuk, ki se zaradi te obtezbe pojavita v tocki A, oznac¢imo

zuap in wap. Ker gre za dva medsebojno povsem neodvisna obtezna

primera, lahko uporabimo Betti-Rayleighov izrek o vzajemnosti virtu-

alnega dela in zapisemo Maxwellov izrek kot sledi

5W(1’2):5W(2’1) — PAuAB+MAwAB:PBuBA+MBwBA.
(6.330)

ODb upostevanju enacb (6.328) in (6.329) ter komutativnosti skalarnega
produkta lahko izrek zapisemo takole

Piuspes+ Mywapes = Pgpupsaep+ Mpwpaep.  (6.331)

Skalarni produkt uspea, ki predstavlja projekcijo vektorja pomika
Uusp na smer ey, oznaCimo z usp. Podobne oznake vpeljemo tudi
za preostale tri nastopajoce skalarne produkte

UAB€A = UAB UBA€B = UBA
(6.332)
WAB€A = WAB WpA€p = WRA -

Maxwellov izrek (6.330) lahko sedaj zapisemo v splosni skalarni obliki
Pauap + Mawap = Ppupa + Mpwpa . (6.333)

Za prakticno delo v konstrukcijski mehaniki so pomembne §tiri posebne
oblike Maxwellovega izreka, ki ustrezajo razlicnim izbiram tockovnih
obtezb v obeh obteznih primerih

Pyi=1, My=0, Pg=1, Mg =0
Py=0, Ms=1, Pg=0, Mg=1
Pi=1 Ms=0, Pg=0, Mp=1
Py=0, My=1, Pg=1, Mg =0

UAB = UBA

WAB = WBA
(6.334)
UAB = WBA

Ll

WAB = UBA -
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6.14 Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

Ob upostevanju vsega povedanega skusajmo prvo od dobljenih oblik
Maxwellovega izreka izraziti Se z besedami:

Pomik, ki se zaradi delovanja enotske sile iz drugega obteznega primera
pojavi v prijemaliScu in v smeri enotske sile iz prvega obteZnega
primera, je enak pomiku, ki se zaradi delovanja enotske sile iz prvega
obteznega primera pojavi v prijemaliscu in v smeri enotske sile iz
drugega obtezZnega primera.

Na podobno neroden nacin bi ubesedili tudi preostale tri oblike
Maxwellovega izreka. Pri tretji in cetrti obliki nas ne sme zmotiti
navidezno neskladje v enotah izenacenih pomikov in zasukov. Obe
enakosti smo namre¢ dobili tako, da smo v izvornih enacbah eno stran
pokrajsali z enoto sile (N), drugo pa z enoto dvojice (Nm).

Mi ) N
S BT E— L
Wi .

Pj

(2) ; 7y N
Wi ijj %;;(( &

JJ

Slika 6.23

Za ilustracijo si oglejmo previsni nosilec v dveh znacilnih obteznih
primerih (slika 6.23): v prvem primeru je nosilec v krajis¢u i obtezen s
tockovno dvojico M;, v drugem pa v vmesni tocki j z navpi¢no tockovno
silo P;. Navpicni pomik, ki ga v tocki j povzroci dvojica M;, oznacimo
z wj;, zasuk, ki ga v krajiscu ¢ povzrodi sila Pj, pa z w;;. V tem primeru
zapiSemo Betti-Rayleighov izrek z enacbo

Mi Wij = Pj Wiq - (6335)
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6.14 Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

Maxwellov izrek pa se, kakor kazejo enacbe (6.334), nanasa na med-
sebojne enakosti pomikov in zasukov, ki ustrezajo enotskim silam in
dvojicam v razlicnih obteznih primerih.

Racunanje s pomiki in zasuki, ki pripadajo enotskim obtezbam, si lahko
obcutno olajsamo z vpeljavo tako imenovanih podajnostnih koeficientov
fij- V nasem primeru bi, na primer, lahko oznacili

fij = wij(P; =1) wij = fij Pj
o - T (6.336)
fii = wji(M; =1) wj; = fjM; .
Enacba (6.335) preide s tem v zelo zgovorno obliko
M;fi; P; = Pjf; M; — fii = fij» (6.337)

ki pove, da so podajnostni koeficienti pri linearno elasticnem telesu
simetricni.

V primeru, da v istem obteznem primeru na telo deluje vec¢ razlicnih
obtezb (slika 6.24), bi bil pri obi¢ajnem oznacevanju sil in dvojic ter
pomikov in zasukov zapis posameznih pomikov in zasukov v odvisnosti
od vseh nastopajocih obtezb zelo nepregleden. Tezavam se uspesno
izognemo z vpeljavo posplosenih sil in posploSsenih pomikov, ki smo jih
ze spoznali v razdelku 6.6.

R P .
Mg\ Mepp N
1) W, 2/ &
We
W1
W1
Slika 6.24

Se enkrat si oglejmo previsni nosilec, prikazan na sliki 6.24, tokrat z
uvedbo posplosenih oznak za sile in pomike (slika 6.25). Posplosenim
silam Py, ..., P4 ustrezajo posploseni pomiki uy, ..., u4.
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6.14 Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

B Al P AL N\
2NN TN N
1) 2) &

V4 72

lerl\/ 2 §
f12 fsz f42
oz
R=1 |
1 "2 §
fia Jfaa
4{(
Jas
P=1 \
W ;
f34 f44
Ja
Slika 6.25
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6.14 Maxwellov izrek o vzajemnosti pomikov in zasukov

7 upostevanjem zakona superpozicije lahko vsakega od posplosenih
pomikov izrazimo kot vsoto prispevkov posameznih posploSenih sil. Za
pomik uq na primer velja

Uy = ul(Pl) —+ ul(Pg) + ul(Pg) + ul(P4) (6338)

oziroma z uporabo podajnostnih koeficientov

4
ur = fi1P1 + f12P2 + f13P3 + f1aPs ZZflej. (6.339)

Jj=1

Podobno lahko izrazimo tudi preostale posplosene pomike, kar v
primeru, da imamo opraviti z n posploSenimi silami in prav tolikimi
pomiki, na kratko zapiSemo z enacbo

wi=y fyP;  (,i=1,2,...,n). (6.340)
j

Pomen podajnostnih koeficientov je v tem primeru povsem nedvoumen
(slika 6.25)
fij =wi(P;=1). (6.341)

Pogosto uporabljamo tudi matri¢ni zapis
{u} = [FI{P}, (6.342)

kjer je [F] matrika podajnostnih koeficientov oziroma podajnostna ma-
trika telesa. 7 Maxwellovim izrekom smo ugotovili, da so podajnostni
keficienti simetri¢ni glede na zamenjavo indeksov (f;; = fi;), zato je
tudi podajnostna matrika simetri¢na

[F] =[F]" . (6.343)

Podajnostna matrika stabilno podprtega telesa je nesingularna, zato

lahko naredimo obrat enacbe (6.342), in sicer tako, da jo z leve
pomnozimo z inverzno matriko [F] ™"

[F]7" {u} = [F] T [F]{P} (6.344)
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6.15 Castiglianov izrek

Za inverzno matriko [F] ™" vpeljemo novo oznako
[F]™" = [K] (6.345)

in jo imenujemo togostna matrika telesa. Ker je [F]™ " [F] = [I], preide
enacba (6.344) v naslednjo obliko

{P} = [K]{u} . (6.346)
Matriko [K] sestavljajo togostni koeficienti k;;

kij =Pi(u; =1), (6.347)
tako da velja

Pi=Y kyu;  (,j=12,...,n). (6.348)
J

Podobno kakor podajnostna je tudi togostna matrika simetri¢na, torej
velja
[K] = [K]"  oziroma  kj; = ki . (6.349)

6.15 Castiglianov izrek’

V razdelku 6.6 smo v izrazu za celotno deformacijsko energijo line-
arno elasticnega telesa upostevali prispevek posplosenih tockovnih sil v
povezavi s posplosenimi pomiki. Ob upostevanju zapisa (6.348) preide
enacba (6.186) v naslednjo obliko

D=D+ % Z ZJ: ki (6.350)

t Gre dejansko za dva izreka (teorema), za katera je v literaturi mogoce najti razlicne

izpeljave. Tukaj je prikazana ena od preprostejsih moznih formulacij.
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6.15 Castiglianov izrek

oziroma v matriéni obliki
1
D=D+3 {u}" [K] {u} . (6.351)

Analogno lahko ob upostevanju zapisa (6.340) izrazimo tudi dopolnilno
ali komplementarno deformacijsko energijo telesa

1 n n
DY =Dt Z ZJ: fi; PiP; (6.352)

pri ¢emer za linearno elasti¢na telesa velja enakost D* = D. V matric¢ni
obliki se enacba (6.352) glasi

D*=D+ % {PYT[F]{P} . (6.353)

Izracunajmo odvod deformacijske energije D po poljubnem posplose-
nem pomiku uy. Delez D ni odvisen od tockovnih posplosenih pomikov,
zato je njegov odvod po uy enak ni¢. V drugem sumandu na desni strani
enacbe (6.350) upostevamo pravilo za odvajanje produkta

oD

1 < 0
= - w;—— (kjyur + kjous + ...+ kijgug + ...+ kipuy) +
auk 2; zauk( 11 U1 12 U2 ik Uk in n)

1 < 0
5 Zuja—Uk (k‘ljul —|— k2ju2 + . + k‘kjuk + e + k:njun)
J

(6.354)
in, ker so posploseni pomiki neodvisni med seboj, dobimo
oD 1 1 —
G—Uk = 5 ; kipuw; + 5 ; ]{kauj' . (6355)

Ob upostevanju simetrije togostnih koeficientov in zamenljivosti seste-
valnih indeksov velja

i kzkuz = i kmuz = i kkju]' (6356)
7 % J
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6.15 Castiglianov izrek

in enacba (6.355) se glasi

8% Z Ko ju, . (6.357)

Indeks k& nadomestimo z i in s primerjavo z enacbo (6.348) dobimo

auz Zk”uj =P, (i,j=1,2,...,n). (6.358)

Dobljena zveza je znana kot prvi Castiglianov izrek in pove, da z odva-
janjem celotne deformacijske energije po izbranem posplosenem pomiku
dobimo posploseno silo, ki se po prijemaliS¢u in po smeri ujema z
izbranim posplosenim pomikom.

Podobno izpeljemo tudi drugi Castiglianov izrek. Celotno dopolnilno
deformacijsko energijo D*, ki smo jo zapisali z enacbo (6.352), odva-
jamo po izbrani posploseni sili P; in dobimo pripadajo¢i posploSeni
pomik u;

8D wa =u (,j=1,2,...,n). (6.359)

Izpeljana Castiglianova izreka imata predvsem zgodovinski pomen; v
nekaterih preprostih primerih, Se posebej ¢e lahko celotno deformacij-
sko energijo oziroma dopolnilno deformacijsko energijo zapisemo zgolj s
posplosenimi tockovnimi silami in pomiki (D = 0 ali D* = 0) pa Casti-
glianova izreka predstavljata zanimivo in uc¢inkovito orodje za racunanje
tockovnih sil oziroma pomikov.

Da bi lahko uporabili Castiglianova izreka, moramo torej poznati
celotno deformacijsko energijo oziroma celotno dopolnilno deformacij-
sko energijo telesa. V naslednjih dveh razdelkih kot primer izpeljemo
izraze za deformacijsko energijo in dopolnilno deformacijsko energijo
konstrukcije, sestavljene iz linijskih nosilcev.
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6.16 Deformacijska energija linijske konstrukcije

6.16 Deformacijska energija linijske konstrukcije

Kakor vemo, govorimo o deformacijski energiji takrat, ko za osnovne
spremenljivke za opis energijskega stanja izberemo pomike in zasuke
oziroma deformacije telesa. Zaradi boljSe preglednosti obravnavajmo
izotermni primer (AT = 0). Veckrat smo ze omenili, da lahko mehan-
sko stanje linearno elasti¢nega nosilca dolo¢imo s superpozicijo osnega,
upogibnega in torzijskega obteznega primera. Tako tudi v tem razdelku
lo¢eno dolo¢imo prispevek D,, ki ga k celotni deformacijski energiji
prispevata osna in upogibna obtezba ter prispevek D; ciste torzijske
obtezbe.

Pri upogibu z osno silo smo pomike poljubne tocke nosilca izrazili s
pomiki in zasuki linijskega racunskega modela z ena¢bami

Uz (7Y, 2) = u(@) — yw:(2) + zwy(z)
uy(x,y, z) = v(x) (6.360)
uz(z,y, z) = w(x).

V razdelku 5.3 smo izpeljali enacbe tako imenovanega Bernoullijevega
nosilca, pri katerem smo vzeli, da je le vzdolzna normalna deforma-
cija g4, razlitna od ni¢, kotni deformaciji €5, in €,. pa smo zane-
marili. Tokrat si oglejmo nekoliko strozji Timoshenkov' model linij-
skega nosilca, s katerim skuSamo vsaj priblizno zajeti tudi vpliv kot-
nih deformacij €, in €., na mehansko stanje upogibnega nosilca. Ob
upostevanju kinemati¢nih enacb (4.4) in (6.360) dobimo deformacije

ou, du dw, dw,

Tr — A& — 7. 5 361
c ox dx dx Tz dx (6.361)
Quy  Oug\  dv
Ou,  Oug\ dw

t Stephen P. Timoshenko, ukrajinsko-ameriski znanstvenik, 1878-1972.
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6.16 Deformacijska energija linijske konstrukcije

Z enacbama (6.362) in (6.363) smo dejansko vzeli, da prerez, ki je
bil v nedeformiranem stanju nosilca raven in pravokoten na vzdolzno
racunsko os, po deformaciji sicer Se vedno ostane raven, vendar za ra-
zliko od Bernoullijevega modela ni ve¢ pravokoten na deformirano os
nosilca. V primeru ravninskega upogiba to pomeni, da kot ¢, ki ga v
tocki T' tangenta na deformirano racunsko os nosilca oklepa z osjo =,
pri Timoshenkovem modelu ni enak negativnemu zasuku prereza .7,
okrog osi y (slika 6.26)

or— # —w,. (6.364)
X

I u xr
Yy
w
Timoshenko
DX Bernoulli
+wy
Z

Slika 6.26

Napetosti, ki ustrezajo deformacijam, izrazenim z enacbani (6.361) do
(6.363), dolo¢imo iz konstitucijskih zvez

(6.365)

du dw, n d&
dx dx c dx

O'mx:Egmx :E(__y
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6.16 Deformacijska energija linijske konstrukcije

d

Oy =2G gy =G (é - wz) (6.366)
dw

Opy — 2 G&xz =G % + Wy . (6367)

Pozornemu bralcu ni uslo neskladje med enacbama (6.366) in (6.367)
ter dosedanjimi ugotovitvami o poteku striznih napetosti o, in 0., po
precnem prerezu nosilca. Enacbi (5.118) in (5.119) kakor tudi rezultat
Zgleda 5.14 kazejo, da sta strizni napetosti 0, in 0, najmanj kvadratni
funkciji koordinat y oziroma z. Desni strani v ena¢bah (6.366) in (6.367)
pa sta pri izbranem prerezu 7, (x = konst.) o¢itno konstantni, saj
sta izrazeni s pomiki in zasuki linijskega racunskega modela, ki so vsi
zgolj funkcije tekoce koordinate z. V okviru Timoshenkove teorije je to
neskladje upostevano z vpeljavo korekcijskih koeficientov &, in &,

d
Opy = Ky G (£ —wz)

UmZ:RZG(fZ—Z —|—wy) .

(6.368)

Z enacbama (6.368) seveda 3e vedno nismo natancno opisali poteka
striznih napetosti, saj sta tudi v tej obliki enakomerni po prerezu
nosilca. Opisani pristop pomeni zgolj poskus, da bi kljub privzetemu
linijskemu racunskemu modelu upostevali tudi neenakomerno razpore-
ditev kotnih sprememb in s tem striznih napetosti po pretnem prerezu
nosilca.

Korekcijska koeficienta &, in K, sta v splosnem odvisna od oblike
precnega prereza in od Poissonovega koli¢nika v. V literaturi lahko za-
sledimo razli¢ne pristope k dolocitvi korekcijskih faktorjev, na primer v
delih S. P. Timoshenka, R. D. Mindlina, G. R. Cowperja, J. W. Hutchin-
sona etc. Kot primer navedimo Timoshenkova korekcijska koeficienta
za poln pravokotni in poln krozni prerez
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6.16 Deformacijska energija linijske konstrukcije

Ry =Ry = 00+ Y) (6.369)
Y 12+ 11y
R, = OU+Y) (6.370)

Fy = B2 7+ 6v

V Zgledu 6.1 smo za pravokotni prerez dolocili strizni oblikovni koe-
ficient Kk, = 1.2, s katerim zajamemo vpliv strizne napetosti o,, na
dopolnilno virtualno delo notranjih sil pri upogibnem nosilcu. Hitro
se lahko prepricamo, da gre za recipro¢no vrednost koeficienta k., ki

jo dobimo, ¢e v enacbi (6.369) zanemarimo vpliv precne kontrakcije
(v =0).

Ce upostevamo, da so pomika v in w kakor tudi zasuk wy le funkcije
vzdolzne koordinate x, lahko enacbo (6.148) za deformacijsko energijo
D, ki pripada upogibni in osni obtezbi, sedaj zapisemo takole

1
Dy=5 [ Y3 oy -

y b

1

5 / (Opz €xa + 200y €ay + 2045 6,) AV =
v

L d d dw, \*

U W, Wy

2//E(dx Vo +de) dAs dz +

0 o7,

l
1 B dv 2 _ dw 2
0 o,

dA, dx .

(6.371)
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6.16 Deformacijska energija linijske konstrukcije

Osi y in 2z naj bosta spet teziS¢ni in glavni vztrajnostni osi precnega
prereza. S tem pri integriranju po pre¢nem prerezu 7, odpadejo lihi
¢leni in po krajSem urejanju dobimo razmeroma preprost izraz za de-
formacijsko energijo linijskega nosilca pri upogibu z osno silo

le -
1 du\> dw, \> dw. \*
D, =- FA, | — EI, | —2 EL | == d
2/ (dm)+ y(dm)+ (dm) v
0 -
1 T dv 2 dw 2
0 -
(6.372)

Tudi v tem primeru je smiselno vpeljati novi oznaki A, in A, za tako
imenovana strizna prereza glede na smeri y in z

Ay =Ry Ay in A, =Rk, A, . (6.373)

V splosnem primeru prostorske linijske konstrukcije se lahko v poljub-
nem elementu pojavi tudi torzijski moment in s tem torzijski zasuk w,..
Prispevek D; torzijskega stanja k celotni deformacijski energiji nosilca
dolo¢imo ob upostevanju enacb (5.284), (5.239) in (5.249)

o dw, Op 9e dw, Oy
A dz 0z S oz
voE de 0z (6.374)
= -G des 8_90 Qe = _dﬂ 8_90
Toy =TV 0r By W= T e By

Po vstavitvi v splosno enacbo za deformacijsko energijo (6.148) sledi

Dt :i/(20'xy€my+20'ngxz) dV:

Vv
l

e (@) G- (3)

T

dAydx.  (6.375)
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6.16 Deformacijska energija linijske konstrukcije

V Zgledu 6.8 pokazemo, da velja

/ dyp 2 n Oy 2
oy 0z

Az

in torzijski delez deformacijske energije zapiSemo s preprostim izrazom

1 dw, \
Wy
0

Ob upostevanju zvez (6.268) in (6.272) lahko brez posebnih izpeljav
doloc¢imo tudi deformacijsko energijo, ki se nakopici v linearno elasti¢nih

dA, =1, (6.376)

osnih, polzastih in torzijskih vzmeteh

1
D (VL) = ikL Au2

1
D (Vs) = 5ks Aw; (6.378)

1
D (Vr) = Shr Aw?.

Kon¢ni izraz za celotno deformacijsko energijo konstrukcije, sestavljene
iz n. linijskih nosilcev, in v kateri nastopa skupno n,, osnih, polzastih in
torzijskih vzmeti, zapiSemo s superpozicijo vseh navedenih prispevkov

D=Dy,+D;+D(V,)+ D ((Vs)+ D (V) . (6.379)
Tako dobimo

1 & ’ du\? dw, \* dw., \*
_ - e -y il
D_QZ;/ EAm(dx) +Ely(dx) +Elz<dx> dx +
e= 0 L
lo -
1 dv 2 dw z
e= 0 L

1 & ’ dws\ 2 1 & 2
52/@@ (d;) dx+§;k(k) (AUW) . (6.380)

e=1 0
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6.17 Dopolnilna deformacijska energija linijske konstrukcije

Pri tem smo vpeljali posplogeni oznaki k*) in Au¥) za elasti¢no kon-
stanto in spremembo karakteristicnega pomika oziroma zasuka k-te
vzmeti.

Za kasnejso rabo si Se oglejmo, kako so pri Timoshenkovem nosilcu
notranje sile povezane s pomiki in zasuki. V ta namen se na kratko
vrnemo k enacbam (5.29), v katerih upostevamo zveze (6.365) in (6.368)
ter oznaki (6.373). Tako dobimo

du
N, = sz dA, = BEA, — 6.381
/o o (6.381)
Ay
dv
N, = /O’my dA,; = GA, (@ — wz) (6.382)
Ay
dw
N, = /am dA, = GA, (d_ + wy) (6.383)
T
Ay
dw,
M, = 204y dAy = B, — (6.384)
dx
Ay
dw,,
M, = /yam dA, = F1, . (6.385)
dx

Az
6.17 Dopolnilna deformacijska energija linijske konstrukcije

Izraz za celotno dopolnilno deformacijsko energijo linijske konstrukcije
najhitreje izpeljemo s primerjavo enacbe (6.164) za dopolnilno defor-
macijsko energijo

1
b1 /Zze] oi; AV (6.386)
vt
z enacbo (6.220) za dopolnilno virtualno delo notranjih sil

vy v

314



6.18 Izrek o minimumu potencialne energije

Razen faktorja 2 je razlika med enacbama v tem, da v enacbi (6.387)
deformacije €;; pripadajo dejanski zunanji obtezbi, napetosti do;; pa
virtualni obtezbi, medtem ko v enacbi (6.386) tako deformacije kakor
tudi napetosti pripadajo dejanski obtezbi konstrukcije. Od tod ni tezko
ugotoviti, da lahko dopolnilno deformacijsko energijo linijske konstruk-
cije zapiSsemo kar po analogiji z enacbo (6.282), v kateri pa moramo
virtualne notranje sile in virtualne sile v vzmeteh nadomestiti z dejan-
skimi notranjimi in vzmetnimi silami. Tako dobimo

. N2 M2 M2
Dz—Z/( +E]>dx+

—Z/<yGZ +RZGA>dx Z/ xdaﬁ—

13 [
_ Z / (OJTATme — O{TATyMZ + OéTATZMy) d.’lf—f—

1 & (VW)
52 k(k) . (6.388)

6.18 Izrek o minimumu potencialne energije

Znova si oglejmo trdno telo B (slika 4.1) in vzemimo, da se je po nanosu
zunanje obtezbe p,, in v umirilo v ravnotezni legi, ki je opisana s poljem
pomikov u in pripadajo¢imi deformacijami €;. Pri tem je specificna
povrsinska obtezba p,, predpisana na delu .}, zunanje mejne ploskve, z
Y, pa je oznacen tisti del zunanje mejne ploskve, na katerem so zaradi
podpiranja ali na kak drugacen nacin predpisani pomiki u

V razdelku 6.7 smo ugotovili, da lahko sistem parcialnih diferencial-
nih enacb ravnotezja, ki smo ga izpeljali v poglavju o napetostih,
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6.18 Izrek o minimumu potencialne energije

enakovredno nadomestimo z izrekom o virtualnem delu (6.201). Zapi-
simo ta izrek v nekoliko drugacni obliki

/ZZO’W&‘EW dV—/meéuz dS—/széuz dV =0. (6389)
5 ) J % & %

b

Kakor vidimo, je ravnotezni pogoj, zapisan z enacbo (6.389), zelo
splosen in neodvisen od materialnih lastnosti obravnavanega telesa. V
nadaljevanju vpeljemo dve pomembni omejitvi:

i material je elasticen, torej obstoji taka funkcija deformacijskega
stanja Z(e;;) (v razdelku 6.4 smo jo prepoznali kot specificno de-
formacijsko energijo telesa), da velja

07

i 6.390
552’3‘ o J ( )

ii zunanja obtezba je potencialna. To pomeni, da lahko najdemo taki
potencialni funkciji ®(u;) in ¥(u;), da velja

0P : ov

— mn V; = — .

Kot zgled navedimo potencialno funkcijo

1
b = 55“3 — Pnz = _5u27

s katero, na primer, ponazorimo kontaktni tlak med dnom temelja
in elasti¢no zemljino s koeficientom podlage 3, pri kateri je interak-
cijska povrSinska obtezba, s katero temeljna tla delujejo na temelj,
premosorazmerna s posedkom temelja.

Ce omejitvi (6.390) in (6.391) upoStevamo v ravnoteznem pogoju
(6.389), sledi

09 0P ov
5 ) J Z, % & )
(6.392)
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6.18 Izrek o minimumu potencialne energije

V skladu z definicijo, ki smo jo vpeljali v Uvodu v variacijski racun,
vpeljemo prve variacije funkcij &, ® in ¥

Z 8uz
89 = ZZ 5o 5% - (6.393)

U = —Ouy
— OJu,; "
in jih vstavimo v enacbo (6.392)
/5@dV+/5¢>dS+/6\Ide:O. (6.394)
4 Ly 4

Uporabimo Se pravilo o komutativnosti operatorja ¢ in dobimo

5/@dV+5/¢>d5+6/\DdV:O. (6.395)

Prvi integral v dobljeni enachi predstavlja celotno deformacijsko ener-
gijo telesa D, vsoto drugega in tretjega integrala pa oznac¢imo z V in jo
imenujemo potencial zunanjih sil

V:/<I>d5+/\I!dV. (6.396)
2, v

S tem se enacba (6.395) glasi
SD+6V=6(D+V)=0. (6.397)

Vsoto v oklepaju imenujemo potencialna energija telesa IT

H:D+V:D+/<I>d5+/\IIdV. (6.398)
7 V4
V splosnem primeru potencialne obtezbe moramo torej poznati poten-
cialni funkciji ® in ¥, da bi lahko izra¢unali potencialno energijo I1.
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6.18 Izrek o minimumu potencialne energije

Izrek o virtualnem delu (6.389) preide s tem v zahtevo, da je prva
variacija potencialne energije v ravnoteznem stanju telesa enaka nic¢

511 =0. (6.399)

V okviru vpeljanih omejitev je zahteva (6.399) znana kot izrek o sta-
cionarni vrednosti potencialne energije, ki velja tako za linearno kakor
tudi za nelinearno elasti¢na telesa:

Med vsemi polji pomikov, ki zadoscajo kinemati¢nim robnim pogojem,
ustreza ravnoteznemu stanju telesa tisto polje pomikov, pri katerem ima
potencialna energija telesa stacionarno vrednost.

Pri tem smo vzeli, da je potencialna energija funkcija pomikov II =
II(u;). Ker so pomiki u; v splosnem funkcije koordinat, je poten-
cialna energija funkcional. 7 enacbo (6.399) smo torej zahtevali, da
ima funkcional II v ravnoteznem stanju telesa stacionarno tocko, ne
vemo pa Se, ali gre pri tem za lokalni minimum, lokalni maksimum ali
sedlo. Vrsto stacionarne tocke lahko dolo¢imo le ob nadaljnji omejitvi
na konservativno obtezbo. V tem primeru se obtezbi p, in v med
deformiranjem telesa ne spreminjata, torej nista odvisni od pomikov.
Tedaj sta potencialni funkciji ® in ¥ kve¢jemu linearni funkciji pomikov

in velja
GPm' 62@
== aniUi 8Uj - 8u18uj =0
i — ) (6.400)
ov; o°v
U=—> vu L= =0.
; Guj Guz('?uj

Potencialna energija je tedaj
Sy a
oziroma ob upostevanju enacb (6.139) in (6.400)

U:/@W+/@w+/wwz (6.402)
v Ly v
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6.18 Izrek o minimumu potencialne energije

Vzemimo, da ima potencialna energija pri aktualnem polju pomikov
u; in pripadajocih deformacijah ¢;; stacionarno vrednost. Kakor smo
pokazali v poglavju o osnovah variacijskega racuna, odlocajo o nara-
vi ugotovljene stacionarne tocke funkcionala druga in viSje variacije.
Ugotoviti moramo, kako se spremeni vrednost funkcionala II, ce se
pomiki spremenijo za duj, pri ¢emer se deformacije spremenijo za
deij. Funkcional II razvijemo v Taylorjevo vrsto glede na vrednost
pri pomikih u; in deformacijah €;; in izrazimo njegovo spremembo z
vsoto variacij

AIl = I (uj + duj) — H(uj) = 61T + 8211 + 6311 +....  (6.403)

Obravnavamo stacionarno tocko funkcionala, zato je I = 0. Ker so
variacije pomikov poljubne, jih lahko izberemo tako majhne, da druga
variacija 0211 dolo¢a predznak vsote vseh preostalih ¢lenov na desni
strani enacbe (6.403). Izracunamo jo z izrazom

62T == / Z ZZ Z 8% 8% dei;0er AV +
1 FoRX:>
Sy "

i/zz Y s AV (6.404)
2 ) e puiy '

Zaradi lastnosti (6.400) sta drugi in tretji ¢len enaka ni¢, o pomenu
prvega pa se najlaze prepricamo, ce specificno deformacijsko energijo
2 razvijemo v potencno vrsto okrog deformacijskega stanja e;;

D(eij + eij) =D (ei5) + Z 28 - deij +

212 ZZ 2852 Den 6cij0ck + ... . (6.405)
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6.18 Izrek o minimumu potencialne energije

Sedaj pa zapisimo vrsto (6.405) za nedeformirano stanje telesa, ko je
ei; = 0. Ob upostevanju enacbe (6.390) dobimo

@(&gij) 0 + Z ZJU _ 6€ij+
21 Z ZZ Zagzgagkl 55ij55kl + ..., (6.406)

Umestno je vzeti, da je specificna deformacijska energija nedeformi-
ranega telesa enaka nic in da so v tem stanju enake nic¢ tudi vse napetosti

9 =0 in Oij

€ij =0

=0. (6.407)

Eij:()

Prav tako lahko predpostavimo, da so prirastki deformacij de;; tako
majhni, da kvadratni ¢len doloca predznak celotne desne strani v enacbi
(6.406). Kakor vidimo, gre pri tem za spremembo specificne deforma-
cijske energije, ce se v zacetku nedeformirano telo deformira za de;;.
To pomeni, da je bilo v deformiranje elementa telesa s enotsko prostor-
nino vlozeno doloceno mehansko delo, za prav toliko pa se je povecala
specificna deformacijska energija tega elementa. Sprememba specificne
deformacijske energije je torej pri elasticnem telesu vedno pozitivna (le
v primeru, da so vsi prirastki deformacij enaki ni¢, je tudi sprememba
specificne deformacijske energije enaka ni¢). Do enakega sklepa bi prisli
tudi s ¢isto matematicnim razmislekom, saj vsota v kvadratnem ¢lenu
predstavlja pozitivno definitno kvadratno formo, za katero velja, da je
vedno pozitivna, le v primeru de;; = 0 je enaka ni¢. S tem smo dokazali,
da je sprememba potencialne energije AIl v okolici ravnotezne lege
;5 = 0 pozitivna, torej gre za lokalni minimum funkcionala II.

To ugotovitev brez dokaza posplosimo na poljubno deformirano stanje
telesal in jo predstavimo kot izrek o minimumu potencialne energije:

t Za linearno elasti¢no telo je dokaz ob upostevanju enacbe (6.136) razmeroma pre-

prost, zato ga prepusc¢amo prizadevnemu bralcu.
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6.18 Izrek o minimumu potencialne energije

Med vsemi polji pomikov, ki zadoscajo kinemati¢nim robnim pogojem,
ustreza ravnoteznemu stanju telesa tisto polje pomikov, pri katerem ima
potencialna energija telesa lokalni minimum.

Ravnotezno stanje, ki ustreza minimalni vrednosti potencialne energije
telesa, imenujemo stabilno ravnotezje. V primeru, da bi bila sprememba
potencialne energije AIl negativna, bi govorili o lokalnem maksimumu
funkcionala II in nestabilnem ravnotezju telesa. Primer AIl = 0 pa
opredelimo kot nevtralno stacionarno tocko ali sedlo funkcionala in s
tem nevtralno ravnotezje telesa.

0l =0 in AIl >0 stabilno ravnotezje

0Il =0 in AIl =0 nevtralno ravnotezje

0l =0 in AIl <0 nestabilno ravnotezje.

stabilno nevtralno nestabilno
ravnotezje  ravnoteZje ravnotezje

Slika 6.27

Omenjene vrste ravnotezja si ponazorimo s klasi¢no fizikalno skico
kroglice v razlicnih ravnoteznih polozajih glede na razgibano podlago
(slika 6.27). Ta skica nas med drugim tudi opozori na zelo pomemb-
no dejstvo, da je pojem ravnotezja v vseh treh primerih povezan z
lokalnimi stacionarnimi tockami funkcionala I, torej z majhnimi pre-
miki iz ravnotezne lege. Ce bi se namre¢ kroglica iz nevtralne lege pre-
maknila preve¢ v levo, bi presla iz nevtralnega v stabilno ravnotezno
stanje, pri velikem premiku v desno pa v stanje nestabilnega ravnotezja.

Kot zanimivost si Se oglejmo posebni primer, pri katerem je dejan-
ska zunanja obtezba stabilno podprtega telesa sestavljena le iz medse-
bojno neodvisnih tockovnih sil in dvojic, ki delujejo na mejno ploskev
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6.19 Izrek o minimumu dopolnilne potencialne energije

telesa ./},. Zunanjo obtezbo lahko tedaj zajamemo z nizom posplo-
Senih sil P, (i = 1,2,...,n), ki jim ustrezajo posploSeni pomiki
u; (i =1,2,...,n). V skladu z enacbo (6.401) izrazimo potencialno
energijo telesa v odvisnosti od posplosenih pomikov u;

1=1

Izrek o minimumu potencialne energije zahteva, da je prva variacija
potencialne energije glede na variacije pomikov du; enaka ni¢. Ob
upostevanju pravila (6.74) sledi

o =" 5.0 — > Piou; =0 (6.409)
=1

u.
i=1 v

in dalje

", (0D
—P) 6u; =0. A1
> ( Tu. ) Su; = 0 (6.410)

i=1
Ker so variacije du; poljubne in neodvisne med seboj, je ravnotezni
pogoj (6.410) izpolnjen le, ¢e velja

oD oD
8uz~ a Pi =0 - 8uz N

P;. (6.411)

Dobljeno zakonitost smo ze spoznali kot prvi Castiglianov izrek, le
da smo jo tokrat, podobno kot je to narejeno v Stevilnih mehanskih
ucbenikih, izpeljali iz izreka o minimumu potencialne energije. Lahko
torej ugotovimo, da prvi Castiglianov izrek dejansko predstavlja eno od
moznih oblik ravnoteznih pogojev.

6.19 Izrek o minimumu dopolnilne potencialne energije

Se enkrat se vrnimo k trdnemu telesu B (slika 4.1), ki se je
po nanosu zunanje obtezbe p, in v umirilo v ravnotezni legi. Ta
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6.19 Izrek o minimumu dopolnilne potencialne energije

ravnotezna lega je v geometrijskem pogledu opisana s poljem pomikov
u, ki je s pripadajoc¢imi deformacijami &; in zasuki w povezano s kine-
mati¢nimi pogoji (6.188). Pri tem je na delu .#, zunanje mejne ploskve
predpisana specificna povrsinska obtezba p,,, z -%, pa je oznacen tisti
del zunanje mejne ploskve, na katerem so zaradi podpiranja ali na kak
drugacen nacin predpisani pomiki u.

Kakor smo ugotovili v razdelku 6.8, lahko kinemati¢ni pogoj, ki ga v
vektorski obliki zapisemo z enac¢bo (6.188), v skalarnem zapisu pa ga
izraza sistem devetih parcialnih diferencialnih enacb (2.96) in (2.97),
enakovredno nadomestimo z izrekom o dopolnilnem virtualnem delu
(6.210). Zapisimo ta izrek v nekoliko drugac¢ni obliki

vt Sy v ol

Kinemati¢éni pogoj, zapisan z enacbo (6.412), je zelo splosen in neod-
visen od materialnih lastnosti obravnavanega telesa. Bolj posebno ob-
liko kinemati¢nih enach dobimo, ¢e sta izpolnjena dva dodatna pogoja:

(1) material je elasticen, torej obstoji taka funkcija napetostnega stanja
2*(0ij) (v razdelku 6.5 smo jo prepoznali kot specificno dopolnilno
deformacijsko energijo telesa), da velja

09*

— i, 6.413
8Uij € J ( )

(2) najti je mogoce potencialno funkcijo zunanje obtezbe V*
Fu v ol
katere prva variacija 0} je podana z izrazom
Fu v ol
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6.19 Izrek o minimumu dopolnilne potencialne energije

Tedaj lahko ena¢bo (6.412) zapisemo v naslednji obliki

/Z Z o 5% dV +6V* =0. (6.416)
Tij
Ob upostevanju enacb (6.74), (6.71) in (6.161) velja

/Zza oy dV = /5.@* dvza/.@* dV =6D*  (6.417)
Oij
v

v

in enacba (6.416) se glasi
§D* + 6V =8 (D* + V) =0. (6.418)

Vsoto v oklepaju imenujemo dopolnilna potencialna energija telesa II*
II* = D* + V* = D* /Zuzpm ds — /Zuividv. (6.419)

Izrek o dopolnilnem virtualnem delu (6.412) preide s tem v zahtevo, da
je prva variacija dopolnilne potencialne energije telesa enaka nic

SIT* =0. (6.420)

To pomeni, da predstavlja aktualno napetostno stanje, pri katerem je
izpolnjen pogoj (6.420), stacionarno tocko dopolnilne potencialne en-
ergije telesa.

V prakti¢nih primerih praviloma variiramo zgolj specificno povrsinsko
obtezbo in vzamemo dv; = 0, tako da je

SIT* = /5@* dv — /Zui OppidS =0. (6.421)

v
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6.19 Izrek o minimumu dopolnilne potencialne energije

V okviru vpeljanih omejitev je zahteva (6.420) znana kot izrek o sta-
cionarni vrednosti dopolnilne potencialne energije, ki velja tako za li-
nearno kakor tudi za nelinearno elasti¢na telesa:

Za tisto izmed vseh moznih staticno dopustnih napetostnih stanj, pri
katerem ima dopolnilna potencialna energija telesa stacionarno vred-
nost, pripadajoci pomiki in deformacije zadoscéajo kinematicnim pogo-
jem.

Dokaz, da ima dopolnilna potencialna energija v stacionarni tocki svoj
minimum, je podoben kot pri potencialni energiji. V tem ucbeniku se
mu zato odrecemo in zapisemo izrek o stacionarni vrednosti dopolnilne
potencialne energije v Se bolj opredeljeni obliki kot izrek o minimumu
dopolnilne potencialne energije:

Za tisto izmed vseh moznih staticno dopustnih napetostnih stanj, pri
katerem ima dopolnilna potencialna energija telesa lokalni minimum,
pripadajoci pomiki in deformacije zadoScajo kinematic¢nim pogojem.
Se enkrat se vrnimo k primeru, pri katerem vso dejansko zunanjo
obtezbo opisemo z nizom posplosenih sil P; (i = 1,2,...,n), ki jim
ustrezajo posploseni pomiki u; (i = 1,2,...,n). Dopolnilno deforma-
cijsko energijo D* in potencialno funkcijo V* lahko tedaj dolo¢imo z
enacbama

n
D* = D*(P;) in Vi==Y uP. (6.422)
i=1
Izrek o minimumu dopolnilne potencialne energije se s tem glasi

SIT* =6 (D* +V*) =6 =0. (6.423)

=1

Ob upostevanju pravila za dolocitev prve variacije funkcionala IT* sledi
" OD* - "~ (OD*

=1 = =1
(6.424)
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Ker so variacije 6 P; posplosenih sil poljubne, je dobljeni pogoj za mi-
nimum dopolnilne potencialne energije izpolnjen le, ce velja

o0D* . oD*
—u; =0 oziroma

oF, b~ i (6.425)

Dobili smo eno od moznih oblik drugega Castiglianovega izreka (6.359),
ki velja tako za linearno kakor tudi za nelinearno elasticna telesa in je
v mehaniki znana kot Engesserjev izrek.

Kakor se bomo prepricali na prakti¢nih zgledih, ponujajo energijske in
variacijske metode, ki smo jih spoznali v tem poglavju, razlicne udobne
moznosti za reSevanje prakticnih konstruktorskih nalog.
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6.20 Energijske metode - Zgledi.

Zgled 6.1

Doloti strizne oblikovne koeficiente x,, in x. za pravokotni in kroZni pre¢ni
prerez linijskega nosilca.

Tako pravokotni kakor tudi krozni prerez sta dvojno simetricna glede
na lokalni osi y in z, zato sta pri obeh koeficienta x, in x. enaka med
seboj (ky = k).

oy

oy

z <
b*=b b*(2)

Slika Z-6.1

Da bi lahko uporabili rezultate zgledov 5.14 in 5.16, dolo¢imo za vsakega
od omenjenih prerezov le oblikovni koeficient k., ki smo ga v razdelku
6.10 vpeljali z drugo od enach (6.237)

A, SV
=2 (22) A, .
S (b)

x

Zacnimo s pravokotnim prerezom (slika Z-6.1 a), pri katerem je

A, = bh, Iy= 75 b=b in  dA, =bdz.
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V zgledu 5.14 smo izpeljali tudi izraz za staticni moment S;(2) delnega
prereza 7, glede na os y

. bh? | (227
Po vstavitvi v formulo za k, sledi
2 2
9 22\ 2
L= — — ] -1 )
K m [( . ) ] dz

Integral najhitreje izracunamo z uvedbo nove integracijske spremenljiv-

ke ¢

=

[N~

h
(=% = dz=gd¢ i

oSS

Dolocitev koeficienta k, je sedaj ¢isto preprosta

1

9 9 5 3 1
o3 fevatfigad

-1

Vstavimo meje in dobimo

Na podoben nacin se lotimo tudi doloc¢itve striznega oblikovnega ko-
eficienta za krozni prerez. V zgledu 5.16 smo ze pripravili izraze, ki
nastopajo v formuli za k,

4
A, =T R?, Iyzﬂf : b =2/R2 — 22
2
dA, =2V R? — 22 dz in S;:—g (R2 — 22)°.
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S tem po krajsanju dobimo

R
32
Ke= 56 / \ (R2 — 22)° dz.
-R

V tem primeru se za izvrednotenje integrala na desni strani kot naju-
godnejsa izkaze zamenjava (slika Z-6.1 b)

VR?—22=Rsinyp

z= R cosyp —
dz=—Rsinpdy.
Pripadajoce meje integrala so sedaj

z2=—R — cosp=—-1 — =7

2= R — cosp= 1 — ¢=0

in sledi

32 [
mzz—/sin(agodgo.
97
0

Sedaj si ze lahko pomagamo z matematiénim priro¢nikom! in dobimo

i . 5 T T
5
/sm%dw: {_w] .3 /szx@d@ _
0

6
5 (30 1 1 ™ 157
22 _ Zgn2p 4 —<in4 — 27
{6(8 PR TR 9")}0 48
in koeficient x, je
3215 10
ko= 0T 4 g =k=— =111,
9m-48 9

t Glej na primer: Bronstejn, Semendjajev, Musiol, Miihlig, Matemati¢ni priro¢nik,

TZS Ljubljana, 1997, str. 876.
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Zgled 6.2

ceni napako, ki jo naredimo pri doloditvi povesa wy in zasuka w,; na
@) ko, ki j d dolodit ka wy
prostem koncu previsnega nosilca s pravokotnim pre€nim prerezom (slika
Z-6.2 a), &e ne upostevamo vpliva striznih napetosti.

|4
7 E G T
0 1
l N
-
z
Slika 7Z-6.2 a

V zgledu 6.1 smo za pravokotni prerez dolocili strizna oblikovna koefi-
cienta Kk, = Kk, = 1.2, s katerima upoStevamo vpliv striznih napetosti
in s tem prec¢nih sil pri racunanju pomikov in zasukov linijskih nosilcev.

Poves w; in zasuk wy; na koncu previsa doloc¢imo z izrekom o dopol-
nilnem virtualnem delu. Za doloc¢itev povesa w; obtezimo nosilec z
navpic¢no virtualno silo 0P, = 1, za dolocitev zasuka w,; pa z virtu-
alno dvojico IM; = 1 (slika Z-6.2 b) in dolo¢imo potek pripadajocih
notranjih sil. Iz enacb (6.218) in (6.282) sledi

wy =6D* (6P, = 1) =

!
/ M, (Vi) oM, (0P, =1) ok, N, (V1)ON, (6P =1) dr
EI, GA,
Integral izvrednotimo po pravilu Verescagina in dobimo
1 Wil 20 &k, 5 K2
- . L2 . 1=V ‘
Y=g, T2 3 Taa, M= Yggn thag,

Podobno dolo¢imo zasuk wyq
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wy1 =0D*(6M; = 1) =

dx .

I
/ My(‘/i) 5My(5M1 = 1) + Nz(‘/l) 5Nz(5M1 = 1)
El, e GA,

Ker je 0N, (0M; = 1) = 0, sledi

2FI,
Vi
Z EC
0 1
L |
|
V1l S)
My(vl)
Vi | @ | N (7))
SP=1
7 oM, =1
0 1
Ll o
(SMy(éPl:l)
a ® 6N, (6P=1)
1] © ‘ SM, (5M=1)
6N, (5M;=1)=0
Slika Z-6.2 b

Ce dobljena rezultata primerjamo z rezultati iz zgleda Z-5.6, ugotovimo,
da precna sila na zasuk prostega konca konzole ne vpliva, pri povesu w;
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pa je vpliv precne sile zajet v drugem ¢lenu. Da bi lahko ocenili ta vpliv,
zapisimo izraz za w; tako, da za primerjavo vzamemo “Bernoullijevo”

vrednost w?P
l3
B
-V, —
wy 1 3E]y 9

ki jo dobimo, ¢e vpliva precne sile ne upostevamo. Tedaj je

3 3EI
=V 14k, —2L ).
v 13E@( +”<ygp)

Upostevamo, da je pri pravokotnem prerezu

bh3
Am:bh, Iy: E

E [(h)>
1+035<7)].

Rezultat potrjuje ze veckrat omenjeno predpostavko, da je vpliv striznih

in Ky, =1.2

in dobimo

’U)l:’wlB

napetosti in s tem precnih sil na pomike in zasuke linijskega nosilca tem
manjsi, ¢im manjSe je razmerje med merodajno dimenzijo precnega
prereza (v naSem primeru je to visina h) in dolzino nosilca. Z dru-
gimi besedami: ¢im bolj je za nosilec upravicena vpeljava linijskega
racunskega modela, tem manjSo napako naredimo z zanemaritvijo
vpliva prec¢nih sil na pomike in zasuke nosilca. Da bi napako tudi
numeric¢no ocenili, vzemimo, da gre za material s Poissonovim koefi-
cientom v = 0.17. Tedaj je

E E
2(1+v) 2.34

2
1+40.702 (%) ] .

G = in 0.3 = =0.702.

Tako dobimo

w1 :wlB
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Napako nap definiramo glede na tocnejso vrednost w,

nap — wf —wy _ 0.702 (%)2 ‘
ws 1+40.702 (&Y

Velikosti napake nap so za razli¢na razmerja h/l prikazane v preglednici
P-6.1.

Preglednica P-6.1

h:l nap nap(%)
1:10 | —0.007 —0.7%
1:8 —0.011 -1.1%
1:6 —0.019 -1.9%
1:5 —0.027 —2.7%
1:4 —0.042 —4.2%

Rezultati so zgovorni: Pri nosilcu z razmerjem visine proti dolzini 1 : 10
je napaka manjsa od enega odstotka. Se pri razmerju 1 : 5 je na-
paka zgolj 2.7 %, kar je v vecini prakti¢nih primerov znotraj inzenirske
natancnosti. Pri razmerju 1 : 4 se napaka nekoliko poveca, pri ¢emer pa
ze vpeljava linijskega racunskega modela za nosilec s takim razmerjem
dimenzij naceloma ni ve¢ primerna. Ob tem Se spomnimo, da nave-
deno ugotovitev o zanemarljivem vplivu precnih sil na pomike in zasuke
izrazito podolgovatih nosilcev lahko posplosimo na vec¢ino linijskih kon-
strukcij. Numeri¢ne vrednosti napak, ki so prikazane v tem zgledu, pa
seveda pripadajo zgolj obravnavanemu tipu nosilca in privzeti obtezbi,
¢e za primerjavo vzamemo poves in zasuk na prostem koncu konzole.
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Zgled 6.3

Po metodi sil doloti reakcije v podporah za nosilec iz zgleda 5.10 (slika
Z-6.3 a). Doloti tudi vodoravni pomik in zasuk v tocki 3.

r4
1 2 x

AKX
a/ T

Slika Z-6.3 a

Konstrukcija je enkrat staticno nedolocena. Stati¢no dolo¢en osnovni
sistem dobimo tako, da v skladu z idejo metode sil sprostimo podporo
v tocki 3 in njen vpliv nadomestimo z navpicno silo X;. To seveda
ni edini mozni nacin sprostitve konstrukcije, vendar se pri nadaljnjem
delu izkaze za ugodnega.

V naslednjem koraku konstruiramo diagrama upogibnih momentov, ki
pripadata dejanski zunanji obtezbi ¢ in enotski nadomestni sili X; =1
(slika Z-6.3 b). Dejansko vrednost nadomestne sile X izra¢unamo iz
kinematicnega robnega pogoja

a1 X1+b; =0,

ki zahteva, da je navpi¢ni pomik tocke 3 enak ni¢. Koeficienta ai; in
by izrazimo z enacbama (6.319) in (6.320)

M, M M, M
an:/de in bl:/de
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Integrala izvrednotimo z metodo Verescagina, pri ¢emer upostevamo,
da je del nosilca med to¢kama 2 in 3 absolutno tog (pripadajoca dela
diagramov upogibnih momentov sta zato zasencena, njun prispevek v
obeh integralih je enak nic).

rq

a
o &
Myp=My(q)
Myl My(Xl 1)
@l g 3
Slika Z-6.3 b
2a-a 2 2a-a ba a-a 4a 11a3
EI — .29 R T
v an p 3t 3ty 3

ELb 3ga®-a 2 5 3ga®-a 5a qa’-a 4a 31 4
e =20 — « — — . —
v 2.2 3 2.2 3 2.2 3 12

Nadomestna sila X7 je tako

_b1 _31qa4~3 31

X, = = 2-4 "9 -
! ay  12-114a3 44

335
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Primerjava z reakcijo Vs iz zgleda 5.10 pove, da smo dobili pravilen
rezultat.

r9

a ® 6My((5p3:1>
1 @ 6My<6M3:1>
Slika Z-6.3 ¢
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Konéno dolo¢imo Se vodoravni pomik ug in zasuk w3 v tocki 3. V ta
namen obtezimo tocko 3 z enotsko vodoravno virtualno silo 6P; = 1 in
z enotsko virtualno dvojico 0 M3 =1 (slika Z-6.3 c¢). Pomik ug in zasuk
ws sedaj izrac¢unamo z enac¢bami (6.218), (6.219) in (6.233)

3a
M, 6M,(6P; = 1)

EI,
0
£ M, M, (5M; = 1
w3=5D*(5M3=1):/ . yEEI S )dx.
y
0

Pri tem je M, dejanski upogibni moment v staticno nedolo¢enem
nosilcu
M, = M,(q, X1) = My + My Xy .

Za integriranje spet uporabimo metodo VereScagina in za pomik us

dobimo
1 qa’-a 2a qa® - 4a " 9¢a? - 9a
Ua = — D ———— y — . a
T EI,\ 11-2 3 11-13-2 44-13-2
7 qa*
Uz = .
> 264 EI,

Ker sta diagrama 6M,(6M3 = 1) in §M,(0P; = 1) na deformabilnem
delu nosilca le za faktor a razlicna med seboj, lahko zasuk w3 zapisemo
brez posebnega rac¢unanja

_ 7qa®
~ 264EIL,°

w3

Primerjava z zgledom 5.10 pokaze, da sta rezultata pravilna. Po drugi
strani pa lahko tudi ugotovimo, da smo z uporabo izreka o dopolnilnem
virtualnem delu in s tem izrekom izpeljane metode sil obcutno skrajsali
in poenostavili reSevanje naloge.
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Zgled 6.4

Nosilec konstrukcije pomoznega objekta (slika Z-6.4 a/a) je narejen iz
tipskih jeklenih elementov IPE 220. Med to¢kama 1 in 3 je name3¢ena
opora, izdelana iz tipskega kotnega profila L 80 x 8mm. Modul elasti¢nosti
jekla je E = 21000kN/cm?. Dol%ina a zna%a 240 cm.

Dolo¢i kriti¢no vrednost (0, tockovne obteZbe (), pri kateri pride do uklona
opore 13 ter navpi¢ni pomik w3 to¢ke 3 pri tej vrednosti.

Oceni napako, ki jo naredimo, & zanemarimo vpliv osnih sil v nosilcu IPE
220.

Lastne teZe jeklenih profilov ni treba upostevati.

(a) q (b)
§|>2 IPE 220 X
N
3
o
(aV]
a2
E 1
S L
L_&
0 0
W N,
4_@{

Slika Z-6.4 a

7 znanimi prijemi elementarne statike nosilcev hitro ugotovimo, da je
konstrukcija dvakrat staticno nedolocena. Problema se lotimo z metodo
sil in zasnujemo stati¢no doloceni delovni sistem tako, da sprostimo
vodoravno reakcijo v podpori 2 in osno silo v palici 13. Reakcijo v
podpori 2 nadomestimo z vodoravno zunanjo silo Xy, osno silo v palici
pa s parom zunanjih sil X, kakor kaze slika Z-6.4 a/b. Vrednosti
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nadomestnih sil X; in X5 dolo¢imo z resitvijo pogojnih enacb (6.307)

a1 X1+ ajp Xo = —by
a21 X1+ agz Xo = —by.

Prva od gornjih enac¢b zahteva, da je vodoravni pomik tocke 2 enak
ni¢ in torej predstavlja kinemati¢ni robni pogoj v tej tocki. Druga
enacba pa je v svojem bistvu kompatibilnostni pogoj, saj zagotavlja
enoli¢nost pomika v prerezu palice v smeri njene vzdolzne osi. V luci
obeh omenjenih pogojev dodajmo Se pojasnilo o pomenu koeficientov
pogojnih enacb:

a11 je vodoravni pomik, ki bi ga v tocki 2 povzrocila sila X7 = 1,
a2 je vodoravni pomik, ki bi ga v tocki 2 povzrocili sili X, = 1,
b1 je vodoravni pomik, ki bi ga v tocki 2 povzrocila tockovna sila @,

a1 je medsebojni osni zamik obeh koncev palice 13, ki bi ga v prerezni
tocki B povzrocila sila X; =1,
aso je medsebojni osni zamik obeh koncev palice 13, ki bi ga v prerezni
tocki B povzrocili sili X, =1,
b, je medsebojni osni zamik obeh koncev palice 13, ki bi ga v prerezni
tocki B povzrocila tockovna obtezba ().

Za dolocitev koeficientov pogojnih ena¢h bomo potrebovali podatke o
geometrijskih karakteristikah uporabljenih tipskih jeklenih elementov
(slika Z-6.4 b). Odéitamo jih iz katerega od stevilnih priro¢nikov'. Pri
palici 13, za katero moramo doloéiti kritiéno osno silo glede na uklon,
nas razen plos¢ine precnega prereza A, = A, zanima tudi minimalni
upogibni vztrajnostni moment I,,;, = I¢, ki ga prav tako odc¢itamo iz
ustrezne tabele za profil L 80 x 8

t Glej na primer: Stahl im Hochbau, Verlag Stahleisen M.B.H., Diisseldorf, 1969.
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1lcm
S

8cm
g J
Y % FZ.ZS
s
<
Slika Z-6.4 b
IPE220: A, = A, =33.4cm? L80x8: A, = A, =123 cm?
I, =1, = 2770 cm* It = Lpin = 29.6 cm?

Koeficiente in desne strani pogojnih enacb dolo¢imo s smiselno uporabo
enacb (6.303), pri cemer upostevamo, da je konstrukcija sestavljena iz
dveh upogibnih nosilcev 02 in 23 in iz palice 13

o :Z /G(NZ;Zﬂ n Myéj\jm) da
€0
a2 = Z /G(Ngjl\iw Myé?jﬁ) dr = a9
€0
gy — Z /G(Ngjiw L My_EQ?ij) o
€0
- /G(Ngimp . M%?jyp) .
€0
by=) /G(Ngjim + My;?jyp) dz .
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Diagrami osnih sil in upogibnih momentov, ki se v sprosc¢eni konstruk-
ciji pojavijo zaradi delovanja tockovne zunanje obtezbe () ter enotskih
nadomestnih sil X; = 1 in X5 = 1 so doloceni z znanimi prijemi ele-
mentarne statike nosilcev in so prikazani na sliki Z-6.4 c.

Q z/2 O

0 0 0
Qa S 2 aVe/2

2 3 2 3 avz/2|@® 3
@ —_

MypiMy<Q) My My(lel)
1 a1 1

O _
MyZ*My(XZ*l)
L 10 0 0
2a
Slika Z-6.4 ¢

Integrale, ki nastopajo v izrazih za koeficiente in desne strani pogojnih
enach, lahko sedaj izvrednotimo z metodo VereScagina
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_ 122 2 8d
MTEr T2 3 T 3EL
1 a-a 1 av2 a*\/2
a = o — . = = Q
2TFEL 2 30 2 1281,
2 V2-a V2 1
= . L= . 2.1-1
an =g Ty g T V2L
2 a-v2-a 2 a\/ﬁ_ a +a\/§+ a®
EI, 2.2 3 2 FEA, EA, 3EI,
2Qa?
by = . 2% -a =
V=g, @er2aa= e
1 1 Va-2 2 a2 1
by = . .92 - 2 .aq- = -
2EAnQaaa+EIn<2 3 g TWeag
_Qav2 | 5Qa’V2

 2EA, 12FE1,

Po vstavitvi stevilskih podatkov o geometriji in materialu sledi

8 - 2403
- — 0.63373 cm /kN
“1 5721000 - 2770 cm/
240% - /2
- — 0.02801 cm/kN
12 T 1221000 - 2770 cm/
240 240 - /2 2407

922 =51000-33.4 | 21000-12.3 | 3-21000-2770
0.00034 + 0.08053 = 0.08087 cm /kN
20 - 2403
1721000 2770
by — Q-240- V2 N 5Q - 2403 - /2 _
2.21000-33.4 ' 12-21000 - 2770
0.00024 Q + 0.14004 Q = 0.14028 [cm /kN] - Q [kN].

= 0.47530 [cm/kN] - Q [kN]
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V naslednjem koraku reSimo sistem pogojnih enacb

0.63373 0.02801 X1 | [ 047530 Q
0.02801 0.08087 | | Xo /| | —0.14028 Q

in dobimo nadomestni sili X7 in X5 v odvisnosti od tockovne sile ()
X1 =-0.68381 Q) in Xo=-1.49774 Q) .

Rezultat kaze, da v palici 13 nastopa tlacna osna sila velikosti
1.49774 (). Kriticno uklonsko silo Ng, v tej palici dolo¢imo kakor
v drugem osnovnem uklonskem primeru, saj gre za obojestransko
clenkasto pritrjen nosilec, v katerem nastopa samo tlacna osna sila.

Uklonska dolzina palice je v tem primeru kar enaka sistemski dolzini
av/2, tako da je

2F I, 72-21000-29.6
Npyy = = _T — 53.25474kN.

(av2)? B 2 - 2402

Kriticno vrednost obtezbe Qp, izracunamo iz pogoja, da je osna sila v
palici enaka kriti¢ni uklonski sili N,

53.25474
1.49774 Q. = Nir L= 2 35, kN .
9774 Qy k = Qi =gy = 3555673

Pripadajoci vrednosti nadomestnih sil X; in X5 sta tedaj

X7 = —0.68381 - 35.55673 X1 = —24.31405 kN
—
Xo = —1.49774 - 35.55673 Xo = —53.25474 kN .

Diagrame in znacilne vrednosti osnih sil in upogibnih momentov
dolo¢imo z ena¢bami (6.299) in jih prikazemo na sliki Z-6.4 d

Nm = Na:p + X4 le + X5 Nx2
My, = My, + X1 My + Xo My .
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52100 @ N 2 3 3
5 3%, swofm
© ©
©
1 26.982 1
of N, (kN) M, (kNm)
0 @
35.557 31.371
1 240| ©
2 3 2 3
—1 i1
O ©
ONL(6Q=1) 6My(6Q:1)
L 10 L_10
Slika Z-6.4 d
Sedaj lahko dolo¢imo tudi navpicni pomik ws vozlisca 3. Upora-

bimo izrek o dopolnilnem virtualnem delu in obtezimo osnovno staticno

dolo¢eno konstrukcijo z virtualno navpi¢no to¢kovno silo Q) = 1 v tocki
3. Poves w3 je tedaj dolocen z enacbo (6.308)

le
w3:5D*(Q,X1,X275Q:1) :Z / ( FA
e 4 *
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Ob upostevanju diagramov notranjih sil na sliki Z-6.4 d in z uporabo
metode Verescagina tako dobimo

1
= —2.100 - 240 + 35.557 - 240
100 240 2
_5.040- 2.2 .24
EL 5.040 5 '3 0+
240

> (2-26.982 — 31.371 — 5.040) | =

8029.601 N 100 - 408 796.440
w =
ST EA, El,

Po vstavitvi stevilskih podatkov za E, A,, in I,, sledi

~8029.601 " 100 - 408 796.440
~ 21000 -33.4 21000 - 2770

w3 — wz = 0.741 cm .
Konc¢no Se poglejmo, koliksno napako naredimo, ¢e pri doloc¢itvi kriticne
obtezbe Qg zanemarimo vpliv osnih sil v profilu IPE 220, torej v tistem
delu nosilca, kjer se nosilnost realizira pretezno z upogibom. Vpliva
osne sile v palici 13, kjer je to edina notranja sila, v splosnem seveda ne
smemo zanemariti. S tem bi namre¢ naredili hudo, predvsem nacelno
napako, saj bi ne glede na njeno dejansko podajnost vzeli, da je palica
absolutno toga. Oceno napake zacnemo s tem, da v izrazih za koefi-
ciente in desne strani pogojnih enacb za dolocitev nadomestnih sil X
in X5 izlo¢imo prispevke osnih sil v upogibnem delu nosilca. Sistem
pogojnih enach je tedaj

0.63373 0.02801 X1 | ) —047530Q
0.02801 0.08053| | X2 | | —0.14004Q |’

resitvi pa sta
X1 = —0.68366 Q in Xo=—-1.50121 Q.
Kriticna vrednost Qg je tokrat
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6.20 Energijske metode - Zgledi

53.25474
Qur = 22" " = 3547454 kN .
1.50121

Napako ocenimo tako, da za primerjalno vrednost vzamemo to¢no vred-

nost Qr, = 35.55673 kN

35.47454 — 35.55673
=-0.23%.
35.55673 023%

nap = 100 -

Kakor je bilo Zze omenjeno, je zanemaritev vpliva osnih sil v elementih,
v katerih prevladujejo upogibni momenti, upravicena.

Zgled 6.5

Konzolni nosilec je narejen iz dveh enakih tipskih elementov IPE 330, ki
sta v tocki 1 z vijaénim stikom povezana med seboj. Stik ni povsem tog in
ga modeliramo z linearno elasti¢no polZasto vzmetjo s konstanto kg (slika
Z-6.5 a).

I, =11770 cm*

E = 21000 kN/cm”

a a
ks = 5910 kNm/rad

Z
g =20kN/m

7 b N

l
o £, & K
1

,
'
[y

Slika Z-6.5 a

Doloti poves ws in zasuk wy v tocki 2!

Naloge se lotimo z izrekom o dopolnilnem virtualnem delu. Poves ws
dolo¢imo tako, da nosilec v tocki 2 obtezimo z enotsko virtualno silo
0P, = 1 v smeri osi z (slika Z-6.5 b) in v skladu z enacbo (6.282)
izracunamo pripadajoce dopolnilno virtualno delo notranjih sil
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6.20 Energijske metode - Zgledi

2a
wy = 6D* (6P, =1) = / M, (q) - 0My (6P, = 1)

7, dx+
0
1
7o M) - oMV (0P = 1)
ob=1
r4
v k _
N v egy \OM=1
0 Ely N Ely \2
a Q
z
Ag <
©)
B s %
o o < My(q)
Soglsl o . 3
2 6My(6P2:1)
11 @ 1
(SMy(éMgzl)
Slika Z-6.5 b

Uporabimo metodo Verescagina in dobimo

1 ga’®-a 5a
Wy = —— —
T EL,\ 2 3
4 qat n qa®
2T 4R " 2ks

W S ate ta) Lt
2 2 2.3 4
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Za dolocitev zasuka wy obtezimo nosilec v tocki 2 z enotsko dvojico
dMy = 1 v pozitivni smeri y (slika Z-6.5 b) in izra¢unamo pripadajoce
dopolnilno virtualno delo notranjih sil

L SM,(6My = 1)

d
FI, T+

2a
0

1

1 1
m M (q) - MV (6M; = 1)

Integral spet izvrednotimo z metodo Verescagina in dobimo

1 qa® - a qa?-a qga’-a 1 gqa?
= — -1 1 T [ ol |
2 Ely( SR R P ks 2
7qa® qa’®
Wy = — -
7 6EIL, 2ks

Koné¢no v dobljene splosne izraze vstavimo konkretne podatke obrav-
navanega primera in izracunamo Stevilske vrednosti obeh koli¢in

41-0.2-160% +0.2~1603 1500
Wo = = 1. cm
2 24-21000-11770 ' 2-591000
7.0.2-1603 0.2 - 1602

= —8.198-10" 3 rad.

W2 T E21000- 11770 2-591000

Do enakih rezultatov bi seveda lahko prisli tudi z neposredno uporabo
podajnostnih koeficientov konzolnega nosilca, ki smo jih izpeljali v
zgledu 5.6. Pri tem bi morali upostevati, da se zasuk nosilca v ela-
sticnem ¢lenkastem stiku v tocki 1 spremeni za Aw,

2

qa
Awy = 2
I Sk

To preprosto kontrolo prepus¢amo skrbnemu bralcu.
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Zgled 6.6

Lepljen lesen nosilec preko dveh polj z razpetinama a = 3.6 m je v toc¢ki 0
nepomicno vrtljivo podprt, podpori v to¢kah 1 in 2 pa sta linearno elasti¢ni z
vzmetnima konstantama k; = 140 kN/cm in ko = 70 kN/cm (slika Z-6.6
a). Lastna teZa nosilca je viteta v enakomerni zvezni obtezbi ¢ = 32 kN /m.
Modul elasti¢nosti uporabljenega lesa je £ =1 100 kN/cmz.

PREREZ NOSILCA

/,q cm
;g, J i 18

‘ «

R

36 cm

Slika Z-6.6 a

Dolo¢i najvejo vzdolZzno normalno napetost v lesenem nosilcu ter povesa

nosilca v to¢kah 1 in 2.

Konstrukcija je oc¢itno enkrat stati¢no nedolocena. ReSevanja se lotimo
po metodi sil in zasnujemo osnovni staticno doloceni sistem tako, da
vzmetno podporo v tocki 1 nadomestimo z zaenkrat neznano zunanjo
silo Xy (slika Z-6.6 b). Velikost nadomestne sile X; izra¢unamo iz

pogojne enache
a11 X1 +b1 =0,

ki dejansko zahteva, da je poves nosilca v tocki 1 enak skrcku vzmeti.
Koeficient a1 in desno stran b; izra¢unamo s smiselno uporabo enacb

(6.319) in (6.320).
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6.20 Energijske metode - Zgledi

2a _ — (1) (1 =(2) (2
a1 = / MylMyl da + Vl( )Vl( ) N Vl( )Vl( )
EIy kl k2
0
/ Mpryl V1(2) ‘71(2)
ko '

Diagrama upogibnih momentov in sile v vzmeteh, ki pripadajo zunanji

obtezbi ¢ in nadomestni sili X; = 1 na staticno dolocenem osnovnem
sistemu, prikazuje slika Z-6.6 b.

q
% 1A 2l *
. 7
5a/8 | 3a/8 3a/8 |  5a/8
T T
Myp=My(q)
" P
< 3 ot )
= = Myley(lel)
0 1 2
Vy'=v"(g) =0 [V;(f) v®(q)=qa
0 1 2
vi=v"(x 1)1' ‘VfZ)V(Z)(X 1)=1
Slika Z-6.6 b
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Integrala izvrednotimo z metodo Verescagina in dobimo

2 2 ga? Sa 1 5 1 1\° a3+1+1
a — e .q-— . . — — N N
"TOEL 3 2 U160k ky \2 6EI, kA 4ky

2 aa 2 a 1 1 5qa* qa
blz—— _._.___.qa._:_ _ .

El, 22 32 k ' 2  24FEI, 2k

Dobljena izraza vstavimo v pogojno enacbo

a? 1 1 5qa* qa
S e _y
6EIy+k1+4k:J ! l24E1y+2k;2]

in po krajSem urejanju dobimo

5@3]{31]{52 + 12 Elykl

X, =
! 4@3]{31]{52 + 6 E]y (]{31 + 4]{32

)qa.

Pred nadaljevanjem izracunajmo upogibni vztrajnostni moment I, pra-
vokotnega precnega prereza lesenega nosilca

18 - 363
I —

v = — I, =69984cm®.

Nadomestno silo X7 najprej dolo¢imo v odvisnosti od produkta ga

5-3603 - 140 - 70 4+ 12 - 1100 - 69984 - 140

X, =
! 4-3603-140-70+6-1100-69984 - (140 4+ 4 - 70)

qa = 1.194qa .

Sedaj lahko izracunamo tudi navpicni reakciji v podporah 0 in 2
_ 1
Vo=V® = Vp(2) + V1(2) X1 =qa— 3 1.194 qa = 0.403 qa .

Podobno dolo¢imo tudi potek upogibnega momenta M, vzdolz nosilca
(slika Z-6.6 c).
My = My, + Myl - X4
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Najvecjo vrednost pozitivhega momenta v polju M, = dolo¢imo na

znani nac¢in kot ekstrem funkcije M, (x), ki nastopa v prerezu s koordi-
nato r = x,,

1 dM
My:0.403qaac——qac2 — Y =0.403qa — qx
2 dzx
dM.
— =0 — Ty = 0.403a
dx T=Tm
M, (zm) = M}, = 0.081ga*.
4
0 l 24
1A 2
Vo=0.403 qa v =1194qa Tv(2’0.403 qa
a a
Z
0.403 a “;g“ 0.403 a
e
© © My
o @ ol @
Slika Z-6.6 ¢

Najvecji negativni upogibni moment M, .. ocitno nastopa nad vmesno
podporo

_ a a
Mmax = My(a> = % - §X1 =

M. = —0.097 qa*.

(1 —1.194) qa®

DN | —

Najvecjo vzdolzno normalno napetost o]2** dolo¢imo glede na najvecjo

absolutno vrednost upogibnega momenta; v nasem primeru je to mo-
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6.20 Energijske metode - Zgledi

ment nad vmesno podporo. V konstruktorski praksi za dolocitev naj-
vecjih napetosti obicajno vpeljemo tako imenovani upogibni odpornost-
ni moment prereza Wy, s katerim neposredno izracunamo robne, torej
najvecje mozne normalne napetosti. Ce z z, ozna¢imo pravokotno raz-
daljo robu od osi ¥, je

Pri pravokotnem prerezu dimenzij b X h je odpornostni moment enak
ne glede na to, ali racunamo napetost na spodnjem ali zgornjem robu
21, b h?

A

in v naSem primeru dobimo

69984 18- 367

Y 03 : = 3888 cm”.

V nasem primeru je merodajen prerez nad vmesno elasti¢cno podporo 1,
kjer je vzdolzna normalna napetost na spodnjem robu prereza tlacna,
na zgornjem pa natezna. Po velikosti sta obe enaki

max _ 0.097¢a®  0.097-0.32 - 3602
S 3888

o™ — 1,035kN/em® = 1035 N/cm® .

rxr

Konéno moramo dolociti Se povesa nosilca v tockah 1 in 2, ki pa sta
kar enaka skrckoma vzmeti, s katerima je nosilec v omenjenih tockah
podprt. Zato je

X1 1.194ga _ 1.194-0.32- 360

—
2
0y V® _0.403ga _ 0.403-0.32- 360 wy = 0.663 e .
ko ko 70

Naloga je s tem koncana; vendar se Se na kratko pomudimo pri obrav-
navanem primeru in ga izkoristimo za “inzenirski” razmislek o vplivu
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6.20 Energijske metode - Zgledi

togosti podajnih podpor na stati¢no stanje linijske konstrukcije. Naj-
prej se vprasajmo, kako se spremenijo reakcije in upogibni momenti, c¢e
je nosilec na obeh konceh nepomic¢no vrtljivo podprt, vmesna podpora
pa ostane linearno elasti¢na s konstanto k; (slika Z-6.6 d).

1A 2
0.416 qa 1.167 qa 0.416 ga

Slika Z-6.6 d

Pripadajoco vrednost vmesne reakcije X za ta primer dolo¢imo z limit-
nim postopkom, ko togost ko vzmeti v tocki 2 narasc¢a proti neskoncni
vrednosti
12E1, ky

ko 5a3 kq

:qa
k 3
4ad by + 6 EI, (k—1+4) La5ky + 24 F,
2

5@3 ]ﬂl +
X1 =gqa lim

kg—)OO

V nasem primeru dobimo

o 5- 3603 - 140
~ 1473608 140 + 24 - 1100 - 69934

X1 — X1 :1167(]@
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Sila, s katero elasticna podpora v tocki 1 deluje na nosilec, je
pricakovano manjsa kakor v prejSnjem primeru, saj tokrat nepomicna
desna podpora prevzame vecji delez obtezbe. Podobno kakor v prej-
snjem primeru dolo¢imo tudi reakciji v obeh nepomi¢nih podporah in
potek upogibnega momenta vzdolz nosilca (slika Z-6.6 d). Pri tem lahko
opazimo, da je tokrat najvecji pozitivni moment v polju po absolutni
vrednosti vecji od negativnega momenta nad vmesno podporo.

Oglejmo si Se mejni primer, ko nosilec tudi v vmesni tocki 1 nepomicno
vrtljivo podpremo (slika Z-6.6 e).

r4
a a
0 12 z
1A
0.375qa 1.250 qa TO.S?&S qa

0.375 a g 0.375a
S P
% % My
ol @ ol @
Slika Z-6.6 e

Pripadajoco vrednost reakcije v tej tocki spet poiScemo z limitnim
postopkom, pri katerem gre Se togost k1 proti neskonc¢no veliki vrednosti
5a3 )
Xi1=qa lim ———F———=— =-qa=1.250qa.
ey o 2AEL, 4

1
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Dobili smo dobro znan rezultat, ki ga lahko najdemo v vsakem kon-
struktorskem prirocniku. Pripadajoc¢i reakciji v krajnih podporah in
potek upogibnega momenta vzdolz nosilca prikazuje slika Z-6.6 e.

Preglednica P-6.2

k1 (kN/cm) % % Ag;‘” ]\iﬁg)
0 0 1.000 | 0.500 0.500
0.1 0.013 | 0.994 | 0.494 0.494

1 0.115 | 0943 | 0.444 0.443

10 0.628 | 0.686 | 0.235 0.186
39.6 1.000 | 0.500 | 0.125 0.000
50 1.043 | 0478 | 0114 | —0.022
100 1137 | 0431 | 0093 | —0.069
140 1.167 | 0416 | 0.087 | —0.084
200 1191 | 0.405 | 0.082 | —0.096
300 1210 | 0395 | 0078 | —0.105
500 1226 | 0.387 | 0075 | —0.113
1000 1238 | 0381 | 0.073 | —0.119
o0 1250 | 0375 | 0070 | —0.125

Za celovitejso predstavo o vplivu elasticne vmesne podpore na reakcije
in znacilne vrednosti upogibnega momenta obravnavanega nosilca (slika
Z-6.6 d) so v preglednici P-6.2 tabelari¢no prikazane njihove vrednosti
za primer, da se togost elasticne vzmeti v tocki 1 postopoma povecuje od
vrednosti ni¢ (nosilec v tocki 1 ni podprt) do neskonéno velike vrednosti
(nosilec je v to¢ki 1 nepomicno vrtljivo podprt). Rezultati so na sliki
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Z-6.6 f prikazani tudi z grafi omenjenih kolicin. Kakor je pricakovati,
se reakcija v elasti¢ni podpori pri tem nelinearno povecuje od vrednosti
ni¢ do mejne vrednosti 1.250 qa, ustrezno pa se spreminjajo tudi vred-
nosti reakcij v obeh nepomicnih podporah ter vrednosti najvecjega poz-
itivnega upogibnega momenta v polju in upogibnega momenta v pre-
rezu nad vmesno podporo. Slednji je pri zelo podajni vmesni elasti¢ni
podpori pozitiven, pri vrednosti k1 = 39.6 kN/cm preide v negativno
obmogje in pri nepodajni podpori doseze vrednost —0.125 ga?.

f&l, Jﬁl A4;;ax jk[y(jl)
ga qa qa®  qa?
1250 4 —————— - e e

1.000 +—f————————— - 0.500

0.500

03 MH-p-

0.070

R ———— - -0.125
I

0 50 100 200 300 500 1000

Slika Z-6.6 f

Na podoben nacin bi opravili stati¢no analizo nosilca v primeru, da bi
bil ta v tocki 1 nepomicno, v tocki 2 pa elasticno podprt. To zanimivo
nalogo prepuscamo skrbnemu bralcu.
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Zgled 6.7

Po metodi sil dolo¢i reakcije ter oba pomika in zasuk v podpori j za nosilec
iz zgleda Z-5.11 (slika Z-6.7 a) v obeh obravnavanih primerih podpiranja.

AT,
1 il =z n
Y
AT,
L J
-
z
Slika Z-6.7 a

Podatke povzamemo po zgledu Z-5.11. To pomeni, da poznamo dolZino
nosilca [, plos¢ino A, in upogibni vztrajnostni moment I, prenega prereza,
modul elasti¢nosti E, koeficient temperaturnega raztezanja in kréenja ap
ter parametra linearnega nastavka za potek temperaturne spremembe po
visini prereza AT, in AT,.

Zacnimo kar s primerom, da je nosilec v tocki j nepomicno vrtljivo pod-
prt in torej dvakrat staticno nedolo¢en. V smislu metode sil sprostimo
nepomicno vrtljivo podporo in njen vpliv nadomestimo z zunanjima
silama X7 in Xy (slika Z-6.7 b). Nadomestni sili dolo¢imo z resitvijo
sistema pogojnih enacb

a11 X1+ a2 Xo+by =0
ag1 X1 + ag Xo +by =0,

ki v obravnavanem primeru zahtevata, da sta tako vodoravni pomik u;
kakor tudi poves w; v krajistu j enaka nic.

Koeficiente in desni strani dolo¢imo v skladu z enacbami (6.319) in
(6.320) ob upostevanju diagramov notranjih sil na osnovni stati¢no
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doloceni konstrukciji (slika Z-6.7 b). Na nosilcu ni mehanske zunanje
obtezbe, zato je Ny, = 0 in M, = 0.

Y .
2
/ ;
~J
z
Y .
'7 K.
X
» l
UXE
1 ® _
Nx1:Nx(X1*])
7y1:My(X1:] -
l e) ijgiNx<X271>:O
MyZZMy(X2:1)

Slika Z-6.7 b

Splosni izrazi za koeficiente a11, a2, ags in desni strani by, by pogojnih

enacb so tako

l

/ Nx1Nx1 +
a =
11 EA;U

0
l

MylMyl
d
El, ) *

/ leNx2 +
a =
12 FA,

0
l

My1 Mo
dr =
El, ) T an

Nx2Nx2
a22—/( FA, +

0

My2My2
d
El, ) v
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l
by = / (ar AT, Noy + ap AT, 1,1) de
0
l
by = / (aTATmeQ + &TATZMyg) dx .
0

Nastopajoce integrale izvrednotimo z metodo Verescagina in dobimo

1 l
an =g l= g

Ker je a12 = a1 = 0, je resitev sistema pogojnih enacb ¢isto enostavna

3Bl arAT,

X1 = —EAm OéTATm in X2 97

Preostane nam Se dolocitev pomikov in zasukov v tocki j za oba
primera podpiranja. Za pomika u; in w; je stvar jasna: ¢e je nosilec v
tocki 7 nepomicno vrtljivo podprt, sta oba omenjena pomika enaka nic.
Ce je desni konec nosilca prost, pa ob upostevanju fizikalnega pomena
desnih strani pogojnih enacb velja

1
’U,jzbl:OéT'ATm'l iIl ijbQZ—EOéT'ATZ'F.

Dolo¢iti moramo Se zasuk w; v obeh primerih podpiranja. Spet zacnemo
s primerom, da je nosilec v tocki 7 nepomicno vrtljivo podprt. Upora-
bimo izrek o dopolnilnem virtualnem delu in obtezimo nosilec v tocki
J z virtualno dvojico 6M; =1 (slika Z-6.7 c)
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) OMj=1
~0)
L N
7
Z
o2
.
B~
A
S o
=
™ My(AT, Xz)
| ®
5M, (6M,=1)
Slika Z-6.7 ¢

Kakor vemo, je zasuk w; enak pripadajocemu dopolnilnemu virtual-
nemu delu notranjih sil, ki ga izra¢unamo z enacbo (6.282)

l
M, 6M,

Yy

l
dx + /aT AT, 0M, dz .

0

V primeru, da je desni konec nosilca prost, je M, = 0 in zasuk je
Wj; = ar ATZ l.

Pri podprtem nosilcu pa najprej konstruiramo diagram upogibnega mo-
menta M, na staticno nedoloc¢enem nosilcu in z metodo Verescagina
dobimo

1 3EIjar AT, I
: 2 AT, 1.1
El, 2 g T

(,Uj:—

1
wj:ZaTATZl.
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Dobili smo seveda enake rezultate kakor v zgledu 5.11 vendar v primer-
javi z izpeljavo enacb (5.135) do (5.140) in njihovo uporabo v zgledu
5.11 na bistveno lazji in preglednejsi nacin.

Zgled 6.8

Dokazi, da integral

dA,

- [+ ()

T

predstavlja torzijski vztrajnostni moment I,, kakor smo ga izpeljali v
razdelku 5.5.

Ob upostevanju pravila za odvajanje produkta lahko integral J zapise-
mo kot razliko dveh integralov

_[[o(,20) ., 2 (,0¢ _/ Pp
J_/{ay (way)Jraz (QOC%)} e g0(3y2+322 e
dfl) x

Clen v oklepaju v drugem integralu je zaradi enacbe (5.285) enak —2,
prvi integral pa z Greenovim izrekom (5.94) prevedemo na krivuljni
integral po mejni ¢rti €, precnega prereza. Tako dobimo

J:f _wﬁ_go dy + goa—go dz dx—|—2/g0dAm
0z oy
E.

x x

0 0
J = /godAm+fgp(—a—fdy+ a—;jdz) .

x x

oziroma

Pri (m + 1)—krat sovisnem prerezu postopamo enako, kakor smo to
naredili v razdelku 5.5. Sklenjeno mejno krivuljo %, sestavimo iz vec
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delov, tako da z njo zajamemo celotno obmocje precnega prereza o7,
(slika 5.25). Integrali vzdolz ravnih odsekov integracijske poti, s kateri-
mi pridemo z zunanje mejne krivulje na notranjo in nazaj, se odstejejo,
saj integriramo isto funkcijo enkrat v eni, drugi¢ pa v drugi smeri.
Preostane nam torej integriranje po zunanji mejni krivulji %, kjer ima
napetostna funkcija konstantno vrednost ¢,, ter po notranjih mejnih
krivuljah €,,; (i = 1,2, ..., m), kjer ima napetostna funkcija konstantne
vrednosti ¢,;

0 0
J = 2/gpdAx+fgoz (—a—fdy+ 8—5@) +

oy %,
Dy dyp

m
i=1 oy

Pri tem smo integralom, ki nastopajo v vsoti v tretjem ¢lenu, spremenili
predznak, ker gre za integriranje v sourni, torej “negativni” smeri. Za
napetostno funkcijo ¢, na zunanji mejni krivulji ¢, praviloma privza-
memo vrednost ¢, = 0, krivuljni integral v tretjem ¢lenu pa je zaradi
enacbe (5.288) enak 2A,,;. Tako dobimo

Ay =1

to pa je izraz, ki smo ga v razdelku 5.5 izpeljali kot torzijski vztrajnost-
ni moment I, pre¢nega prereza nosilca. S tem smo dokazali enakost

NGRS

x

dAa: :Ism

kar je zahtevala nasa naloga.
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Zgled 6.9

Vsi elementi branaste konstrukcije (slika Z-6.9 a) so jekleni in imajo enak
dvoceliéni zaprt tankostenski pre¢ni prerez (slika Z-6.9 b). V totki 1 je
nosilec nepomi&no vrtljivo podprt; podpora v tocki 3 prepre€uje oba pre¢na
pomika in torzijski zasuk w,. V to¢ki 4 sta preprefena le navpi¢ni pomik
w in torzijski zasuk w, glede na lokalno vzdolZno os =.

a=95m

g =5kN/m

E = 2100 kN /cm?
v=20.3

Slika Z-6.9 a

Ob upostevanju dejanske geometrije prereza <7, sta doloena tezis¢na raz-
dalja Zr glede na pomoZno os Y in vztrajnostni moment I, glede na

NS4

teZzig¢no os y (skrben bralec bo sam preveril pravilnost obeh vrednosti)

Zp =12.83 cm in I, =7798.17 cm*.

a. Dolo¢i torzijski vztrajnostni moment I, prereza <7, in oceni napako
zaradi zanemaritve prispevka ozkih pravokotnikov.

b. Ob predpostavki, da gre v torzijsko obremenjenih elementih za &isto
torzijo, dolo¢i reakcije v podporah prikazane branaste konstrukcije.

c. Dolodi in skiciraj potek upogibnih in torzijskih momentov po elementih
konstrukcije.

36
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21 cm

Y

£

(&}

(2]

@

«
Yy

£

[$]

5

¥

Slika Z-6.9 b

a.
Da bi lahko izracunali torzijski vztrajnostni moment obravnavanega

tankostenskega zaprtega dvoceli¢nega prereza, moramo najprej dolociti
konstantni vrednosti (7 in o napetostne funkcije ¢ na robovih notra-
njih odprtin. Uporabimo sistem kompatibilnostnih enacb (5.389), ki se

v naSem primeru glasi

a11 91 + a2 =by
a21 1 + a2 P2 = by .
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Koeficiente in desni strani dolo¢imo z ena¢bami (5.387) in (5.388) ob
upostevanju slike Z-6.9 c

20

.

<
~

¢ 1
a11:f§:1(2-20+2-16)=720
<gsl
ac 1
Qoo = —C:—(20+107r)=51.4
5 1
Cng
/QdC L 90— —200
a1 = ag1 = — - = —7 20 =—2U.
12 21 p 5 1
by =2A, =2-20-16 = 2-320.0 = 640.0 cm?
. 102
by =2 A =21 9 1571 = 3142 cm?.
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6.20 Energijske metode - Zgledi

V naslednjem koraku resimo sistem kompatibilnostnih enach
720 —=20.0| [ 1| _ | 640.0 N 01 = 11.87 cm?
—20.0 514 2| |314.2 @0y = 10.73 cm? .
Torzijski vztrajnostni moment M, dolo¢imo z enacbo (5.393)

N
1 3 3
L= jfa d§+2/6d§ +221¢iA5i.
cgsz lij =

Posebej dolo¢imo delez, ki ga prispevajo ozki pravokotniki (ne glede na
obliko srednje ¢rte)

7{53d§+zl“/53dg —

sz

[2-(20416) - 1° +10 - 7 - 1°] = 34.5 cm*

Wl

in delez, ki pripada zaprtemu dvocelicnemu ¢rtnemu liku

N
2 Z i Agi =2 (p1As1 + p2As2) =
i—1
2 (11.87 - 320.0 + 10.73 - 157.1) = 10968.2 cm? .

Torzijski vztrajnostni moment je tako
I, =34.5+10968.2 = 11002.7 cm™ .

Ce prispevek ozkih pravokotnikov zanemarimo in ra¢unamo naprej kar
z vrednostjo I, = 10968.2 cm*, naredimo s tem zelo majhno napako, ki
jo lahko, na primer, definiramo takole

10968.2 — 11 002.7

ka = 100 - —_03%.
napaka 11002.7 %
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Za nadaljnje racunanje je koristno, ¢e, na primer, specificno torzijsko
togost GI, izrazimo v odvisnosti od specificne upogibne togosti ET,,
tako da je GI, = 8 El,. V naSem primeru je

E E E

= axy) T 2103 26

in sledi

GI,  E-11002.7
EI,  26-E-7798.2

= 0.5427 - B = 0.5427.

b.

Hitro lahko ugotovimo, da je konstrukcija dvakrat staticno nedoloce-
na. Reakcije v podporah dolo¢imo z metodo sil. Kot eno od moznih
izberemo osnovno staticno dolo¢eno konstrukcijo tako, da v tocki 4
sprostimo obe nastopajo¢i podporni sili (slika Z-6.9 d).

X
4/

Slika Z-6.9 d

Nadomestno navpi¢no reakcijo oznac¢imo z X7, nadomestni reakcijski
torzijski moment pa z Xs. Obe nadomestni sili dolo¢imo iz pogojnih

enacb (6.307)
a1 X1+ a2 Xo = —by

a21 X1+ ag Xo = —by.
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Dodajmo Se pojasnilo o pomenu koeficientov pogojnih enacb:

a11 je navpicni pomik, ki bi ga v tocki 4 povzrocila sila X; =1,

a12 je navpicni pomik, ki bi ga v tocki 4 povzrocila dvojica Xo =1,
b1 je navpicni pomik, ki bi ga v tocki 4 povzrocila zvezna obtezba g,

az1 je torzijski zasuk, ki bi ga v tocki 4 povzrocila sila X; =1,

azo je torzijski zasuk, ki bi ga v tocki 4 povzrocila dvojica Xy =1,

by je torzijski zasuk, ki bi ga v tocki 4 povzrocila zvezna obtezba q.

Diagrami upogibnih in torzijskih momentov, ki pripadajo nadomest-
nim silam in zunanji obtezbi, so prikazani na sliki Z-6.9 e. S smiselno
uporabo ena¢b (6.319) in (6.320) dolo¢imo koeficiente in desni strani
pogojnih enacbh, pri cemer zanemarimo vpliv prec¢nih sil in upostevamo,
da je konstrukcija sestavljena iz dveh ravnih linijskih nosilcev 13 in 24

= ( GI, El,
o ;21 O/le(MmGlj\jﬂ MyElj\jw) dr = as,
9 :;21 O/le(Mmng\jﬂ L Mg?jw) e
by :; O/Z(Mﬂg?f“’ + M@g?jyp) dz .

Nastopajoce integrale izvrednotimo z metodo Verescagina in dobimo
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Myp=My(q)
Mxp Mx(Q)
@ <
1 g 3 Mxlex(X1
4
@
v el o % g 7
1 o S 3 a“’ S) 3 Myley<X1
4 1
®
1 2 I
2 Myp=M(Xe
1 I8 o Sle 3 _
s — el
Slika Z-6.9 e

370



6.20 Energijske metode - Zgledi

1 N 1 a-a 2a+2a-a a a® N a®
a = a-a-a+ — ( — = D) =
TGl EL,\ 2 3 .2 3)  GI, 2EI,
a2 = az; =0
=L (9.9 a a ga® 20 a)__ 5¢
I, 1 '2'3778 34 1S FI,
1 1 14 1 5 1 a 1 a 4 a
a = - Q- _ PR —
27 Gl EI,” 2 2 3 GI, 6EI,
1 ga®* 22 1 gqa®

bp=——r—  — - = — .
7 EI, 8 3 4  48EI,
Ob upostevanju zveze GI, = 8 E1, lahko Se pisemo
3

a
— 2 (142
ai 2ET, (1+25)

a
= 1
a2 6ET, (1+65)

in konc¢no izracunamo nadomestni sili

X = o 5ea
ai1 24(1—}—25) _ X1 :0100qa
x,— b2 _ qa’ X, = 0.029 ga? .
aze  8(1+4+60)

0

0.100 qa

0.685 qa

Slika Z-6.9 f

371



6.20 Energijske metode - Zgledi

Po metodah elementarne statike togih nosilcev lahko sedaj dolo¢imo
vse podporne sile in momente (slika Z-6.9 f)

c.
Diagrame in znacilne vrednosti upogibnih in torzijskih momentov
dolo¢imo z ena¢bami (6.315) in jih prikazemo na sliki Z-6.9 g

Ma: = Ma:p + X1 Mml + X5 MmQ

My, = My, + X1 My + Xo Mo .

0.029 qa?
4
M.
@ x
K
©
1 2 3
4
My
@
1 2 | 0.100 gat 3
S ul.
5 Ze ZE @
]
g 5|
=
Slika Z-6.9 g
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Zgled 6.10

Oba elementa nosilne konstrukcije industrijskega nadstreska sta narejena
iz tipskega jeklenega nosilca IPE 240 (slika Z-6.10 a). S Castiglianovim
izrekom dolo&i navpi¢ni pomik (poves) v tocki 1 in oceni napako, ki jo
naredi$, Ce pri tem zanemari$ vpliv osnih sil. V enakomerni zvezni obteZbi
q = 4.52 kN/m, ki deluje na element 12, je Ze zajeta lastna teZa g jekle-
nega profila.

A
rq 4
Y
L IpE 240 ? T 2
|
A <Z
o
|
(a) = (b) T
(QV;
=]
IPE 240 : = N
A, =39.1 cm?
I, = 3890 cm*
g =0.31kN/m
E = 21000kN/cm”
l=2m
3 3
% A
| L | L
| |

Slika Z-6.10 a

Kakor vemo, s Castiglianovim izrekom izra¢cunamo pomik v izbrani
tocki in v izbrani smeri tako, da dopolnilno deformacijsko energijo kon-
strukcije odvajamo po tockovni sili, ki v izbrani tocki deluje v izbrani
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6.20 Energijske metode - Zgledi

smeri. V nasem primeru moramo zato v tocki 1 dodati tockovno silo,
oznacimo jo s P;, v navpi¢ni smeri, torej v smeri lokalne koordinatne
osi z nosilca 12. Konstrukcija je staticno dolocena, zato je dolo¢itev
notranjih sil ¢isto preprosta (slika Z-6.10 b).

q712+P11
ql+F =
1 2 1 2
[Nx] @) [My] )
3 3
ql+P+2gl

Slika Z-6.10 b

Dopolnilno deformacijsko energijo obravnavane konstrukcije izracuna-
mo z enacbo (6.388), ki se v nasem primeru glasi

2 Le 2
1 N2 M
D* == ) gy
221/<EAx+EIy> v
e=1

Kakor vidimo, je funkcija upogibnega momenta na odseku 12 kvadratna
parabola. Zato za izvrednotenje integrala na tem odseku ne moremo
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6.20 Energijske metode - Zgledi

uporabiti metode VereScagina, saj gre za integral produkta nelinearne
funkcije same s seboj. Zaradi boljse preglednosti zapiSemo funkcije
osne sile N, in upogibnega momenta M, na odsekih 12 in 23 vnapre]
in nastopajoce integrale izracunamo po obicajni poti.

EZ Nm:O, My:7+P1x
_ ql?
23 : Ny =ql+ P, + gz, My:7+P1Z-

Dopolnilna deformacijska energija obravnavane konstrukcije je tako

21

l
1 qx? 2 1 ql? 2
D* = Pz od L ipt) o4
2Ely/(2+1x) x+2EIy/(2+1 v

0 0
21

/ (gl + Py + gz)° dz.
0

1
2FA,

Po nekoliko daljsem, vendar preprostem rac¢unanju nastopajocih inte-
gralov dobimo

D* =

1 11¢2%15 9P qi* 7P213
q 4 14 + 1 4
EI, 40 8 6

4 ¢%13
{q%?’ +2qgl® + 5+ 2P?(q+g)+ sz} .

EA,

Sedaj lahko navpi¢ni pomik w; v tocki 1 dolo¢imo s Castiglianovim
izrekom. Pri tem upostevamo, da na podano konstrukcijo delujeta
le enakomerna zvezna obtezba ¢ in lastna teza jeklenega profila g,
tockovno silo P; pa smo dodali zgolj zato, da bi lahko uporabili ome-

njeni izrek

oD* ~ 9ql? +2(q+g)

= — =
OP1 |p o YT REL T EA,

w1
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6.20 Energijske metode - Zgledi

Ocitno je, da prvi ¢len v izrazu za poves wi predstavlja delez, ki ga k
povesu prispeva upogibni moment, drugi ¢len pa predstavlja prispevek
osne sile. Zato vsakega od obeh ¢lenov izvrednotimo posebej

9¢l*  9-0.0452-200*
8EI, 8-21000- 3890
2(¢g+g) 2(0.0453 + 0.0031) - 2002

EA, 21000 - 39.1 = 0.0047 cm.

= 0.9960 cm

Poves wq, ki zajema tako vpliv upogibnih momentov kakor tudi osnih
sil, je tedaj
wy = 0.9960 4 0.0047 = 1.0007 cm .

Ocenimo se napako, ki jo naredimo, ¢e pri dolocitvi povesa w; vpliv
osnih sil zanemarimo

0.9960 — 1.0007
ka = 100 - — _0.5%.
napaka 00 10007 0.5%

V mehaniki linijskih konstrukcij na splosno velja, da je vpliv osnih sil
na mehansko stanje konstrukcije zanemarljivo majhen v primerjavi z
vplivom upogibnih momentov. Seveda pa to ne velja za tiste elemente
konstrukcije, v katerih je osna sila prevladujoca notranja sila, na primer
za ¢lenkasto prikljucene nosilce (palice) brez preéne obtezbe v polju. V
takih elementih namre¢ prakti¢no ni upogibnih momentov (razen pravi-
loma zelo majhnih “parazitskih” momentov zaradi nepopolne ¢lenkaste
izvedbe prikljuckov) in se prakti¢no celoten prispevek taksnih elementov
h globalni nosilnosti konstrukcije realizira z osnimi silami.

Zgled 6.11

Z izrekom o minimumu potencialne energije izpelji ravnoteZne enalbe
za element linearno elasti¢nega ravnega nosilca, obteZenega s konserva-
tivno zvezno porazdeljeno vzdolZzno in pre¢no obtezbo (slika Z-6.11 a).
Upostevaj Timoshenkov model nosilca.

376
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v, Y
B L N
B g
w /D B A A, AN\,
w}\ @J\ l
Wy W;
<

Slika Z-6.11 a

V razdelku 6.18 smo potencialno energijo elasticnega telesa definirali
kot vsoto vlozenega deformacijskega dela in potenciala zunanje obtezbe.
Celotno deformacijsko delo linijskega elementa smo v razdelku 6.16
izrazili s pomiki in zasuki linijskega racunskega modela. V ravninskem
primeru, s kakrSnim imamo opraviti v tem zgledu, dobimo

le
1 du '\ dw, \*
D =— FA, | — EL, |
2 / (dm) L ( dz )

0

L[ d ?

3 /GAz (% —|—wy) dz . (a)
0

Potencial prikazane zunanje obtezbe pa je

dx +
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!
VZ—/(Pmu + P, w) dr —

0
Hiug = Viw; = Miw; — Hjuj — Vywj — Mjw;. (b)

Potencialna energija nosilca je tedaj
II=D+YV (c)

in po vstavitvi izrazov (a) in (b) sledi

le
1 du '\ dw, \
I =— FA, | — EL,
2 / (dm) L ( dx )
!

0
L f d 2
w
Q/GAZ (a—f—wy) dx—/(qu + P, w) de—
0 0

Hiug = Viw; = Miw; — Hjuj — Vywj — Mjw;. (d)

dx +

Kakor smo pokazali v razdelku 6.18, ima potencialna energija lokalni
minimum v stacionarni tocki, torej pri tistem polju pomikov, pri
katerem je njena prva variacija enaka ni¢. Po pravilu, ki smo ga spoz-
nali v razdelku 6.2, dolo¢imo prvo variacijo funkcionala II kot linearni
del spremembe potencialne energije pri poljubnih variacijah funkcij

nosti u;, w;, . ..,w;. Pogoj za nastop lokalnega minimuma potencialne
energije se tako glasi

l
du . ( du dw dw
I = FA,—6| — EI,—Y5 =L
g /[ dma(dx)+ Y dx 5(dx )} do+
0
l

l
/GAZ(% —|—wy) 5(6;—: —|—wy) dx —/(773C du + P, dw) dx—
0 0

Hiéui—Vi(Swi—Miéwi—Hjéuj—Vjéwj—Mjéwj:0.
(e)
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6.20 Energijske metode - Zgledi

V prvih dveh integralih nastopajo variacije prvih odvodov pomikov u
in w ter zasuka w,. Da bi lahko prvo variacijo potencialne energije 611
izrazili zgolj v odvisnosti od variacij osnovnih poskusnih funkcij u, w,
wy, uporabimo pri ¢lenih z odvodi pravilo za integriranje po delih (“per
partes”) in dobimo

I
du du du d?u
/dx(s(dx) da:—lﬂéu} —/ﬁéuda:
0
d d d ld2
Wy Wy Wy Wy
— 5L |de=|—2¢ — | — bw, d
/da: (m)x {d “"L /dx2 Py &
0 0
14 d d !
w w w
0
l d? d
w Wy
— 4+ ) Swdzx.
/(da:2+ dx) v
0

Dobljene izraze vstavimo v enacbo (e) in jo uredimo tako, da zberemo
¢lene, ki so pomnozeni z istimi variacijami pomikov w in w ter zasuka

/( ) dudr —
/GA o 4o | p ] swda +
_ prel . w dx
i d*w dw
/ _EIy da:y GA, (da: —|—wy)} dwy dr —

e (2 ] s [, (22 00) 9] o

379

Wy

o

o

o



6.20 Energijske metode - Zgledi

EA, (@) —H,
dx ] .
J
dw
J

(2)

Variacije pomikov v in w ter zasuka w, kakor tudi variacije njihovih

(d
El, (%) + Mz} Sw; +

5Uj +

6wj +

d
GA, (% +wy) -V
J

riacija du(z) pomika u poljubna od ni¢ razlicna funkcija, vse ostale
variacije pa so enake ni¢ (6w = dw, = du; = dw; = dw; = du; = dw; =
dw; = 0). Tedaj iz pogoja (g) za stacionarno tocko sledi

2
51T = _/ (EAxd—u +7>x) Sudzr =0. (h)

dz?

Ker je u(z) poljubna funkcija na intervalu [0,[], iz osnovnega izreka
variacijskega racuna, ki smo ga spoznali v razdelku 6.2, sledi, da mora
biti izraz v oklepaju enak ni¢ po celotni dolzini obravnavanega nosilca
d?u .
EA;E@—FPJ;:O na [O,l] (1)
V naslednjem koraku vzamemo, da so enake ni¢ vse variacije pomikov
in zasukov razen dw in s podobnim sklepanjem kakor prej dobimo

d*w  dw
AN\ =+ = . j
G (dm2 + dm)+P 0 na [0,]] %)

Ce pa vzamemo, da so enake ni¢ vse variacije pomikov in zasukov razen
dwy, sledi

EI,

d*w dw
da:gy_GAz (%%—wy):() na [0,1]. (k)
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Matematicno gledano so enacbe (i) do (k) Euler-Lagrangeve enacbe
obravnavanega variacijskega problema in morajo biti izpolnjene povsod
na obmocju dolzine nosilca. S stalis¢a mehanike pa so to ravnotezne
enacbe, ki povezujejo pomike in zasuke nosilca z nadomestno zunanjo
obtezbo. V obravnavanem ravninskem primeru (M, = 0) se o tem
lahko hitro prepricamo, ¢e v omenjenih enacbah upostevamo zveze
(6.381), (6.383) in (6.384), kar pripelje do ravnoteznih enacb (5.30),
(5.32) in (5.34).

Preostane nam Se razmislek o variacijah vozlis¢nih pomikov in zasukov.
V tem pogledu imamo dve skrajni moznosti. Ce so vsi vozliséni pomiki
in zasuki predpisani, so vse njihove variacije enake ni¢ in pogoj (g)
za minimum potencialne energije je izpolnjen. V drugem skrajnem
primeru, ko so vsi vozlis¢ni pomiki in zasuki omogoceni, pa so njihove
variacije lahko poljubne in morajo biti izpolnjeni tako imenovani na-
ravni robni pogoji:

EA, ) +H;=0

(i
. (20

d

%3

+wy) +Vi=0 (1)

EI, (%) +M; =0

X
EA, (@) —H; =0

€T .

J

d

GA, (d—z‘cﬂwy)'_vjzo (m)
J

Skrben bralec se bo brez tezav preprical, da prikazani naravni robni
pogo ji v na,éem primeru predstavljajo statiéne robne pogoje, izrazene z
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Med obema navedenima skrajnima primeroma so v odvisnosti od nacina
podpiranja mozni razlicni vmesni primeri. V ilustracijo si oglejmo pri-
mer, da je nosilec v krajiscu ¢ togo vpet, v krajiscu j pa pomicno vrtljivo
podprt (slika Z-6.11 b).

%i A

A

L
’_

V tem primeru morata biti v vozliScu j izpolnjena dva naravna robna

pogoja:
E%(%Q—J%:O
v/

d
E@(é%)-A@:O.
J

Brez tezav lahko ugotovimo, da pogoja (n) zahtevata, da sta v tocki

(n)

J osna sila in upogibni moment enaka ni¢. Gre torej za dobro znana
stati¢na robna pogoja v pomicni vrtljivi podpori.
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