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Predgovor

V tej zbirki smo zbrali reSene kolokvije in izpite iz akademskih let 2021/22 in 2022/23
iz predmeta Matematika I, ki ga poslusajo studentje Geodezije in geoinformatike (UN),
Gradbenistva (UN) ter Vodarstva in okoljskega inzenirstva (UN) na Fakulteti za grad-
benistvo in geodezijo Univerze v Ljubljani. Njen namen je,

e da studentje dobijo obcutek tezavnosti in dolzine racunskih preizkusov znanja iz
tega predmeta,

e da imajo na voljo dovolj nalog za primerno pripravo nanje,

e ter predvsem, da prepoznajo, kako napisati celovito in matemati¢no korek-
tno resitev zastavljene naloge.

Prav jasno izrazanje ter logi¢cno sklepanje je poleg obvladanja osnov visje matematike
bistvena sposobnost, ki jo mora razviti vsak bodoci inzenir.

Martin Jesenko, Mojca Premus in Marjeta Skapin Rugelj






1. kolokvij (29. 11. 2021)

1. naloga [20 tock]

V kompleksni ravnini nariSite mnozico vseh kompleksnih stevil z, ki ustrezajo pogoju

21
Re(z ):O.
z

Ce pisemo z = z + yi, dobimo

22 -1 1 , 1 , T — Yyl . T =yt
=z——=x+ Yy — - =T+ Yyl — - ~ =T+ Yyr— .
z z x +yi (x + yi)(x — yi) x? + y?

Torej iStemo resitve enacbe
21 1
0=Re(Z e —— (1 —— ).
z 22+ x? + 3>

Imamo dve moznosti:

o v =20:

To so tocke na imaginarni osi.
o 1— ﬁ =0:

To so tocke, za katere ve-

lia 1 = 2% + %, kar je pa

enacha kroznice s srediscem v

izhodiscu in polmerom 1.

Opazimo Se, da moramo izkljuciti
z = 0, sicer imamo deljenje z 0.




8 Zbirka resenih kolokvijev in izpitov iz Matematike I

2. naloga [30 tock]

V pravilnem Sestkotniku ABCDEF oznacimo vektorja @ = ABin b = BC. Totka G
razpolavlja stranico BC', tocka H pa deli stranico C'D v razmerju 1 : 2. Daljici AH in
GFE se sekata v tocki S.

(a) Izrazite AS z vektorjema @ in b.
(b) Pokazite, da je ploscina Sestkotnika ABCDEF enaka 3|a x 3|

(c) Kaksno je razmerje med ploscino trikotnika ABS in ploséino Sestkotnika ABCDEF?

(a) Najprej opazimo, da so vektorji vzdolz stranic

—

AB=FED=4d, BC=FE=0b, CD=AF=10-4d

Tocka S po eni strani lezi na daljici AH, tako da obstaja taka A > 0, da je AS =
AAH. Ker je
+ 4%,

AH=AB+BC+CH=a+0b+%0b —a)=2a

wl»&

W=
C»JI[\’J

je torej N R
AS = 2T + 3\D.
Po drugi strani pa lezi S tudi na daljici GE. Ker je

@:@Jr@%—ﬁ:%3+(3—5)+(_5):_25+33’
je za neki p >0

AS = AG + pGE = (@ + 3b) + (=23 + 20) = (1 — 2u)a + (L + 2u)b.
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Iz
NG+ 2Ab=(1—2p)a+ (3 +3u)b
sledi
XN = 1-2u
4 _ 3
A = s+

Ce od druge enacbe odstejemo dvakratnik prve, dobimo

0 L4383 —2(1-2p)
0 5 =2+ 3 +4p
0 -S4+

HO= o

Sledi Se A = 2(1 —2-2) =15 Torej je

I=

AG — 2.5 4 15 52 107
AS=z2-5a+3-550=3a+47b.

—

1

(b) Ploscina Sestkotnika je Sestkratnik ploscine trikotnika, ki ga dolocata vektorja @ in
b. Ker je le-ta 5|a x b, je

1 .
pABoDEF=6~§\a X b|=3la x bl

(¢) Trikotnik ABS dolocata vektorja AS in AB. Torej je

baABs 11
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3. naloga [30 tock]

Dan je sistem linearnih enacb

z + z + u = 2
r + ay + z + 2u = 3—a
—2x - (I+a)z — u = —5+a
ay + 2u = 2—a

(a) Dolocite, za katere vrednosti parametra a sistem nima resitve.

(b) Za ostale vrednosti a zapisite vse resitve sistema.

Sistem zapisemo v razsirjeno matriko. Nato v prvem koraku dosezemo, da so v prvem
stolpcu pod diagonalo same nicle, in sicer tako, da od druge vrstice odstejemo prvo in da
tretji pristejemo dvakratnik prve.

1 0 1 1 2 10 1 1 2
1 a 1 2| 3—a 0 a O 1| 1—-a
-2 0 —1—a —-1|-5+a 0 0 1—a 1|—-1+a
0 a 0 2| 2—-a 0 a 0 2 2—-a
Nato Se od cetrte vrstice odstejemo drugo:
10 1 1 2
. 0Oa 0 1] 1—-a
0 0 1—a 1|—-1+a
00 0 1 1

Za a ¢ {0,1} je zgornja matrika ze v stopnicasti obliki. Ker je (nenicelnih) vrstic toliko
kot neznank, je resSitev enoli¢na, in sicer

u=1

(l-a)z4+1-1=-14+a = z=9=2

ay+1-1=1—-a = y=-1
ZU+1'§LT_C2L+1'].:2 == le—i”%z:i?:f’

Pri a = 0 dobimo

101 1] 2 101 1] 2 101 1] 2
000 1|1 001 1|1 001 1|1
001 1|-1|7]looo1|1 |~ looo 1|1 |
000 1|1 000 1|1 00000

pri ¢emer smo zamenjali drugo in tretjo vrstico in nato od ¢etrte vrstice odsteli tretjo.
Zadnja vrstica je nicelna, a je tudi na desni strani 0, zato je sistem resljiv. Nenicelne
vrstice so tri, torej je v splosni resSitvi 4 — 3 = 1 prost parameter. Dobimo

u=1 z=-2, y=a, a€R, x=23.
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Pri a = 1 imamo

101 1]2 101 1]2
01010 01010
000 1l0l 7 loo0oo0 1]0]"
000 11 00001

kjer smo odsteli tretjo od cetrte vrstice. Zadnja vrstica je nicelna, desna stran pa ni 0,
torej v tem primeru sistem ni resljiv.

Torej:

e pri a = 1 sistem nima reSitve,

x 3
. . 5 .. Y Q@
e pri a = 0 je splosna resitev o I AR e R,
w 1
T 2aa:13
. -1
e sicer pa Il = ae
z 1—a
a
w 1
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4. naloga [20 tock]

Dani sta funkciji
Va2 —8r 47

f(x) = In T+ 2

in g(z) =z+4.

(a) Poiscite naravno definicijsko obmocje funkcije f.

(b) Dolocite predpis kompozituma f o g.

a) Izraz pOd korenom mora biti nenegativen. Ker je zunanja funkcija logariten , ne
sme biti O, tako da mora veljati

22 —8r+7>0.

Ker je
=8+ T7=(x—T)(z—-1)

in je vodilni koeficient kvadratne funkcije pozitiven, mora biti = € (—o0,1)U(7, c0).

Drugi pogoj pa je, da mora biti izraz pod logaritmom pozitiven, torej

Vit —8x+ 17

> (.
T+ 2

Ker je izraz v stevcu pozitiven, mora biti x + 2 > 0, oziroma x > —2. Torej je
Df = (—2, 1) U (7, OO)

(b) Se kompozitum:

(fog)z) = flg(z))

flz+4)
:ln¢@+4y—&x+@+7
(x+4)+2
_ ln\/x2—|—8x+16—8x—32+7
r+6
_ o veo9

T+ 6



2. kolokvij (17. 1. 2022)

1. naloga [20 tock]

Za rekurzivno podano zaporedje

1
CL1:3, an+1:2——
Qn

pokazite, da je monotono in omejeno ter izracunajte njegovo limito.

Prva dva ¢lena sta 1 5

ap =3 In ay=2 3= 3
torej pricakujemo padajoce zaporedje. Naslednji clen vedno dobimo tako, da vzamemo
obratno vrednost prejsnjega in ga oditejemo od 2. Ce je ¢len zaporedja (kot na primer
prvi) vecji od 1, torej odstejemo manj kot 1, in je zato tudi naslednji vecji od 1. Torej je
kandidat za spodnjo mejo 1.
Pokazimo zato z indukcijo, da je a,, > 1 za vsak n € N.

e Izjavadrzizan=1,sajjea;=3>1. vV

e Predpostavimo, da je a, > 1 za neki n € N.

° Izan>1sledi$<1in—$>—1. Zatojean+1:2—$>2—1:1. v
Pokazimo zdaj monotonost. 1z

o 1y _ a2—2ap,+1 _ (an—1)2
an_anJrl*an_(Q_a_)* = - — =

n an an

sledi, da je zaporedje strogo padajoce, saj sta zaradi a,, > 1 Stevec in imenovalec pozitivna.
Zgornja meja je zato prvi clen, spodnjo mejo smo pa pokazali zgoraj. Torej

1<a, <3.

Vsako omejeno monotono zaporedje konvergira. Limito a dobimo tako, da v rekurzivni
formuli posljemo n — oo. Dobimo

1
lim a,,; = lim (2 - —)

n—oo n—oo an,

1
a = 2—-—
a

a>—2a+1 =

(a—1)* = 0
Torej je

lim a, = 1.

n—oo

13
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2. naloga [15 tock]

Dolocite vrednosti a, b in ¢, da bo funkcija

ax+b .
23 —2x2+7—2) <0
fle) =4 ¢ =0
rsinx .,
T x>0

zvezna.

V predpisih za negativna oziroma pozitivna Stevila ne delimo z 0. Ker so vse nastopajoce
funkcije zvezne, sledi, da manjka le Se zveznost v 0.

) ar +b a-0+b b
lim = = ——,
e 03 =222+ -2 0+0+0-—2 2
saj je ta racionalna funckija v okolici 0 zvezna, tako da je njena limita v 0 enaka njeni

funkcijski vrednosti v 0.
Po drugi strani pa je h\rf[l) % limita tipa g, tako da se je lotimo po L’Hospitalovem

pravilu:

i rsinw . sinz +xcosx ) 1 sinx+c0s 1 (1+ cos0) 1
im =lim ——— = lim — r)=—— =—1.
N0 1 —e*  2\0  —e*.2p N0 e’ 2¢0

Limita v 0 obstaja, ¢e je leva limita enaka desni, torej ce je —g = —1, oziroma b = 2.

Funkcija je v tocki 0 zvezna, ¢e je njena funkcijska vrednost enaka limiti, torej ¢ = —1.

Posledi¢no

a poljuben, b=2, c¢=—1.



2. kolokvij (17. 1. 2022)

15

3. naloga [40 tock]

Dan je funkcijski predpis

B Inz

fw)==E

T

(a) Dolocite definicijsko obmodje, nicle, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti, kon-
veksnosti in konkavnosti funkcije. Razis¢ite Se obnaSanje na robu definicijskega

obmocja in narisite graf funkcije.

Z uporabo Taylorjevega polinoma 2. reda priblizno izracunajte f(0.9).

Izracunajte [ f(xz)dz. Ali je vrednost izracunanega integrala enaka ploséini lika, ki
1

ga oklepata graf funkcije f(x) in os  na intervalu [1, e]?

Naravni logaritem je definiran na (0,00). S temi stevilmi tudi lahko delimo, tako

da je
Df = (0, OO)
Nicle f so nicle Stevca, logaritem pa ima eno niclo, in sicer pri 1.

Odvod f dobimo po formuli za kvocient:

%w—lnx-l_ 1—Inzx

f'(x) = =

2 2

Stacionarne tocke so nicle odvoda. Tu je ena sama pri = e. Vrednost funkcije v

njej je f(e) = é Velja se:
e Na (0,e) je f' pozitiven, torej f narasca.
e Na (e,00) je [’ negativen, torej f pada.
To med drugim pomeni, da je M (e, %) lokalni maksimum.

Tudi drugi odvod dobimo po formuli za kvocient:

) = —%-xQ— (1-1Inz)- 2z _ —3+21nx‘

4 3

Kandidati za prevoje so njegove nicle. Konkretno

ff(#)=0 <= —-3+2Inz=0 < Inz=3 < z=c¢’.

Nl

Imenovalec drugega odvoda je na definicijskem obmocju povsod pozitiven
njegov predznak odvisen od predznaka izraza —3 + 21Inx. Tako sledi:

e Na (O,e%) je f” negativen, torej je f konkavna.

e Na (e%, o0) je f” pozitiven, torej je f konveksna.
Sledi, da je v tocki P(e%, %e‘g) res prevoj.
Razis¢imo Se obnasanje na robu definicijskega obmocja:

. Zato je
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e Kerje limlnz = —oo in lim 1 = oo, je
2\ 0 \0 ¥
Inx
lim — = lim (lnac . l) = —00.
\O0 T 2\ 0 z
(Izracun z L’Hospitalovim pravilom je napacen, ¢eprav dobimo pravilen rezul-
tat.)
e Ker je lim Inz = lim x = oo, lahko uporabimo L’Hospitalovo pravilo, ki nam
T—00 T—00
da
Inx -
lim — = lim £ =0.
r—o0 I T—00 ]_

Z vsemi temi podatki potem skiciramo graf:

(b) Za priblizek za f(0.9) uporabimo Taylorjev polinom okoli 1:

Tof(x) = f(1) + f'(1)(z = 1) + 5/'(1)(z = 1)
Tako dobimo
f(0.9) =~ T5f(0.9) =0+1-(-0.1) + %(—3)(—0.1)2 =—0.1 -0.015 = —0.115.

(¢) Za izracun integrala uvedemo novo spremenljivko

1
u=Inz, du=—dzr, u(l)=0, u(e)=1.
T

/f dm—/ln—xda:—/udu:{u;];:%.

Ker na intervalu [1, e] ves graf f lezi nad osjo x, smo dejansko dobili ploséino lika
med grafom in osjo x na [1,€].

Sledi
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4. naloga [25 tock]

. S _1\n—1 n
Dana je vrsta 7;1 %
a) Pokazite, da je konvergentna.
J g
(b) Ocenite, koliko ¢lenov morate seSteti, da boste dobili njeno vsoto na 0.1 natan¢no.

(c) Ali vrsta tudi absolutno konvergira?

o0

(a) Po Leibnizovem kriteriju alternirajoca vrsta »_ (—1)
n=1
redje (a,)nen nenarascéajoce in konvergira k 0. Za vsak n je izraz

"~1a, konvergira, ¢e je zapo-

. on+1 n+2
“nn+5  (n+1)(n+6)
_ (n+1)*(n+6) —n(n+2)(n+5)
B n(n+1)(n+5)(n + 6)
(n® +8n% +13n +6) — (n® + 7n? + 10n)
n(n+1)(n+5)(n +6)
n®+3n+ 6

“n(n+ )(n+5)(n+6)

Qp — Qp41

pozitiven, torej je (a,)nen padajoce zaporedje. Nadalje velja

n+1 oon+l 5
im ———— = lim - = lim .

1
n2

=0.

3

Izpolnjena sta oba pogoja, torej vrsta res konvergira.
(b) Velja ocena za napako |s — s,| < a,41. Torej i8¢emo (prvi) n, da bo a,41 < 1—10:

1 n+2 1

Unt1 < 15 = —(nﬂ;gn%) <35
<~ 10(n+2) < (n+1)(n+6)
<~ 1n+20<n*+Tn+6
=

0<n?—3n—14

Nicli desne strani sta 3£ 9;“4'14 = 315 65 Iskani n je prvo naravno stevilo, ki je vecje
od pozitivne nicle, torej 6.

(c) Dana vrsta absolutno konvergira, ¢e konvergira vrsta 7;1 n(;:jg) Le-ta pa ne kon-
vergira, saj jo lahko navzdol ocenimo s (premaknjeno) harmoni¢no vrsto, namreé¢
oc¢itno

n+l a4l 1 1

. > .
n(n +5) n n+d5 n+b
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1. izpit (24. 1. 2022)

1. naloga [20 tock]
Dane so tocke A(1,—-2,—1), B(2,3,1), C(-2,3,—2) in D(3,4,2)
(a) Pokazite, da tocke A, B, C' in D lezijo na isti ravnini. Dolo¢ite njeno enacbo.

(b) Naj bo p premica skozi tocki A in D, ¢ pa premica skozi tocki B in C'. Dokazite,
da se p in ¢ sekata, dolocite koordinate secis¢a in izracunajte kot med njima.

(a) Pois¢imo enacbo ravnino, na kateri lezijo tocke A, B in C'. Njen normalni vektor je

AB x AC = (1,5,2) x (=3,5,—1) (—15, —5, 20).

Zaradi enostavnosti ga pomnozimo z —%, torej m = (3,1, —4). Iskana enacba ravnine
je torej

3r+y—42=3-14+(-2)—4-(-1) =5
Ce vstavimo koordinate tocke D v levo stran enacbe, dobimo
3-3+4—-4-2=5.
Koordinate tocke D torej ustrezajo enacbi, zato tudi D lezi na tej ravnini.

Premica p ima smerni vektor AD = (2,6,3). Njena vektorska oblika je tore;

p: T=(1,-2,-1)+1%2,6,3), teR.
Podobno je BC = (—4,0,—3) smerni vektor premice ¢ in tako dobimo

¢: T =(231)+u(-4,0,-3),

teR.
Premici se sekata, ce obstajata taka t in u, da je

(1,-2,—-1)+1(2,6,3) = (2,3,1) + u(—4,0,-3),
1z Cesar sledi sistem

U+du=1, 6t=D5, 3t+3u=2.

Iz druge enacbe sledi t = 2. Iz prve potem dobimo u = (1 —2-2) = —1. Zadoscati

morata tudi tretji enacbi. Ce vstavimo izra¢unani vrednosti v levo stran, res dobimo

3- % +3- (—%) = 2. Premici se torej sekata, in sicer v tocki s krajevnim vektorjem
Ts=(1,-2,—-1)+2(2,6,3) = (3,3, 2).

Kot med njima je kot med njunima smernima vektorjema. Dobimo ga po enacbi

~ AD-BC (2,6,3) - (=4,0,—3) s O
|AD|-|BC| V22+6>+32-\/(<42+ 02+ (=32 7-5 35

Torej je ¢ = arccos(—11).

0S

19
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2. naloga [30 tock]

Dana je matrika

0 4 =5
A=1]-1 4 —4
-1 2 =2

(a) Izracunajte inverzno matriko A=

(b) Izracunajte lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A in dolocite diagonalno
matriko D in obrnljivo matriko P, tako da bo veljalo A = PDP~.

(a) V prvem koraku pomnozimo tretjo vrstico z —1 in jo zamenjamo s prvo vrstico:

04 =51 00 1 -2 2]0 0 -1
-14 401 0|~|-1 4 —-4/01 0
-1 2 =2]0 0 1 0 4 -5/1 0 O

Nato pristejemo prvo vrstico drugi. Zatem priStejemo drugo vrstico prvi, njen dva-
kratnik pa odstejemo od tretje:

1 -2 2(0 0 -1 10 0]0 1 =2
e~ 10 2 =2|/01 1| ~|0 2 =2/0 1 -1
0 4 -5/10 O 00 —-1(1 -2 2

Nato pomnozimo zadnjo vrstico z —1 in njen dvakratnik pristejemo drugi. Na koncu
delimo drugo vrstico z 2:

100[ 01 =2 100[] 01 =2
e~ |0 20[-25 5|~ |010]-1 23 =2
00 1/-1 2 =2 00 1[-12 —
Torej je
0 1 -2
-1
A= |1y
-1 2 =2

(b) Lastne vrednosti so nicle karakteristicnega polinoma:

0 = det(A— )

0—X 4 -5
= | -1 4-x -4 |=
~1 2 —2-2A
4-X -4 -1 -4 ~1 4

1
= (_M" 2 —2—)\‘ -4 ‘—1 —2—A‘+<_5)"—1
= (=N)((A=XN(=2=XN)+8)—4((2+ ) —4)—=5(=2+(4—-N))
= (=N =2)\) —4(A—2) + 5\ —2)
= A=2)(1=XN)(1+N).
Lastne vrednosti so torej —1, 1 in 2.

Dolo¢imo sedaj pripadajoce lastne vektorje.
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e \ = —1: Is¢emo resitve enacbe (A — (—1)I)x = 0. V prvem koraku prvo vr-
stico pristejemo ostalima dvema. Potem eliminacijo izvedemo do konca. Tako
dobimo

1 4 =510 1 4 =510 1 4 =5]0
-1 5 —4{0|~{0 9 -9/0|~|0 1 —-1/|0
-1 2 —-11]0 0 6 =60 00 010

Resitve tega sistema so r = « H], a e R.

e )\ = 1: Tukaj dolo¢amo vektorje z (A—11)z = 0. Za¢nemo z odstevanjem prve
vrstice od ostalih dveh.

-1 4 -5|0 -1 4 =50 -1 4 =510

-1 3 —4|0| ~ 0 -1 110 ~ 0 —1 110

-1 2 =-3]0 0o -2 20 0O 0 00

Resitve so tako vektorji v [_% - , a0 € R,
e \=2:1z

-2 4 —5|0 [ -1 2 —41|0 -1 2 —4]0
-1 2 4]0~ -2 4 =5|0]| ~ 00 1|0
-1 2 —410 | 00 0]0 00 010

dobimo, da so resitve (A — 2I)x = 0 vektorji « [i], a e R.

Za vsako lastno vrednost so pripadajoci lastni vektorji vse nenicelne resitve pripa-
dajocega sistema.

Vzamemo lahko

-1 0 0 1 -1 2
D=0 120 n P=1]1 1 1
0 0 2 1 1 0
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3. naloga [30 tock]

Dana je funkcija

4r + 8
R—R = —.
fiRoR, f2) =5

(a) Dolocite njene globalne ekstreme na intervalu [0,4] in tocke, kjer so dosezeni.

(b) Izracunajte ploséino lika med grafoma funkcije f in premice y = 2.

e}

(c) Ali konvergira izlimitirani integral [ f(z) da?
0

(a) f je zvezna funkcija, zato doseze na zaprtem omejenem intervalu [0, 4] zagotovo svoj
maksimum in minimum. Ker je odvedljiva, ju lahko doseze samo v stacionarnih

4-(x*+4) — (4x+8)-2x  —42® — 16z + 16
(22 4 4)2 B (22 4 4)2

f'(x) =

Torej
fl() =0 <= —42> - 162+ 16 =0 <= 2° +4v—4=0.

Stacionarni tocki sta

—4+16+16  —4+4V2
5 =

5 — 24922

T12 =

Samo —2 + 2v/2 lezi v intervalu [0,4]. Vrednost v njej je

:4-(—2+2\/§)+8_ 8v/2 1 Va4l

J(=2+2v2) (—2+2V22+4  16-8/2 V21

6

fFO)=2 in fl4)=-.

Imamo torej tri kandidate. Zato je

e globalni maksimum /2 + 1, dosezen je pri z = V2 + 1,
e globalni minimum g, funkcija ga zavzame pri z = 4.
(b) Najprej izracunajmo secis¢a grafa f in premice y = 2:

4r + 8

=2 = 42+8=20"4+8 = 0=22"—4r = 0= "2z(x —2).
x2+4
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dosezen dosezen Vmes), zato je ploscma enaka

2
4 + 8
P = — -2 d
/(x2+4 ) v
2

8 1
— — -2 d
/( x2+4 4(2)2+1 ) v
0

2

= |2- a: +4)+2- 2arctan§—2z]
0

= (2-In8+4arctanl —4) — (2-In4 + 4arctan 0 — 0)
= 2In24+7—4.

(c¢) Po definiciji

7 A +8 c
o= A% ot s
0 0

= lim <2 In(c? +4) + 4arctan§ —2In 4) .

c—00

Ker je lim In(c® +4) = oo in lim arctan § = 7, integral ne konvergira.
Cc—00 cC—00
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4. naloga [20 tock]

Podani imamo dve zaporedji s ¢leni

R

Qn = \/ﬁ(m o \/ﬁ)’ bn = {n+1
(a) Izracunajte njuni limiti.

(b) Raziscite konvergenco vrst > a, in Y by,.

n=1 n=1

Prva limita je

: _ 1 _ . Yntl+yn
iy = Jim V(T = Vi) G
. . \/ﬁ(n—o—l—n)_
= Jim R
= lim L
n—oo /1+-+1

1
Vv 14+0+1

1
3

SHsk

Ker zaporedje ne konvergira proti 0, pripadajoca vrsta ne konvergira.
Za drugo zaporedje velja

2440 +7 & Z4+4- 2+ 04040
limbn:hmw-g—:hmg 8 8 _ +0+ _
n—00 n—00 8"+1 g n—00 8 8

0.

Uporabimo kvocientni kriterij

(n+1)24+4(n+1)+7

. bn+1 . gn+2
Jm == = i —
n 8n+1
_ fim (n+1)?+4n+1)+7 8
n—o0 n+2 n2+4n+7

1 n24+6n+12 =

nino 8 n2+4n+17
1 1+8+ 2
R s
14040
14040

3
o T

0| — ool —

o0
Ker je limita manjsa od 1, vrsta »_ b, konvergira.
n=1
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1. naloga [20 tock]

Dolocite mnozico kompleksnih §tevil
A={z€C; |z+1i| =22 —1i], Re(z) > Im(z) — 1}

in jo skicirajte v kompleksni ravnini.

Ce piSemo z = x + yi, drugi pogoj pomeni x > y — 1, prvi pa

|z 41 = |22 —1]
e +yi+1 = [2(x+yi)— i
o+ (y+1)i] = |20+ (2y — 1)

?+(y+1)? = (20)°+ (29— 1)°
P4y 4+2y+1 = 42’ + 4P —dy+1
0 = 32%+3y* -6y
0 = 2°4+9°—2
1 = 22+ (y—1)°

A je torej mnozica vseh tock na kroznici s srediséem (0,1) in polmerom 1, (strogo) pod
premico y = x + 1:

25
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2. naloga [15 tock]

Tocke A(2,1,3), B(3,2,4), C(1,8,8) in D(4,3,11) so oglisca tetraedra. Dolocite dolzino
viSine tetraedra na ploskev ABD.

Prostornina tetraedra ABC'D je

1
—1

Vapep = % [ITB\,ITC,E} = .

=

1
6

[NCREN

1 1 11 1
o =-10 8 6:6-1-8~6:8.
8 0 0 6

(V determinanti smo prvo vrstico pristeli drugi, njen dvakratnik pa odsteli od tretje.)
Plosé¢ina trikotnina ABD pa je

1 —_\ _\
pABD:§‘ABXAD .

Ker je
I .
‘ABXAD 1 1 1|=(8-27-(8-2)7+(2-2)F% = (6,—6,0),
2 2 8
je

L= = 1
pasp = 5 |AB x AD| = SV/6 + (=67 + 07 = 3V2.
Po drugi strani pa velja
VABCD = gpABD . h,

torej je iskana visina

b 3Vasep _ 3-8 W53
PABD 3v/2
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3. naloga [40 tock]

Funkcija f je podana s predpisom

(a)

22

flz) =2 7.

Dolocite njeno naravno definicijsko obmocje in obnasanje f na njegovem robu.
Dolocite Se nicle, sodost, lihost, ekstreme in prevoje funkcije f ter njene intervale
monotonosti, konveksnosti in konkavnosti. Skicirajte njen graf.

Izracunajte [ f(z)dz.

Izraz v predpisu je definiran za vsa realna stevila, tako da je
Dy =R.

Torej moramo dolociti obnasanje za x — +oo. Ker gre prvi faktor proti +o0, drugi
pa proti 0, lahko izraz zapisemo v obliki ulomka in poskusimo z L’Hospitalovim
pravilom:

. 3 _2? . x3 . 31‘2 . 3x
lim z°¢” 2 = lim —— = lim —— = lim ——
T—>00 =00 37T =00 pe2? T—=00 3%

Dobljena limita je tudi tipa 2. Se enkrat odvajamo tevec in imenovalec in dobimo

. 3z : 3
lim —— = lim —— =0.
—00 37T =00 pe2a?®

Na enak nac¢in dobimo tudi

»

lim z%e~ 7 =0.
T——00
Eksponentna funkcija nikoli ne zavzeme nicle, tako da je edina nic¢la funkcije f pri
0.

1z

sledi, da je f liha.
Po pravilu za odvod produkta dobimo

12 T

fll) =322 e 7 +2° (—x)e 7 = (322 —at)e 7.

(¥

Stacionarne tocke so nicle odvoda, torej resitve enache
0 =32 —z* = 2%(3 — 27).
Posledi¢no so stacionalne tocke pri z = 0 in « = ++/3. Vrednosti funkcije v njih so
F0)=0, f(—V3)=-3V3e 2, f(V3)=3V3e 2.
Velja Se

e Na (—/3,/3) je f' pozitiven (razen v 0), torej f narasca.
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e Na (—o0, —V/3) in (v/3,00) je f’ negativen, torej f pada.

To med drugim pomeni, da je tocka M;(—v/3, —3\/36_%) lokalni minimum, tocka
Ms(v/3,3v/3e™2) lokalni maksimum, N (0,0) pa ni lokalni ekstrem.

Tudi drugi odvod dobimo po formuli za produkt:

12 x 1:2

f'(x)=(3-20—42*) - ez + (32* —2*) - (—2)e T = (2° — Ta® + 62)e” 2

M

Kandidati za prevoje so njegove nicle. Konkretno
f'(2) =0 <= 2° —T2*° + 62 =0 <
— w(z* - T72°+6) =0 <= 2(2* - 1)(2* - 6) =0.

Nicle so torej 0,+1,4++v6. Ker so vse enostavne, imamo v vsaki prevoj. Po-
leg tocke N imamo Se prevoje Py(—v/6,—6v6e73), Py(—1,—e2), Py(1,¢72) in
P4(\/6, 6\/66_3).

e Na (—o0, —V6), (—1,0) in (1,v/6) je f” negativen, torej je f konkavna.

e Na (=6, 1), (0,1) in (v/6,00) je f” pozitiven, torej je f konveksna.

Z vsemi temi podatki skicirajmo graf:

Sledi

/f(x) dr = /x?’ef dr — /(—ﬁ)(—xe“f) dr — /2ue“ du.

Z integriranjem po delih dobimo
/ue“ du:ue“—/e“ du =ue" —e"+C = (u—1)e".

Torej je

22

/f(x) dv = —(2°+2)e 7 +C.
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4. naloga [25 tock]
-1

Q W

2
Dana je matrika A = |2 a
1 4
(a) Za katere vrednosti parametra a je matrika A obrnljiva?

(b) Resite matricno enacho AX = X + 44 za a = 1.

(a) Determinanta matrike A je enaka

-1 4 a

2 a
_Q‘a 4

1 4

2 4
1 a

2 1
2 4
1 «a

_1‘

+ 1)

a
4
=2(16 —a®) — (8 —a) — (2a — 4) = —2a* — a + 28

in je enaka 0, ce je

1+4/1-4-(-2)-28 14225 1415
—4 4 —4

a2 =

Matrika je torej obrnljiva, ¢e a & {—4, % .
(b) Kot vidimo, mora biti X enakih dimenzij kot A. Ena¢bo lahko napisemo kot
(A-1)X =4A.

Ce je matrika
11 -1
A-T=12 3 1
11 3
obrnljiva, bomo dobili resitev kot X = 4(A — )" A.

Najprej odstejemo prvo vrstico od tretje, njen dvakratnik pa od druge. Nato
odstejemo drugo vrstico od prve:

11 —=1|1 0 0 11 -1 1 0 0 1 0 -4 3 -1 0
23 1|01 0|~f01 3/-210|~|01 3[=2 10
11 3|0 01 00 4/-1 01 00 4/-1 01
Zdaj pristejemo zadnjo vrstico prvi in zadnjo vrstico delimo s 4:
100 2 -1 1 100 2 -1 1
e~ 1001 32 0Ol ~]013[-2 10
1 001/ -+ 01

1

1

00 4/-1 0

Njen trikratnik nato odstejemo od druge vrstice:
1

100l 2 -1 1
o~ |0 0j-% 1 -3
1 1
001|-2 0o 1
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Torej je
2 -1 1
(A-n"'=|-7 1 =
-1 90 1
4 4
in
8 —4 47[2 1 -1 12 —4 4
X=4A-DN"'A=|-5 4 -3[|2 4 1|=|-5 8 -3
-1 0 1] |11 4 -1 0 5
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1. naloga [20 tock]
(a) Pokazite, da za vsak n € N velja

n

1 n
I; (4k+3)dk—1) 3(3+4n)

o0

(b) Izracunajte vsoto vrste > m-
=1

(a) Oznac¢imo za vsak n € N

n

1 n
L= in Dp=-—— .
L@kt 3k —1) 3(3 + 4n)
Za n = 1 trditev velja, saj je
1 1 . 1 1
hi=mman —=a ™ D=5 =ar

Predpostavimo, da za neki n € N velja L,, = D,,. Pri n + 1 imamo potem

n+1

1
LnJrl = Z
2 (4k + 3)(4k — 1)
1

(An+1)+3)4(n+1)—1)

= L,+

= Dut (4n+7)(4n + 3)

n 1
33 +4n) | (n+7)@dn+3)
n(4n +7)+3
3(4n + 7)(4n + 3)
4n® 4+ Tn+3
3(4n +7)(4n + 3)

n

n+1 n+1 (n+1)(4n + 3) 4n* +Tn + 3

Dy = 33+ 4(n+ 1)) = 3(4n+7) - 3(4n+3)(4n+7) - 3(4n+3)(4n+7)

Torej je Lpi1 = Dyyq. S tem je trditev dokazana.

(b) Z uporabo tocke (a) dobimo

NE

1 L 1
(4k + 3)(4k — 1) :JE&; (4k +3)(dk —1)

i

1
1 1

lim — = lim ———— = —.
nooo 3(3 +4n)  noee3(3 1 4) 12

n

31
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2. naloga [15 tock]

2 =5 3 a
N . ) : . -1 5 3 3 .
Poiscite vrednosti parametra a, pri katerih matrika A = 9 10 a -6 | ™ obrn-
—4 10 -6 18
ljiva.
Matrika ni obrnljiva natanko tedaj, ko je njena determinanta enaka 0. Iz determinant

lahko izpostavimo faktorje v vrsticah ali stolpcih. Eni vrstici ali stolpcu lahko pristejemo
poljuben veckratnik druge(ga). Menjava vrstic ali stolpcev pa spremeni predznak.

Ce zadnji vrstici pristejemo dvakratnik prve, od tretje pa odstejemo dvakratnik druge,

dobimo
5 -5 3 a 9 _5 3 a
1 5 3 3 1 5 3 3
detA=1 o 10 o 61| 0 0a-6 _12
4 10 -6 18 0 0 0 2a+18

Sedaj lahko razvijemo determinanto po zadnji vrstici in nato Se enkrat

2 -5 3 ) s
det A= (2a+18)| -1 5 3 :(2a—|—18)(a—6)‘
-1 5
0 0 a—6

Na koncu Se izracunamo dva-krat-dva determinanto in dobimo
det A = (2a + 18)(a — 6)(10 — 5) = 10(a + 9)(a — 6).

Torej matrika ni obrnljiva natanko tedaj, ko je a = —9 ali a = 6.
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3. naloga [40 tock]
Dan je funkcijski predpis
/T

J@) =7

(a) Dolocite definicijsko obmocje funkcije f ter njene nicle, ekstreme, prevoje, intervale
monotonosti, konveksnosti in konkavnosti. Skicirajte tudi njen graf.

(b) Izracunajte ploscino lika L = {(z,y) e R* | 1 <2 <3,0<y < f(z)}.

a) Kvadratni koren je definiran za nenegativna stevila. Pri le-teh ni tezav z imenoval-
Kvadratni k je defini gati Stevila. Pri le-teh ni tez i 1
cem. Torej je
Df = [0, OO]
Funkcija f ima edino niclo pri 0.
Odvod f dobimo po formuli za kvocient:
%l'%'(l'—Fl)—l'%'l %:L'%jL%x% — 2

oy _ 3
@) = (w+ 1)2 T (@12 (o4

Opazimo, da je f'(0) = 0 in f' > 0 sicer. Najmanjso vrednost ima funkcija pri

x = 0, potem pa strogo narasca in lim f(z) = occ.
T—>00

Tudi drugi odvod dobimo po formuli za kvocient:

) — (Baz + 3073) - (x+1)2 — (ba? 4 322) - 2(x + 1)
(x+1)*
(322 +3272) - (14 1) — (23 + 322)
- (z + 1)3
%x% + %x% + %x% + %m_% — m% — 3x5
- (x+1)3
L LR U
(x+1)3
—x2—6x+3

4(z+ 13z
Kandidati za prevoje so njegove nicle. Konkretno

Fl2)=0 = —22—62+3=0 < =2 BAD3 6EVIS — 34 24/3.

-2

V definicijskem obmoéju lezi le —3+2+/3. Imenovalec v f”(z) je pozitiven za z > 0,
kvadratna funkcija v Stevcu je pa med niclama pozitivna, drugje pa negativna. Torej
ima funkcija f v —3 + 2v/3 res prevoj in velja:

e Na (0, —3 + 2v/3) je f” pozitiven, torej je f konveksna.

e Na (=3 +2v/3,00) je f” negativen, torej je f konkavna.
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Z vsemi temi podatki skicirajmo graf:

(b) Ves graf lezi nad abscisno osjo. Torej je

3 3
T\ T
P = dr = dz.
/f(m) v /x+1 o
1 1

Za izracun integrala uvedemo novo spremenljivko u = \/z, du = ﬁ dz. Sledi

V3

) V3 A V3 .
u“u U
P= u du= | 2 du =2 -1 du =
/u2+1 u du /u2+1 U /(u +u2+1) U
1 1

1

3 V3 3

3 1

2[%—u+arctgu} :2[\/_7—\/§+arctg¢§] —2[5—1+arctg1] =
1

T 1 T 2 4 7 4 7
2[ — —]—2 ——l4 -] =t ===+ -
V3 \/§+3 [3 +4} 3+3 2 3+6
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4. naloga [25 tock]

Dane so premica p: x = &1 =

5= —zterravnini l;: 2r +y+32=2inll: 3v —y — 2= 3.
a) Izracunajte razdaljo med seciS¢ema premice p z ravninama II; in IIs.

[zracunajt dalj d secisc¢ i i IT; in II
(b) Napisite enacbo premice ¢, ki je presek ravnin II; in II,.

(c) Dolocite kot med p in II;.

Premico p zapiSemo v parametric¢ni obliki:
r=t, y=1+2t, z = —t, t e R

(a) Secisce premice in ravnine dobimo, ¢e parametricno obliko za premico vstavimo v
enacbho ravnine in izracunamo vrednost parametra.

Za p in II; dobimo:

2 t+(1+20)+3-(-t)=2 = t+1=2 = t=1.
Secisce je torej Pi(1,3,—1).
SezapinHQ:

3-t—(1+2t)—(-t)=3 = 2t—-1=3 = t=2
torej P(2,5,—2).
Razdalja med P, in P, je

PPyl =212+ (5—-32+(—2+12=vV1+4+1=6.

(b) Is¢emo torej mnozico tock, ki resijo sistem

20 +y+3z=2
3r—y—2z2=3

Ce enacbi sestejemo, dobimo 5z + 2z = 5. Izberemo lahko z = t. Potem je z = %

To dvoje vstavimo v npr. prvo enacbo. Tako dobimo

5— ot
2-t+y+3- 5 =2
oziroma y = 2L Parametricna oblika ¢ je torej
11t — 11 5— bt
r=t, y=—5 =5 teR.

(c¢) Kot med smernim vektorjem premice in normalnim vektorjem ravnine dobimo iz
n

—

formule cos ¢ = \§|~\ﬁ|‘ Konkretno

(1,2,—1)-(2,1,3)
‘(1727 _1)| ’ ‘( 7173)|

cos p =

B 1-24+2-1+(-1)-3 11
VIZH22 4 (=12 V22412432 V6-vV14 221

Kot med premico p in ravnino II; je komplementaren temu kotu, torej 7 —arccos #ﬁ
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4. izpit (19. 8. 2022)

1. naloga [20 tock]

Dane so tocke A(0,2,1), B(1,3,3), C(3,4,4) in D(2,3,2). Poleg tega naj bo E tocka,
ki razpolavlja daljico DC in F' tocka, ki deli daljico AD v razmerju 3 : 2. Tocka S je
presecisée premice skozi tocki A in E ter premice skozi tocki B in F.

(a) Pokazite, da je stirikotnik ABC'D paralelogram. Ali je romb?
(b) Izrazite vektor AS 7 vektorjema @ = ABin b = AD.

)
)

(c) Dolocite koordinate tocke S.
)

(d) Poiscite ploscino trikotnika ABS.

(a) Stirikotnik ABC'D je paralelogram, saj so vektorji med ogliséi paroma enaki. Velja
namrec

AB =(1,3,3) = (0,2,1) = (1,1,2) in DC = (3,4,4) — (2,3,2) = (1,1,2),
ter

BC = (3,4,4) — (1,3,3) = (2,1,1) in AD=(2,3,2)—(0,2,1) = (2,1,1).

Gre celo za romb, saj so vse dolzine stranic enake:

‘1@‘: 12+12_|_22:\/6 in |%‘: 22_+_12_|_12:\/6.

(b) Tocka S po eni strani lezi na daljici AE, tako da obstaja taka A > 0, da je
AS = NAE = \(AD + DE) = (b + 14).
Po drugi strani pa lezi S tudi na daljici BF'. Ker je
BT - BA+ AT — —a + 97,
je zaneki >0
AS = AB + uBF = @ + p(—a +2b) = (1 — )@ + 2ub.

37
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1z

—

Xa +Ab = AS = (1—p)a + 2ub

DO [

sledi
%)\zl—u in Az%u.

Drugo enakost upostevamo v prvi in dobimo

PA=l-p = g p=l-p = Pp=1= p=1

Potem je
Torej je

(¢) V koordinatah je
AS = 3(1,1,2) + £(2,1,1) = (3, 2 12),
Krajevni vektor tocke S je tako

0S=0A+AS=(0,2,1)+ (13, 3. 12) = (22,2, 2).

(d) Trikotnik ABS dolocata vektorja @ in AS. Iz

_ 7
- _ _ 6 18 6
axAS=11 1 2|=(-y3 13 ~13)
9

3

S5 — |
-
b el NS

sledi

pans = 3 x A9 = 1 -5+ (87 + (-5 = - &VIT 071 = ZVIL
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2. naloga [15 tock]

Dano je rekurzivno zaporedje a1 = 1, @,y = 22252,

(a) Pokazite, da je a, = % — 2% za vsak n € N.
(b) Izracunajte limito zaporedja.
(c) Ali konvergira vrsta > a,?

n=1

(a) Trditev bomo dokazali z matemati¢no indukcijo. Oznac¢imo za vsak n € N

3 1
by= - — o

2 on
Na cilj je dokazati a,, = b,, za vsak n € N.
Za n = 1 trditev velja, saj je

3 1
alzl n bl:é_ﬁz

Predpostavimo, da za neki n € N velja a,, = b,,. Potem je

2a, +3  2b,+3 23 -3)+3 66— 5
4 4 4 4

Ap41 =

NN GV]

on+l bntr.
S tem je trditev dokazana.

(b) Z uporabo tocke (a) dobimo
. . 3 1 3
lim a, = lim | = — — | = —=.

(c) Ce limita zaporedja ni enaka 0, potem pripadajoca vrsta zagotovo ne konvergira. Iz
tocke (b) torej sledi, da ta vrsta ne konvergira.
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3. naloga [40 tock]
Dan je funkcijski predpis

Ve +1

(a) Dolocite definicijsko obmocje funkcije f in kako se funkcija obnasa na njegovem
robu. Dolocite Se njene nicle, lokalne ekstreme, prevoje, intervale monotonosti ter
intervale konveksnosti in konkavnosti. Skicirajte tudi njen graf.

fz) =

(b) Pokazite, da je /f(x) dr =1In(e” + vVe2r +1) + C.
0
(c¢) Raziscite konvergenco izlimitiranega integrala / f(z)dx.

—00

(a) Izraz pod korenom v imenovalcu je vecji od 1 za vsak x. Posledi¢no ni tezav z
definicijo za noben x € R in velja

Dy =R.
Funkcija f nima nicel, saj je Stevec vselej pozitiven.

Iz lim e® = 0 sledi
T——00

n

lim ———-

z—oo 4/e22 41 e7% _x—>oo\/1_|-e*2ff n \/1—|-O—

Odvod f dobimo po formuli za kvocient:

T / p2x _ et . _2e* T x x T T
fl(iC): er-ver+l—e 2ve2o+1 _ € '(62 +1> _36 - e? _ e _
e2r +1 (€2 4+ 1)2 (e2* 4+ 1)2

Opazimo, da je f’ > 0 povsod. Funkcija f povsod strogo narasca in nima lokalnih
ekstremov.

Tudi drugi odvod dobimo po formuli za kvocient:

T 2x 3 r  3(,2z 1 2x
iy — SR DE e 3@ 2
(e2m_|_1)3
x 2x x 3 2x
_ e (e H1) —e" 5 - 2e
<€2x+1>3
et =28
(2 +1)2
e“(1 — 2e*)

(62x+1)§ '
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Vidimo, da za drugi odvod velja

ff2)=0 <= 1-2" =0 <= ¥ =1 < =i < »=-12
Predznak izraza 1 — 2e** dolo¢a preznak f”, zato velja:

e Na (—oo0,—122) je f” pozitiven, torej je f konveksna.

e Na (—22 o) je f” negativen, torej je f konkavna.
Prix = —1“72 drugi odvod spremeni predznak, zato ima funkcija tam prevoj. Funk-
cija vrednost znasa

In2 1 1
-9 <€1n2>*§ 2*5 1

J-1%) = === - =
2 Ve-m2 1] \/(em)q +1 V2 '+1 V3

Z vsemi temi podatki skicirajmo graf:

-3 -2 -1 0 1 2 3

(b) Trditev sledi iz

/ 1 2621
In em+\/62l‘+1> :—.(6$+—> _
<( ) er /e £ 1 2/ 1 1

B 1 ef(Ver +1+e") e
cIVETL Va1l VTl

f(z).

(c) Iz tocke (b) po definiciji izlimitiranega integrala dobimo

0 0

/ f(z) dx = ali)gloo f(z) dx

a

= lim [ln(6x+m)]z

a——00

= In(1 +V?2) — EIEI In(e® +Ve?e + 1)

= In(1++v2) —In(0++0+1)
= In(1 4+ V2).
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4. naloga [25 tock]

Za matrike
1 2 -3 1
1 2 -1
1 -2 01 -1 -2
A:[24}’ Bzii’g’ “=113 2 3
03 1 12

(a) izracunajte determinante,
(b) dolocite ali so obrnljive,

(¢) (v primeru, da so obrnljive) izracunajte njihove inverze.

(a) Determinanti matrik A in B sta

1 -2
’2 4‘:1-4—2-(—2):8
in
12 -1
23 0 :1-‘3 0‘—2-‘2 0‘+(—1)-'2 3‘:6—2-4+(—1)-(—1):—1.
11 2 1 2 1 2 11

Ce v matriki C' odstejemo prvo vrstico od tretje, se njena determinanta ne spremeni.
Tako dobimo

2 -3 1 -3 1

1 12
1 -1 -2
01 -1 -2/ 01 -1 —2
R O T -1 L T O R A
03 1 12| J03 1 12

Nadaljujemo in dobimo

17 17 11
detC’=1-’1 12‘—(—1)-’3 12‘+(—2)-’3 1':5+(—9)—2-(—2):0.

(b) Matrika je obrnljiva natanko tedaj, ko je njena determinanta razlicna od 0. Torej
sta matriki A in B obrnljivi, C' pa ne.

(¢) Po formuli za inverz 2 x 2-matrik je

a4 2
A _8{_2 1].

Pri matriki B najprej odstejemo prvo vrstico od tretje, njen dvakratnik pa od druge:

12 —-1|1 00 1 2 —-1{1 0O
23 001 0f~]0 -1 21]-2120
11 2]0 01 0 -1 3 |-1 01
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Nato odstejemo drugo vrstico od tretje. Potem pristejemo tretjo vrstico prvi, njen
dvakratnik pa odstejemo od druge:

0 1 2 0|2 -1 1
Ol ~|0 -1 04 3 =2
1 o 0 11 -1 1

1 2 -1} 1 0
-~ 10 -1 2 |-2 1
o o0 1,1 -1

Nato dvakratnik druge vrstice pristejemo prvi in na koncu pomnozimo drugo vrstico

7z —1:
1 0 0|-6 5 =3 1 00/-6 5 =3
~10 -10/-4 3 -2|~]10104 -3 2
o 0 11 -1 1 0011 -1 1
Torej je

-6 5 -3
Bl'=14 -3 2
1 -1 1
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1. kolokvij (28. 11. 2022)

1. naloga [25 tock]
(a) Skicirajte graf funkcije f(x) = |2% — 2z| — .
(b) Zapisite naravno definicijsko obmocje D, funkcije
g: Dy — R, g(x)=1In(]z* - 22| — z).

(c) Ali je funkcija g surjektivna? Ali je injektivna?

(a) Zaskico grafa moramo najprej odpraviti absolutno vrednost. Izraz znotraj absolutne
vrednosti je kvadratna funkcija

2? — 21 = x(r —2)
s pozitivnim vodilnim koeficientom ter niclama 0 in 2. Loc¢ima dva primera:
e Zax <0inx >2je % — 2z > 0, zato je
flx) =222 -2 =23z =x(x—3).
e Cepaje0 <z <2, jeax?—2z <0 in posledi¢no
flz)=—(2*>-22) —2=—2+2=—2(xr—1).

Torej
22 -3z, x<0aliz>2
)= .
/(@) {—w2+x, 0<z<?2

Skica grafa je

-2 -1 ]

N
EN

45
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(b) Naravni logaritem je definiran za pozitivna stevila, torej lezijo v D, resitve neenacbe
2% — 22| — 2 > 0.
Iz tocke (a) sledi, da je

D, = (—00,0)U (0,1) U (3, 00).

(c) Naravni logaritem In : (0,00) — R je surjektivna funkcija. Ker notranja funkcija
f zavzame vsa pozitivna realna stevila, je tudi g surjektivna funkcija. Ni pa g
injektivna, saj ze funkcija f nima te lastnosti. Kot je razvidno iz grafa, f vsako
pozitivno vrednost zavzame dvakrat ali trikrat.



1. kolokvij (28. 11. 2022) A7

2. naloga [25 tock]
Dani sta kompleksni stevili z; = 3¢ — 4 in 2z = 3 + 4.
(a) Dolocite vsa kompleksna Stevila z, za katera velja

|z 21| =25 in  Im(z-2) =0.

(b) Izracunajte vsa kompleksna stevila w, ki resijo enacbo

U}3 Z9

8 2

(a) Najprej velja
25 =|z-z1| = |2| - |21).

|21 = |3i — 4] = /32 + (—4)2 = V25 = 5,

prva enacba pomeni, da je |z| = 5.

Ker je

Ce pisemo z = z + yi, dobimo
2z 29 = (x+yi) (3+4i) = (3x — 4y) + i(4z + 3y).
Sledi, da je 4z + 3y = 0.

Velja torej mora
2P =2 +9* =25 in 4x+3y=0.

Ce iz druge enacbe izrazimo npr. y = —4?“’ in vstavimo v prvo, dobimo

2 4xN2 .2, 16,2 _ 252
25 =2 "+ (=) ="+ g~ = .

Torej je 22 = 9, oziroma x = +3. Posledi¢no je y = —%(iS) = F4. Sistem ima dve
resSitvi:
z=3—4 in z=-344.
(b) Koli¢nik je enak
zo 3+ 44 3+4i —4-3 —12-9—160+12 —2%

= —1.

5 3i—4 —4+3i —4-30 42 4 32 25
Torej iStemo resitve enacbe

w? = —8i.
Polarni zapis desne strani je o¢itno

—8i = 8(cos & + isin 3.

Po formuli so resitve tri, in sicer za k = 0,1, 2

3T 3T
ST Ok =+ 2k
wy, = V/8 (COS 2 +isin 2—> = 2 (cos(§ + 25%) +isin(3 + %F)) .
Natancneje
wy =2 (cos§ +ising) = 24,
wq :2(c0s%+isin%) = —\/g—i,
wy = 2 (cos BT +isin UT) = /3 — 4.
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3. naloga [25 tock]

Premica p in ravnina > sta podani z enacbami:

p:rx—2y+32=3, 20 +y—4z=1;
i 3x —2y+z2=4.

a) Dolocite parametri¢no enacbo premice p.

(
(b

Pokazite, da je premica p vzporedna ravnini X.

(c) Poiscite pravokotno projekcijo premice p na ravnino Y.

)
)
)
)

(d) Dolocite razdaljo med premico p in ravnino .

(a) Ce iz x — 2y + 3z = 3 izrazimo = = 2y — 3z + 3 in vstavimo v drugo enac¢bo, dobimo

22y —32+3)+y—4z = 1
oy —10z4+5 = 0
y = 2z—1

Potem je
r=2y—32+3=222—-1)—-32+3=2+1

Parametricna enacba premice p je torej
r=14+X y=-14+2\ z=)A, AeR.
(b) Smerni vektor premice p je 5, = (1,2,1), normalni vektor ravnine ¥ pa ny =
(3,—2,1). Ker je
S me=(1,2,1)(3,-2,1) =3 —4+1=0,
sta pravokotna, iz ¢esar sledi p || X.

(c) Ker je premica p vzporedna ravnini ¥, ima njena pravokotna projekcija p’ isti smerni
vektor in potrebujemo le neko tocko na p’. Vzemimo neko to¢ko na premici p,
denimo T'(1, —1,0), in pois¢imo njeno pravokotno projekcijo 7’ na 3. Premica skozi
T s smernim vektorjem 7y ima enacbo

T =(1,-1,0)+ A(3,-2,1) = (1 +3\,—1 —=2)\,)), A eER.
Tocka T" je njeno se¢isce z ravnino Y. Torej je dolocena z

31430 —2(-1-20)+A=4 = 4r=-1 = A=—-4.

Tako je T"(1;, -2, —3) in
Pioz=0g4+XA y=—2+2\ z=-L+)\ AeR.
(d) Razdalja je

d(p,D) = [TT| = |(~, 3, =)l = (-3 + (7 + (-5 = /25 = 4
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4. naloga [25 tock]

Obravnavamo sistem Av = b, pri cemer so

1 a —1 T 1
A=la 1 —-2+4al|l, v=|y in b= |a
1 -1 a-1 z 3

(a) Za katere vrednosti parametra a ima dani sistem neskonéno mnogo resitev?
(b) Resite sistem za a = 0.

(c) Pri katerih vrednostih parametra a matrika A ni obrnljiva?

(a) Sistem zapiSemo v razsirjeno matriko. Nato v prvem koraku dosezemo, da so v
prvem stolpcu pod diagonalo same nicle, in sicer tako, da od tretje vrstice odstejemo
prvo in da drugi pristejemo (—a)-kratnik prve:

1 a -1 1 1 a —1 1
a 1 —-24ala|~|0 1—a®> —24+2al|0
1 -1 a-—1 13 0 —1—a a 2

Kerjel—a*=(1—a)(l+a)in —2+ 2a = 2(a — 1), je druga vrstica nicelna, ce je
a=1.

e Ceje a=1, imamo

11 —-1/1 1 1 —-1/1
.~f0 0 0]0f~]0 -2 1|2
0 -2 1 |2 0 0 010

V nicelni vrstici je tudi na desni 0, torej je sistem resljiv. Ker imamo tri
neznanke in dve nenicelni vrstici, je resitev neskonéno mnogo.

e Ce a # 1, smemo drugo vrstico deliti z 1 — a:

1 a —1 1 1 a —111
0 1—a®> —-242a|0|~|0 14+a =210
0 —1—a a 2 0 —-1—a a |2

Nato drugo vrstico pristejemo tretji:

1 a -1 |1
~10 14+a -2 |0
0 0 a—212

Sistem je torej zagotovo enolicno redljiv, ce je a € {—1,2}. Ce je a = 2, je
zadnja vrstica na levi nic¢elna, na desni pa ni ni¢, torej sistem ni resljiv. Ce je
a = —1, vidimo, da zadnji dve vrstici ne moreta biti istocasno izponjeni.

Neskoné¢no resitev imamo torej natanko tedaj, ko je a = 1.
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(b) Za a = 0 je GauBova stopnicasta oblika enaka

10 —-1]|1
01 =20
00 =22

Torej je z=—1,y=—2inx = 0.

(c) Matrika je obrnljiva natanko tedaj, ko je njena determinanta razlicna od 0. Ker
se determinantna ne spremeni, ¢e vrsticam pristevamo veckratnike drugih, lahko
naredimo podobne korake kot zgoraj:

1 a -1 1 a -1 1 a -1
a 1 —24a|=|0 1-a*> -2+2a|=(1-a)|0 14+a -2|=
1 -1 a-1 0 —-1—a a 0 —-1—a a
1 a -1
=(1-a)|0 14a -2 |=(1-a)-1-(14+a)(a—2).
0 0 a—?2

Torej je matrika obrnljiva, ¢e a ¢ {—1,1,2}.



2. kolokvij (16. 1. 2023)

1. naloga [20 tock]

Za matriko A poiscite vse lastne vrednosti in njim pripadajoce lastne vektorje. Ce obsta-
jata, zapisite taki matriki D in P, da bo A = PDP~ L.

-1 0 0
A= 4 3 —4
2 2 =3
Karakteristi¢éni polinom matrike A je
—-1-Xx 0 0
det(A — \I) = 4 3—A —4
2 2 —-3-A
3—A —4
_(_1_”" 2 —3—)\‘
=(=1=X)-(B=X)(-3—=X)+38)
= (13- (-1

=—A+DHA+1)(A-1).

Lastne vrednosti so njegove nicle. Vidimo, da je —1 dvojna nicla, 1 pa enojna.
Dolo¢imo sedaj pripadajoce lastne vektorje.

e )\ = —1: I8¢emo resitve enacbe (A — (—1)I)x = 0. Dobimo:

00 O0/0 1 1 —-11]0
4 4 —4/0|~|10 0 0/0
2 2 =20 00 010

Kot vidimo, imamo dvorazsezen prostor resitev. Zadnji dve koordinati sta poljubni.
Oznacimo r3 = « in x5 = . Potem je 1 = a — . Vsi lastni vektorji so

T = [&Eﬁ} :oz[(i)]—l—ﬁ[:ﬂ, a,BeER, af #0.

67

e )\ = 1: Tukaj dolocamo vektorje z (A — 11)z = 0. Iz

-2 0 010 -2 0 010 1 0 010
4 2 40| ~ 02 —4/0(~]01 =-2]0
2 2 —410 0 2 —410 00 010

sledi, da je x3 = a poljuben, x5 = 2« in xy = 0. Pripadajoci lastni vektorji so tako
0
a [%] a e R\ {0},
Matriko A se da diagonalizirati, saj razseznosti prostora lastnih vektorjev ustrezata stopnji

nicel karakteristicnega polinoma. V D po diagonali zapisemo lastne vrednosti (glede na
njihovo veckratnost), na primer

-1 0 0
D=0 -10
0 0 1
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V prvih dveh stolpcih matrike P morata stati dva linearno neodvisna lastna vektorja za
lastno vrednost —1, v zadnjem pa neki lastni vektor za lastno vrednost 1. Ena mozna
izbira je
1 -1
P=10
1

— N O

1
0
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2. naloga [20 tock]

Dolocite parametra a in b tako, da bo funkcija

arctan 55—, T < —3;
f(z) = ax + b, —3<z<0;

sin(3z)

m, T > O

zZvezna.

Predpis arctan ﬁ je dobro definiran in zvezen na (—oo, —3), linearna funkcija iz drugega

predpisa je definirana in zvezna povsod na R, zadnji predpis % pa je prav tako dobro

X
4—
definiran in zvezen na (0, 00). Manjka torej Se zveznost v tockah —3 in 0. Leva limita v
—3 je enaka

xlifnjgf(x) = xli/rgs arctan 34%5 =-I,

saj je lim =~ = —oo. Desna limita in funkcijska vrednost sta pa enaki
x,/"—3 +z

zl{‘r£13f(x) = f(=3) = —3a+b.

Funkcija f je torej v tocki —3 zvezna natanko tedaj, ko velja
—5 =—3a+0b.
Podobno postopamo v tocki 0. Tukaj sta leva limita in funkcijska vrednost enaki

lig f(2) = £(0) =,

Desna limita pa je tipa 8, zato uporabimo L’Hospitalovo pravilo:

3cos(3r)  3cosO

——— =1Im 12.
a0 \/x +4—2 zN\0 ﬁ ﬁ

Funkcija f je torej zvezna v tocki 0 natanko tedaj, ko je

b=12.

™

5 = —3a+ b, oziroma

Za zveznost v tocki —3 pa mora veljati Se —

a=4+7%.
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3. naloga [35 tock]

(a)

Dan je funkcijski predpis
f(z) = z(Inz)*

Dolocite definicijsko obmocje, nicle, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti, kon-
veksnosti in konkavnosti funkcije. Razisc¢ite Sse obnasanje na robu definicijskega
obmocja in narisite graf funkcije.

Z uporabo metode per partes izracunajte integral [ f(z)du.
1

Naravni logaritem je definiran za pozitivna Stevila, ostalih omejitev pa ni. Torej je
Df = (0, OO)

Edina nicla logaritma je 1. To je tudi edina nicla funkcije f. Prvi faktor ima sicer
niclo v 0, a le-ta lezi zunaj Dy.

Odvod je enak
f(x)=1-(Inz)’+2-2Inz-L=(Inz)’+ 2z =Inz (Inz +2).
Nicli odvoda sta

e prilnx =0, torej pri x =1,

e ter pri lnz = —2, oziroma x = e~ 2.

Kar se tice monotonosti, opazimo sledece:
e Na (0,e72) sta oba faktorja v f’ negativna, zato je tam f’ > 0 in funkcija f

narasca.

e Na (e72,1) sta faktorja razlicno predznacena. Posledi¢no je f’ < 0 in funkcija
f pada.

e Na (1,00) sta oba faktorja pozitivna, zato f narasca.

Iz zgornjega tudi sledi, da je v Sy (e™2, 4e~?) lokalni maksimum funkcije f, v So(1,0)
pa lokalni minimum.

Drugi odvod je enak

(@)= ((nz)*+2nz) =2z -1 42 = Anotl)

xT

Edina njegova nicla je, ko je Inz = —1, torej v e~ L.

pozitiven, torej predznak doloca stevec. Tako je

Imenovalec je povsod na Dy

e na (0,e 1) drugi odvod negativen in je tam funkcija f konkavna,

e na (e !, 00) pa je f konveksna.
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V tocki e~! drugi odvod spremeni predznak, tako da je v P(e™!, e!) prevoj.

Limita pri 0 je tipa 0 - co. Zato izraz zapisemo najprej v obliki 22 in uporabimo
L’Hospitalovo pravilo dvakrat, saj po prvi uporabi spet dobimo izraz tipa =:

Inz)? 1 2Inx -+
( 1) PH. s
N0 z\0 P z\,0 —2

Inz 1
= —2lim = & —2lim —* = 2limz = 0.
2\ 0 P 2\ 0 -2 2\ 0

Pri oo sta oba faktorja neomejena, tako da je

lim x(Inx)* = oco.
T—00

Vse te podatke uporabimo za skico grafa:

N

ST
/'\
Sy

-@-
1

(b) Z integracijo po delih, pri ¢emer so
w=(nz)’, dv=wdr, du=323de, v=7,

dobimo

e g€ 821 9 9 e
]z/:zc(lnav)2 dx = [(lnx)Q-x—] —/ S - e——/xlnx dz.
2 |, r 2 2
1 1 1

Se enkrat integriramo po delih, tokrat z

2
u=1Inzx, dv=xzdr, du=-=dr, v=%,
T 2

kar nam da

e? x2]° /
]=— —|lnz —

5 {nx 2]1—1—/

1

x? e?

8=
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4. naloga [25 tock]

Dana je funkcija f(z) = e~ % sin 2z.

(a) Zapisite Taylorjev polinom 1. reda funkcije f okoli tocke 0.

0-015in 0.02 s pomocjo diferenciala in ocenite ostanek.

(b) Izrac¢unajte priblizek za e~
(c) Zapisite Taylorjev polinom 2. reda funkcije f okoli tocke 0. Izracunajte priblizek za

e~ %01sin 0.02 Se z njegovo pomocjo.

Potrebovali bomo prva odvoda funkcije f:
fl(x) = —e-sin2x + e - 2cos2x = e *(—sin 2z + 2 cos 2x)
in
f'(x) == (—sin2zx +2cos2x) + e * - (—2cos 2x — 4sin 27)
= —e *-(3sin2z + 4 cos 2x).
(a) Taylorjev polinom 1. reda okoli 0 je

(T f)(h) = £(0) + f(0)h = 0+ 2h = 2h.
(b) Po tocki (a) je
£(0.01) & (Ty£)(0.01) = 2 0.01 = 0.02.

Ostanek je enak .
R1(0.01) = ££& . 0,012

2
za neki € € (0,0.01). Ocenimo

If7(&)] = | — e - (3sin2¢ + 4 cos 2¢)|
= |e7¢| - |3 sin 2¢ + 4 cos 2|
< le¢] - (|3 sin 2¢| + [4 cos 2€])
<1-(3+4)
= 77

pri ¢emer smo upostevali, da sta sinus in kosinus kvec¢jemu 1, ter da so vrednosti
eksponentne funkcije na negativnem poltraku manjse od 1. Torej je

|R1(0.01)] = L8 0,012 < T+ 0.0001 = 0.00035.

(¢) Taylorjev polinom 2. reda okoli 0 pa je
(Tof)(h) = f(0) + f/(0)h + L0p% = 0 4 2 + Z2h? = 20 — 202,
Z njim dobimo priblizek

£(0.01) & (T f)(0.01) = 2-0.01 — 2 0.012 = 0.02 — 0.0002 = 0.0198.



1. izpit (23. 1. 2023)

1. naloga [20 tock]

Poiséite vsa kompleksnih stevila z, ki zados¢ajo enacbama |z + 1| = |z —1—2i| in |z| = 5.

Ce pisemo z = z + yi, dobimo

lz4+1] = |z—1— 24|
le+yi+1] = |x4+yi—1—2i]
[z + 1) +yil = [(z—-1)+(y—2)

(z+1)*+y* = (z-1)"+(y—2)
2 +1+9y° = 2?20 +14+9y* —4y+4
de+4y = 4
r+y = 1

To upostevamo v |z| = 5 in dobimo

2] = 5

Pyt = 25

2?4+ (1—2)> = 25

??+1-20+2* = 25
207 —2r — 24 =

2?—z—12 = 0

(x—4)(x+3) = 0

Torej imamo dve resitvi:
o vy =41y =-31in 2, =4 — 34,

o 1o =—3, Yy =41in 2o = —3 + 4i.

o7
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Zbirka resenih kolokvijev in izpitov iz Matematike I

2. naloga [25 tock]

(a)
(b)

(c)

Pod kaksnim kotom se sekata ravnini [1: 2 —y + 2 =6 in X: 22 — 3y — 52 = 87

Poiscite enacbo ravnine 2, ki je pravokotna na ravnini Il in ¥, in vsebuje tocko

A(=1,0,-2).

Pokazite, da ravnine II, ¥ in A: —2x + 5y + 192 = —18 nimajo skupne tocke.

(a)

Kot med ravninama je kot med njunima normalnima vektorjema. Ker je
ﬁn = (1, —1, 1) in ﬁz = (2, —3, —5),
je
np-ny=1-2+(=1)-(=3)+1-(=5) =0.

Torej sta ravnini pravokotni.

Normalni vektor ravnine € je pravokoten na normalna vektorja ravnin Il in 3. Torej
ga lahko dobimo z vektorskim produktom:

T 7k
ﬁnXﬁEZ 1 -1 1 :(8,7,—1).
2 -3 =5

Tako je enacba ravnine ()
8r+Ty—2z2=8-(—1)+0—(-2) = —6.

Skupna tocka bi lezala na vseh teh ravninah, torej bi njene koordinate resile sistem

r—y+z = 6
20 =3y — 5z = 8
—2x+5y+192 = —18
Zapisemo ga v obliki razsirjene matrike in izvedemo Gauflov postopek eliminacije.

Najprej dvakratnik prve vrstice odstejemo od druge in pristejemo tretji vrstici. Nato
trikratnik druge vrstice pristejemo tretji:

1 -1 1 6 1 -1 116 1 -1 1 6
2 -3 =5 8 ~10 -1 =74 | ~]10 -1 =7 -4
-2 5 19 |-18 0 3 21 |-6 0 0 0 |—18

Zadnja vrstica je nicelna, na desni pa nimamo 0. Sistem torej ni resljiv.
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3. naloga [20 tock]

Dana je vrsta s = > %
1

n—=

(a) Pokazite, da je konvergentna.
(b) Izrac¢unajte njeno tretjo delno vsoto s3 in ocenite napako |s — s3|.

(c) S primerjavo s harmoni¢no vrsto pokazite, da vrsta ni absolutno konvergentna.

(a) Gre za alternirajoco vrsto. Uporabiti smemo Leibnizov kriterij. Zaporedje a, =

n?anz) je padajoce, saj je

n+4 (n+3)
(n+1)(n+3) n(n+2)
nn+2)(n+4) — (n+1)(n+3)°
n(n+1)(n+2)(n+3)
(n® 4 6n2 + 8n) — (n® + 7Tn* + 15n + 9)
n(n+1)(n+2)(n+3)
n?+7n+9

S n(n+1)(n+2)(n+3)

Qpy1 — Ap

vselej negativno. Poleg tega je

. o on+3 & et 040
lim a, = lim ———% = lim =—73 = =0
Vrsta s je posledi¢no res konvergentna.
(b) Imamo
4 1 4 5 n 6 4 5+2 133
S1=——==- in s3= — = — - = —
"7 1373 1.3 2:4'3.5 3 8 5 120
Velja
\5—3]<a—i—l
AT T e T 4
(c) Ker je
= n+3 “n+3 1 =1
= > -
= n(n+2) nz:;n+2 n_;n’

vrsta ne konvergira absolutno, saj harmonicna vrsta divergira.
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4. naloga [35 tock]
Dan je funkcijski predpis

(a)

2x
x2—1

f(x) = arctan

Dolocite definicijsko obmocje, nicle, sodost, lihost, ekstreme, prevoje, intervale mo-
notonosti, konveksnosti in konkavnosti funkcije. Razis¢ite Se obnasanje na robu
definicijskega obmocja in narisite graf funkcije.

Izracunajte [ f(z)dx.

V ulomku imenovalec ne sme biti enak 0, torej x # +1. Funkcija arkus tangens pa
je definirana povsod. Torej je Dy = R\ {—1,1}.
2x

Edina nicla arkus tangensa je 0. Torej mora biti —*
x = 0.

Iz lihosti funkcije arkus tangens sledi

= 0, tako da je edina nicla

2(—x) —2z 2x
————— = arctan
(22— 1 22— 1 22— 1

f(=z) = arctan

torej je funkcija f liha.

Odvod
£2) 1 2(2? — 1) — 2z - 2x 2% — 2 — 42?
x) = — _
L+ (#5) (@ —1) (22 = 1) + (22)?
B —27% -2 202+ =20 +1) 2
ot =202 1442 ot 422241 (22412 2241

je povsod na definicijskem obmocju negativen. Torej funkcija povsod pada in nima
lokalnih ekstremov.

Drugi odvod je enak

4x

(@)= (=2)(-1) (> +1) 7% 22 = =R

Imenovalec je povsod pozitiven, torej je za predznak odlocilen stevec. Tako je funk-
cija konkavna na (—oo, —1)U(—1,0) in konveksna na (0,1)U(1, 00). V tocki 0 drugi
odvod spremeni predznak, tako da je v P(0,0) prevoj.

Se obnaganje na robu definicijskega obmocja:

) 2z ) 2
lim arctan = lim arctan T = arctan0 =0
T——00 T2 — T——00 xTr — P
in podobno
2z
lim arctan = 0.
T—00 xre —

V tockah —1 in 1 ima notranja funkcija pol, torej moramo poznati predznak ne-
skon¢nosti, h kateri konvergira.
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Ker jeza x < —1in 0 < z < 1 predznak (33_12)% negativen, velja
I 2x o 2x
im =—00 in lim = —00
x/‘fl.I‘Z—l z 1 2 —1 ’
zato je
_ 2z . ) 2z
lim arctan =—— in lim = —
z/—1 2 —1 2 e 102 —1
Podobno iz pozitivnosti izraza (zfﬁﬁ za —1 <x <0inz > 1 sledi
I ¢ 2z T I 2z s
im arctan =— in lim = —.
aN\—1 2?—-1 2 N1z —1 2
S temi podatki skiciramo graf:
(b) Ce uporabimo integracijo po delih, pri ¢emer so
u = arctan :v22f1’ dv=dx, du= —xQLH dr, v=ux,
dobimo
/arctan 3% dx = zarctan 3% —/m- (—=%5) do = zarctan 3% +In(z? +1)+C,

2z
241

saj je v ulomku

Stevec ravno odvod imenovalca.
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2. izpit (6. 2. 2023)

1. naloga [20 tock]

Za matrike

2 -1
A:{4 3}’ b=

W 00 b
DO A~ =
|
—_

Q
|
= O = N
O~
[
— =
N OO W

(a) izracunajte determinante,

(b) dolocite ali so obrnljive,

()

(v primeru, da so obrnljive) izrac¢unajte njihove inverze.

(a)

Determinanti matrik A in B sta

2 —1
L 3‘_23—44—n_10

n

8 4

4 -1 8 —1
RSN

3 1’+1w ’:26—&1+4:5

Determinanto matrike C' lahko npr. razvijemo po kaki vrstici ali stolpcu. Lahko pa
uporabimo kako drugo lastnost. Ce odstejemo tretjo vrstico od prve, se determi-
nanta ne spremeni. Ker je potem zadnja vrstica dvakratnik prve, je determinanta
enaka 0:

21 0 1 [20 1 1
14 —13_ |14 -13_,
01 -1 0 |01 =10
40 2 2 40 2 2

Matrika je obrnljiva natanko tedaj, ko je njena determinanta razlicna od 0. Obrnljivi
sta torej A in B, C' pa ne.

Za inverz 2 X 2-matrik imamo formulo, ki nam da

_ 3 1
Al:%[% 2}.

Pri matriki B najprej odstejemo prvo vrstico od tretje, njen stirikratnik pa od druge.
Nato delimo drugo vrstico z —5 in odstejemo tretjo vrstico od prve:

2 1 1[10 0 21 1]1 00 101[2 0 -1
84 —1/010|~|00 -5/-410f~ 0012 -1 0
32 1001 11 0/[-101 1 10[-10 1

63
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Potem drugo vrstico zamenjamo z zadnjo in jo odstejemo od prve. Na koncu prvo
vrstico odstejemo od druge:

_ o O
|
=
|

Torej je
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2. naloga [25 tock]

V paralelogramu ABCD je dolzina stranice AB enaka 3, dolzina stranice AD enaka 4,
kot med njima pa je 3. Tocka X deli stranico BC' v razmerju 2 : 3, tocka Y pa stranico
CD v razmerju 2 : 1. Tocka S naj bo secisce daljic DX in BY.

(a) Izracunajte oddaljenost tocke X od tocke A ter kot med AX in AB.
(b) Izrac¢unajte ploscino trikotnika AXY'.

(c) Izrazite vektor BS z vektorjema @ = ABin b = AD. Alilezi S na diagonali AC"?

(a) Oddaljenost tocke X od tocke A je enaka dolzini vektorja

V409
5 -

Kot med daljicama AX in AB dobimo iz

Iskana oddaljenost je

AX -G a+20)-a |al2+2b.a 324+2.
eos £(AX 1) - o L e B S
[AX] - [a] Viw . 3 VB . 3 Vi . 3 409

Torej je A(W, @) = arccos \/14—9@.
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(b) Ploséino trikotnika moremo izra¢unati po formuli

Paxy = JAX x AY | = Y|(@+2b) x (Ra+b)| = Lax b+ 2D xa| = Bla x b|.

1z

@ x b| =|al|b|sin (@, b) =3-4-sinT =63

sledi
Paxy = 1—53\/5

(c) Ker tocka S lezi tako na daljici BY kot na daljici DX, lahko zapisemo vektor BS
na dva nacina:

?S':AW:A(g—gﬁ) in mzﬁ+uﬁ:§§+u(%3—6).

Torej

=
=l
|
wWINo
2l
|

s+ uEh —a)
—2XNT+ A0 = —pa+ (3+2p)b
Sledi —%)\: —p in Az%

+
_ 2 3.2

= =2 = =2
in p = %. Torej je L R R
BS=X(b—2a)=—%a+20b.
Potem je L L B
AS=4a+BS=13a+2b.

Ker vektor AS ni veckratnik vektorja AC =G+ 3, tocka S ne lezi na diagonali AC.
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3. naloga [20 tock]

Zaporedje (ay)nen je podano v rekurzivni obliki
a1 =2, apy1 = VAa, — 3.
(a) Pokazite, da vsi ¢leni zaporedja lezijo v intervalu [2, 3].
(b) Ali je zaporedje monotono naraséajoce/padajoce?

(¢) Utemeljite njegovo konvergenco in izracunajte njegovo limito.

(a) To pokazemo s popolno indukcijo:

e Zan =1 po definiciji velja a; =2 € [2,3].
e Za poljuben n € N naj velja a,, € [2,3]. Potem

2<a,<3 = 8<4a,<12 = 5<4a,—3<9 = V5<4a, —3<3.
Iz /5 > 2 sledi a,41 € [2,3].
(b) Imamo

—3 -2 — —
dap, —3—a;,  (an—3)(an 1)>

— - _ 0,
Viaa, — 3+ a, Vida, —3+a, —

kjer smo uporabili tocko (a). Zaporedje je monotono narascajoce.

Qpi1 — Gp = V4a, —3 —a,

(¢c) Zaporedje konvergira, ker je monotono in omejeno. Oznac¢imo njegovo limito z

a = lim a,.
n—oo

V formuli a, 1 = v/4a, — 3 posljemo n — oo in dobimo
a=+v4a—3

a’> =4a—3
a’—4a+3=0
(a—3)(a—1)=0

Ker so vsi ¢leni vsaj 2, je torej a = 3.



68

Zbirka resenih kolokvijev in izpitov iz Matematike I

4. naloga [35 tock]

Dan je funkcijski predpis

(a)

fla) = Ve vE,

Dolocite definicijsko obmocje, nicle, ekstreme, prevoje, intervale monotonosti, kon-
veksnosti in konkavnosti funkcije. Razis¢ite Se obnaSanje na robu definicijskega
obmocja in narisite graf funkcije.

4
Izracunajte I = [ f(z)dz.
0

Kvadratni koren je definiran za nenegativna stevila, drugih omejitev pa ni. Torej je
D f= [0, OO)

Eksponentna funkcija nima nicel, kvadratni koren pa edino pri 0, tako da je edina
nicla x = 0.

Odvod je

Fl@) =5t eV Vo e Vi(—5i) = fe V(L - 1),

Faktor pred oklepajem je vselej pozitiven. Edina nic¢la odvoda je tako pri x = 1.
Imamo torej stacionarno tocko T'(1,e7!).
e Ceje0 <z <1,je0 <z <1 in zato \/LE > 1. Posledi¢no funkcija na (0,1)
narasca.

e Ceje x > 1, je odvod negativen in funkcija pada.

Tocka T je torej lokalni maksimum.

Drugi odvod je enak

@)= (V=) (- D+ e Vi (k) = pERe

O predznaku odlo¢a izraz x — /= — 1, saj je preostanck povsod pozitiven. Ce
ozna¢imo t = y/z, dobimo kvadratno funkcijo t* — ¢ — 1 z niclama tig = %ﬁ Ker
kvadratni koren ne more biti negativen, je edina nicla drugega odvoda pri

r =

(1+2\/5)2 - 3+2\/g'

e Ceje0<z< 3+2‘/5, je f"(x) < 0. Torej je f konkavna na (0, —3+2\@).

345
2

e Na intervalu ( ,00) je funkcija f konveksna.

V tocki P(%g, 1+T\[6_1+2\/5) ima funkcija torej prevoj.

Se obnasanje na robu definicijskega obmodcja: V krajiséu pri 0 je funkcija zvezna,
tako da je
1@)@6—@ =0 ¢ =0.
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69

Pri oo pa uporabimo I'Hospitalovo pravilo in dobimo

1
G . 1
lim \/Ee*ﬁ = lim Ve = lim —2*_ = lim 0.

T—00 z—00 eVT Z—>00 #eﬁ oo eVE
xX

S temi podatki skiciramo graf:

T

//—'\J’\
[ 1 2 3 4

(b) Najprej v integral
4
I = /\/Ee_ﬁd:v
0

uvedemo novo spremenljivko
t=+z, dt="-dr, do=24dt

in dobimo
2 2

I= /te_t-Qt dt = /Qth_t dt.

0 0

Sedaj dvakrat izvedemo per partes. Najprej dobimo

2 2

I =2t (—e—t)}z - /4t (e dt = —8e7% + /4te—t dt

0

[e=]

in nato se
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3. izpit (29. 5. 2023)

1. naloga [20 tock]

Dani sta premici

r=2—-1 1_ .
p: y=3+2t in q:x—3:—y:—.
3 2

z=—-1—1

(a) Poiscite njuno presecisce in kot med njima.
(b) Dolocite enac¢bo ravnine, na kateri lezita premici p in q.

(c) Izracunajte razdaljo tocke 7'(4,5, —2) od premice p.

(a) Se premico g zapisemo v parametricni obliki:

r=3+s
q:{ y=1-3s
2z =28

Presecisce lezi na obeh premicah, torej zanj obstajata taka parametra ¢ in s, da je

2—t=x=3+s
3+2t=y=1-3s
—1—-1t=2=2s

Ce odstejemo prvo enacbo od tretje, dobimo
—3=-3+s, oziroma s=0.

Vstavimo s = 0 v zadnjo enacbo in dobimo ¢ = —1. Preveriti moramo, da velja
tudi druga enacba, ki je pri izracunu nismo upostevali, mora pa tudi biti izpolnjena.
Dejansko velja, saj sta

342-(-=1)=1 in 1-3-0=1.

Torej je presecisce P(3,1,0).

Kot med premicama je kot med njunima smernima vektorja 5, = (—1,2,—1) in
S, = (1,-3,2). Izracunamo ga po formuli

55 (-1,2,-1)-(1,-3,2)
15p] - |54]  1(—1,2,-1)] - |(1,-3,2)]
B —1—-6-2 9
VIitd+1-V1+9+4 V6-/14

cos p =

o . _ _9
Torej je ¢ = arccos NI

71
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72
(b) Ravnina, ki vsebuje obe premici, poteka skozi P, njena normala pa je pravokotna
na smerna vektorja premic p in g, torej jo dobimo z vektorskim produktom

T 7k R
n=|-1 2 —1l=A-3)7+(=2+1)(-7)+B—-2)k=(1,1,1).
1 -3 2

Enacba iskane ravnine je torej
oziroma z+y+z=4.

lz+1-y+1-2=1-3+1-141-0,

(¢) Razdaljo tocke T' do premice p dobimo po formuli
T,T x 3,
arp) = 1)
Spl

Y

pri cemer je Ty poljubna tocka na premici p. Ce vzamemo To(2,3,—1), dobimo

ToT = (4,5,—-2) — (2,3,—1) = (2,2,—1). Potem je

. TGk .

T xS,=12 2 —1|l=(-24+2)7+(-2-1)(=7)+@+2)k =(0,3,6).
2

-1 -1

(0,3,6)]  VO+9+36 30
- =

TP =12~ v

Tako je



3. izpit (29. 5. 2023)

73

2. naloga [15 tock]

Dano je zaporedje
2n? +3
=—,n
4n? + 1’

(a) Pokazite, da je monotono in omejeno.

Qn

(b) Izracunajte njegovo limito.

(¢) Koliko ¢lenov zaporedja se od limite razlikuje za ve¢ kot

e N.

(a) Monotonost preverimo z razliko zaporednih ¢lenov:

2(n+1)*+3  2n*+3
4n+1)24+1 4n2+1

Qpy1 — Ap =

(2n? +4n +5)(4n? + 1) — (2n% + 3)(4n? + 8n + 5)

(4(n+1)24+1)(4n2+1)

(8n* + 16n% + 22n? + 4n + 5) — (8n* + 1603 + 22n? + 24n + 15)

(4(n+1)24+1)(4n% +1)

B —20n — 10
A+ 12+ 1)(4n2 + 1)

Ker je ta izraz za vsak n € N negativen, je zaporedje strogo padajoce.

Potem

je zagotovo navzgor omejeno s prvim ¢lenom a; = 1. Za spodnjo mejo pa lahko

vzamemo kar 0, saj je o¢itno vsak a,, pozitiven.

(b) Limita je

. . 2n*+3
a= lim a, = lim .
n—00 n—00 4n2 +1

L

(¢) Cleni, ki se od limite razlikujejo za veé kot 55

la, —al > —-.

1
2 _ — =
L ahedr L av0 2

resijo neenacbho

2+ 240 1

Ker je zaporedje padajoce, lahko absolutno vrednost na levi strani izpustimo. Do-

bimo
n?+3 1 1
241 2 100
(4n* +6) — (4n* + 1) - 1
2(4n? + 1) 100
5 - 1
8n? + 2 100
500 >
98
—_— n
8

I[s¢emo torej naravna Stevila, za katere je n? < 62.25. To pa je prvih sedem.

8n?+2
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3. naloga [40 tock]

Funkcija f je podana s predpisom

(a)

fla) = Vet

Dolocite njeno naravno definicijsko obmocje in obnasanje f na njegovem robu.
Dolocite Se nicle, ekstreme in prevoje funkcije f ter njene intervale monotonosti,
konveksnosti in konkavnosti. Skicirajte njen graf.

1

Izracunajte [(f(z))?dx.
0

Kvadratni koren je definiran za nenegativna Stevila, drugih omejitev pa ni. Torej je
D f= [O, OO)

Eksponentna funkcija nima nicel, kvadratni koren pa edino pri 0, tako da je edina
nicla z = 0.

Odvod je
Fla) = gl 5 4+ VE-e B (=) = g B (1 - 2,
Faktor pred oklepajem je vselej pozitiven. Edina nic¢la odvoda je tako pri x = 1.
1
Imamo torej stacionarno tocko T'(1,e72).
e Ceje0 <z <1,jel—x>0inzato f/(x) > 0. Poslediéno funkcija na (0, 1)
narasca.

e Ceje z > 1, je odvod negativen in funkcija pada.

Tocka T' je torej lokalni maksimum.

Za izracun drugega odvod najprej drugace zapiSemo prvega:

f(x) = ge”

[SIE]
~—
&

Drugi odvod je tako enak
f"(z) = %(e’%(—%) (zTi—ax) e (—%x’% — %x’%)) = ie’%x’%(f —2z—1).

O predznaku odloca izraz v oklepaju z? — 2z — 1, saj je preostanek povsod pozitiven.
Ta kvadratna funkcija ima nicli x;2 = 2V 2744 V222+4 =1+ 2. Ker je vodilni koeficient
pozitiven velja:

o Ceje0<z<1++v2, je f’(x) <0. Torej je f konkavna na (0,1 + v/2).

e Na intervalu (14 /2, 00) je funkcija f konveksna.
V tocki P(1 + V2,714 V2 e_HTﬁ) ima funkcija prevoj, saj drugi odvod tam
spremeni predznak.

Se obnasanje na robu definicijskega obmocja: V krajiséu pri 0 je funkcija zvezna,
tako da je

1 _% pu— 0 pr—
ll{r(l) Ve V0 e = 0.
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3. izpit (29. 5. 2023)

Pri oo pa uporabimo I'Hospitalovo pravilo in dobimo

. _z . X . 2./ .
lim +/ze 2:hm\/::hmiz:hm —
T—>00 T—00 @2 T—00 5@5 T—00 \/_65

S temi podatki skiciramo graf:

(b) Izrac¢unati moramo integral
1 1
I= /(f(:z;))2 dx = /:1:6_“” dzx.
0

Integriramo per partes, pri ¢cemer vzamemo v = x in dv = e~ % dx, in izra¢unamo

du = dx in v = —e™ %, kar nam da
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4. naloga [25 tock]

-5 —4 4
Za poljuben a € R je dana matrika A, = | a —1 —a].
—6 —6 5

(a) Za katere vrednosti parametra a je matrika A, obrnljiva?

(b) Izracunajte lastne vrednosti in lastne vektorje matrike Ay (torej za a = 0). Ali
matriko Ay lahko diagonaliziramo? Ce ja, poiscite diagonalno matriko D in obrnljivo
matriko P, da velja D = P~tAyP

(a) Matrika je obrnljiva natanko tedaj, ko je njena determinanta razlicna od 0. Ker je

-5 —4 4
detA,=|a -1 —a
-6 —6 5

-1 —a a —a a -1

__5"—6 57D 26 5T |6 —6'

=—-5-(—=5—6a)+4-(ba—6a)+4-(—6a—6)
=254 30a — 4a — 24a — 24
=2a+1,

je torej A, obrnljiva za vse a # —%.

(b) Lastne vrednosti matrike Ay so nicle njenega karakteristicnega polinoma, tore;
reSitve enacbe

0= det(A() — )\I)
—5—-A —4 4
= 0 —1-Xx 0 (razvijemo po drugi vrstici)

—6 —6 5—A

). )\ 4
5—A

I=X)-((=b=XN)(5—A) +24)
1—A)-(\—1)
—A+DH(A+1)(N=1).

1—

>/

(=
(=
(

Torej je —1 dvojna nicla karakteristicnega polinoma, 1 pa enojna.

Dolo¢imo sedaj pripadajoce lastne vektorje.

e )\ = —1: I8¢emo resitve enacbe (A — (—1)I)z = 0. GauBova eliminacija je zelo
preprosta:
—4 —4 410 -1 -1 110
0 0 00| ~ 0 0010
—6 —6 60 0 000
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Imamo torej dvorazsezen prostor resitev. Zadnji dve koordinati sta poljubni,
npr. x3 = « in o = . Potem je x1 = a — . Vsi lastni vektorji so

r— [agﬁ] :am+ﬁ[‘§], a,BE€R, af £0.

[0}

e )\ = 1: Tukaj dolo¢amo vektorje z (A—11)z = 0. Zaénemo z odstevanjem prve
vrstice od tretje. Potem Se drugo odstejemo od tretje.

-6 —4 4|0 -6 —4 410 -6 —4 410
0 =2 0]0 |~ 0 =2 0]0 |~ 0 =2 010
-6 —6 4]0 0 000 0 000

2

Tako je x3 = a poljuben, zo = 0, iz prve enacbe pa dobimo se z; = 3

3.

2
Pripadajoéi lastni vektorji so « [8], a € R\ {0}.
1
Za vsako niclo karakteristicnega polinoma imamo toliko razsezen prostor lastnih
vektorjev, kot je stopnja nicle. Zato je se da matriko diagonalizirati. V D po
diagonali zapisemo lastne vrednosti (glede na njihovo veckratnost), na primer

-1 0 0
D=0 -10
0 0 1

Potem moramo v prvih dveh stolpcih matrike P imeti dva linearno neodvisna lastna
vektorja za lastno vrednost —1, v zadnjem pa neki lastni vektor za lastno vrednost
1. Ena moznost je torej
1 -1
P=10
1

W O N

1
0
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4. izpit (25. 8. 2023)

1. naloga [20 tock]
Dane so tocke A(1,1,0), B(7,—2,3) in C(3,2,—1).

(a) Izracunajte enega od kotov v trikotniku ABC' po Vasi izbiri in ploséino trikotnika
ABC.

(b) Zapisite enacbo ravnine, kjer lezi trikotnik ABC'.

(c¢) Naj tocka X deli daljico AB v razmerju 1 : 2, tocka Y pa daljico BC' v razmerju
3 : 1. Dolocite koordinate tock X in Y.

(d) Naj bo S presecisce daljic AY in CX. Izrazite vektor AS 7 vektorjema a = AB in
b = AC' in dolocite koordinate tocke S.

A a

(a) Najprej zapisemo po koordinatah vektorja

@ =AB=(7,-2,3)— (1,1,0) = (6,—3,3)

in L
b=AC = (3,2,—1) — (1,1,0) = (2,1, —1).

Za kot « pri ogliséu A potem velja

@b (6,-3,3)-(2,1,-1)
B 12-3-3 6 1
V36+94+9-vVA+1+1 546 3

Torej je o« = arccos % (Podobno bi dobili kota pri oglis¢ih B in C.)

cos =

Za ploscino velja R
papc = 3|@ X b].
Iz

= (3=3)7+ (=6 —6)(—7) + (6+6)k = (0,12,12)

79
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sledi

pape = 1-1(0,12,12) = 1 -12(0,1,1)| = L - 12- VO + 1 + 1 = 6V2.
Ravnina, v kateri lezi trikotnik ABC|, je pravokotna na vektorja @ in b. Njun
vektorski produkt smo izracunali ze v (a). Za normalni vektor lahko vzamemo
n = (0,1,1). Ker na ravnini lezi tocka A (pa tudi tocki B in C'), je njena enacba

O-z+1-y+1-2=0-14+1-141-0, oziroma y-+z=1.

Krajevni vektor tocke X je enak
OX = OA+ LAB = (1,1,0) + 1(6,-3,3) = (3,0, 1),

Ker je R
BC = (3,2,-1) — (7,-2,3) = (—4,4, —-4),

je krajevni vektor Y enak
OY = OA+ AB +3BC = (1,1,0) + (6,—3,3) + 3(—4,4, —4) = (4,1,0).
Tocka S lezi na daljici AY, tako da obstaja taka A > 0, da je

AS = ANAY = AAB+ BY) =A@ + 3BC) = A(@ + 3(—a + b)) = A(3a + 30).

>

Po drugi strani pa lezi S tudi na daljici C'X, tako da za neki p > 0 velja
AS = AC+pCX = b+ p(=b +1a) = Lua + (1 — p)b.

1z

sledi

Potem je
Torej je

Se krajevni vektor tocke S:

0S = OA + AS = (1,1,0) + (6, -3,3) + 1(2,1,—1) = (3,1,0).
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2. naloga [20 tock]
Dani sta kompleksni tevili z1 = 2 4+ 2¢ in 29 = —8 + &i.

(a) Dolocite mnozico vseh kompleksnih Stevil z, za katere velja
Re(z - 2%) = Im(Z - 2),
in jo skicirajte v kompleksni ravnini.
(b) Izracunajte vsa kompleksna Stevila w, ki resijo enacho

2'22
w3: .

21

(a) Najprej izracunamo
=(2+2i) =4+8i — 4 = 8i.

Ce pisemo z = z + yi, dobimo

Re(z-2]) = Im(Z-2)

Re((z +yi) -8i) = Tm((z —yi) - (=8 +8i))

Re(—8y + 8zi1) = Im((—8z+ 8y) + (8= + 8y)i)

—8y = 8r+ 8y
y = —3x
Zgornja enacba torej doloc¢a premico v kompleksni ravnini z enacbo y = —%x.
(b) Koli¢nik je enak
2-29  2-(-8+8i) 2-8(-1+i) _ —1+7 1—i
o 242 2(1+d) 0 144d 1—i
—14+i+i+1 21
S e s s S R ¥}

12412 2
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Torej iScemo resitve enacbe
w® = 8i.

Polarni zapis desne strani je ocitno

81 = 8(cos § +isin 7).

Po formuli so resitve tri, in sicer za k =0, 1,2

5+ 2km g—l—?lm)

+ isin =2 (cos(§ + %%) + isin(f + 7)) .

wy = V/38 (COS
Natancneje
wy = 2 (cos% —i—isin%) = \/g—l—i,
wy = 2(cos%+isin%ﬁ) = —\/§+i,

Wy = 2 (cos 9% + ¢ sin %r) = —21.
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3. naloga [40 tock]

Funkcija f je podana s predpisom

(a)

.733

x?2—1

fz) =

Dolocite njeno naravno definicijsko obmocje in obnasanje f na njegovem robu.
Dolocite Se nicle, ekstreme in prevoje funkcije f ter njene intervale monotonosti,
konveksnosti in konkavnosti. Skicirajte njen graf.

3
Izracunajte [ f(z)dz.
2

Funkcija f je racionalna funkcija, tako da lezita zunaj definicijskega obmocja le
njuna pola +1. Torej je Dy =R\ {—1,1}.

Ocitno je edina ni¢la v x = 0.

Obnas8anje pri £00 nam podaja asimptota, ki jo dobimo z deljenjem:

3 2
rwi(x*—=1) =2 .
Torej
lim f(zr) =—0c0 in lim f(z)= co.
T——00 T—00
Dejansko lahko obnasanje opisemo bolj natan¢no: Graf se priblizuje premici y = x
in v z = 0, ki je edina nic¢la ostanka, edinokrat to premico seka.

Oba pola sta prve (torej lihe) stopnje. Iz limit pri £oo in, ker je edina nicla v 0,
sledi

lm f(5)= o i lim f() =00
ter
il/‘an(x) = —00 in glﬁl\‘lr{f(m) = 00.

Odvod funkcije f je

3z (22— 1) —2% -2z 2t — 32

o=@y “wp

Nicle odvoda so nicle stevca z* — 32? = z%(z* — 3). Imamo torej tri stacionarne
tocke: —+/3, 0 in v/3. Odvod moremo zapisati v obliki f'(z) = (x;”fl)g (2 = 3).
Njegov predznak torej odloca izraz x? — 3:

e Ceje 22> 3, je f'(z) > 0. Torej funkcija na (—oo, —/3) U (v/3, 00) narasca.

e Ceje —3 <z < 3, je odvod negativen (razen pri 0) in funkcija pada.
7 intervali monotonosti moremo klasificirati stacionarne tocke:

o S1(—/3, —%g) je lokalni maksimum,
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e 55(0,0) ni lokalni ekstrem,
o S5(v/3, %5) je lokalni minimum.
Drugi odvod je
(423 — 62) - (22 — 1)% — (2* — 32%) - 2(22 — 1) - 22

f‘ Cr> - Crz _ 1)4
_ (42® —6x)- (2 — 1) — (2' — 32?) - dx
@1y
 (42° — 62° — 42® + 62) — (4a® — 122°)
@1y
2% 46z
T

Edina nicla stevca 2z + 6x = 2z(x? +3) je pri x = 0. Ker je 2°+3 > 0, f” zamenja
predznak v —1, 0 in 1.

o Ce je x < —1, je Stevec negativen in imenovalec pa pozitiven. Ce jepal <
x < 1, je pa ravno obratno. Torej je f na (—oo,—1) U (0, 1) konkavna.

e Ceje —1 < z < 0, sta stevec in imenovalec oba negativna, ¢e > 1, pa oba
pozitivna. Na (—1,0) U (1, 00) je funkcija konveksna.

V S5 ima funkcija torej prevoj. S temi podatki skiciramo graf:

<

-3

-5

N
] e - S-St - - -~ - -

I,
(%]
IS
|
w
|
N
T e S Lt ey gy
R
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(b) Pri izra¢unu integrala si moremo pomagati tudi s formulo za integral ulomka, ¢igar
Stevec je odvod imenovalca:

3 5 3 3 3
T T 1 2z
/mQ—ldx:/(x+x2—1) da::/:cdx+§/x2_1dx:

2 2 2 2

221° 1 ) 5 9 1 5 1,8
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4. naloga [20 tock]

Dan je sistem
r—2y+az = 1
ar + y —az = —3
200 + y + 2z = 8a

(a) Obravnavajte sistem za a =0 in a = —1.

(b) Dolocite, pri katerih vrednosti a sistem nima resitve.

Sistem zapiSemo v obliki razsirjene matrike:

1 -2 a 1
a 1 —al| -3
2a 1 2| 8a

(a) Ce je a =0, imamo

1 =2 0] 1 x -5
0 1 0|=3]. Torejje yl = |—3
0 12 0 2 3
Za a = —1 najprej priStejemo prvo vrstico drugi, njen dvakratnik pa tretji. Nato
odstejemo trikratnik druge vrstice od tretje:
1 =2 —-1| 1 1 -2 —-1| 1 1 -2 =1 1
-1 1 1|-3|~]0 -1 0O0|-2|~1]0 —1 0|-2
-2 1 2|-8 0 -3 0|—-6 0O 0 0 0

V zadnji vrstici imamo tudi na desni 0. Torej je sistem resljiv. Imamo pa dve
nenicelni vrstici in 3 spremenljivke, tako da nastopa v reSitvi en prost parameter.
Splosna resitev
5+«

2 , a e R

«

n e oy
I

(b) Sistem ni resljiv natanko tedaj, ko imamo po izvedbi GauBove metode eliminacije v
kaki vrstici na levi same nicle, na desni pa nenicelno stevilo.

Naprej pomnozimo prvo vrstico z a oz. 2a in jo odstejemo od druge oz. tretje vrstice:

1 =2 a 1 1 -2 a 1
a 1 —a|-3|~1]0 142¢a —a—a*>|-3—a
2a 1 2| 8a 0 1+4a 2—2d? 6a

Za analizo je enostavneje, ¢e na diagonali ne nastopa a. Zato najprej tretjo vrstico
pomnozimo z % in jo odstejemo od druge. Nato drugo pomnozimo z 2(1 + 4a) in jo
odstejemo od tretje:

1 -2 a 1 1 -2 a 1
-~ 10 % —1—-a|-3—-4a |~ |0 % —1—-a|—-3—4a|,
0 1+4a 2-—2a* 6a 0 0 Xa Y,
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pri cemer sta

X, =2-2a*-2(1+44a)(—1 —a) = 2(3a® + 5a + 2)
in

Y, = 6a — 2(1 + 4a)(—3 — 4a) = 2(16a* + 19a + 3).
Sistem torej ni resljiv, ¢e je X, =0in Y, #0. Iz

—5+57—4.3-2 -5+1

3’ +5a+2=0 = =
CL+CL+ (1172 23 6

sledi, da je X, = 0, ¢e je a € {—1,—2}. V tocki (a) smo ugotovili, da sistem za
a = —1 je resljiv. Ker je

g = 2016 (<37 4 19- (-3 +3) = % #0,

za a = —% sistem ni resljiv.
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