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Predgovor

V tej zbirki smo zbrali reSene kolokvije in izpite iz akademskih let 2021/22 in 2022/23
iz predmeta Matematika II, ki ga poslusajo studentje Geodezije in geoinformatike (UN),
Gradbenistva (UN) ter Vodarstva in okoljskega inzenirstva (UN) na Fakulteti za grad-
benistvo in geodezijo Univerze v Ljubljani. Za razliko od Matematike I, ki je v veliki meri
ponovitev srednjesolske matematike, gre pri tem predmetu za povsem novo snov. Upamo,
da bodo te resene naloge skupaj s skicami bralcu v pomoc.

Martin Jesenko, Mojca Premus in Marjeta Skapin Rugelj






1. kolokvij (11. 4. 2022)

1. naloga [20 tock]
Za funkciji

4
ﬁ, g(x,y) = - arcsin(z?® + y* — 2)

fx,y) =

(a) dolocite njuno naravno definicijsko obmocéje in

(b) za vsako narisite nivojnice za vrednosti z = 0, 1, 2.

Funkcija f je definirana povsod, kjer je imenovalec razlicen od ni¢. Izvzeti je treba le pare
(x,y), za katere je e* —y + 1 = 0. Torej je

Dy =R*\ {(z,e" +1): 2 € R}.

Nivojnica za neki z je mnozica tock Ny, = {(x,y) : f(x,y) = z}. Tukaj jih lahko podamo
v obliki grafa, saj se da y izraziti kot funkcijo x:

Yy
e* —y+1
y = 2" —y+1)

(z4+1)y = =z(e"+1)

= Z

= |
Y i Gl
Nivojnice za z = 0, 1,2 so torej podane z
1 2
y=0, y=5("+1), y=3(+1)

Na sliki so obarvane rdece, modro in zeleno, definicijsko obmocje pa oranzno:
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Arkus sinus je definiran na [—1, 1], tako da mora biti
1< +y2-2<1.
Torej je
D, = {(z,y) €R*: 1 < 2% +¢* < 3},

gre pa za kolobar s sredis¢em v izhodis¢u, notranjim polmerom 1 in zunanjim polmerom

V3.

Se nivojnice: Is¢emo pare (z,%), tako da je

— arcsin(z® + 3 — 2) = 2.
m

Sledi
r® +y* = 2 +sin(2T).

Nivojnice so torej kroznice. Pri z = 0 je polmer v/2, pri z = 1 je polmer \/2+ g, pri

2z =2 pa /3. Spet so obarvane rdece, modro in zeleno, definicijsko obmod¢je pa oranzno:




1. kolokvij (11. 4. 2022) 9

2. naloga [25 tock]

Dolocite najvecjo in najmanjso vrednost funkcije
fla,y) = a® — dwy + 4y° + 3

na trikotniku z ogliséi A(—1,—1), B(—1,1) in C(3,1).

Zvezna funkcija na zaprti in omejeni mnozici zagotovo zavzame svoj minimum in maksi-
mum. Ce je odvedljiva, se to lahko zgodi v stacionarnih tockah v notranjosti ali pa v
robnih tockah.

Najprej pois¢imo stacionarne tocke. To so tocke, kjer je gradient enak 0. Torej mora
veljati

(0,0) = grad f(z,y) = (22 — 4y, —4z + 8y + 3y°).

Edina resitev je x = y = 0. Tocka (0,0) je v notranjosti trikotnika, torej je prvi kandidat:

f£(0,0) =0

Sedaj pa obravnavajmo Se rob.

O Stranica AB:
Za parameter lahko vzamemo kar y-koordinato. Torej opazujemo funkcijo

gap(t) = f(=1,t) =1+ 4t + 42+ 3, t € (—1,1).

Nicli odvoda ¢ 5(t) = 4 + 8t + 3t? sta t;5 = _8iv28.23_4'3'4 = =2V intervalu lezi le
t= —%. Drugi kandidat je

FL=2) = gap(-D) = 144 (D) +4 (2P + (-2 =%

® Stranica BC:
Tukaj je parameter koordinata x, funkcija pa

gpc(t) = f(t,1) =t* —4t +5, t € (—1,3).

1z gga(t) = 2t — 4 sledi, da ima edino stacionarno tocko pri ¢ = 2, torej znotraj intervala.
Naslednji kandidat je tako

f2,1) =gpc(2) =22 —4-24+5=1
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® Stranica AC"
Ta stranica lezi na premici y = ’“"T_l Zato obravnavamo funckijo

: : / _3(t—1)2 . .y . .. .
Njen odvod je gpo(t) = =5 2z edino niclo ¢t = 1. Torej imamo Se

f(1,0) = gac(1) =1

Ekstremi pa lahko nastopijo tudi v ogliscih:

f(=1,-1)=0 f(=1,1) =10 F(3,1) =2

Torej je najmanjsa vrednost —2%, dosezena v tocki (—1, —%), najvecja pa 10, in sicer v

tocki B.



1. kolokvij (11. 4. 2022) 11

3. naloga [30 tock]

Dana je funkcija
FR=R, flay) = (2*—8)e"™

(a) Dolocite in klasificirajte njene lokalne ekstreme.

(b) Zapisite njen Taylorjev polinom drugega reda okoli tocke (0, 0).

(a) Lokalni ekstremi lahko nastopijo le v stacionarnih toc¢kah, torej tam, kjer je gradient
enak 0. Prva parcialna odvoda sta

Ker je e ¥ > 0, iz g—ﬁ(:c,y) = 0 sledi
0=a?+22 8= (v+4)(v—2).

Torej je x = —4 ali x = 2.
Zato iz g—i(a:, y) = 0 nujno sledi y = 0.

Tako imamo stacionarni tocki (—4,0) in (2,0). Za dolocitev tipa lokalnih ekstremov
potrebujemo Hessejevo matriko. Drugi parcialni odvodi so

2

S, y) = Qe +2) ¢V + (@ +20-8)- " 1= (2" + 42 —6)- "
)= (2 4+ 22 —8) - ety (—2y)

21 (g
ayoz L Y
ng _ 2 z—y2 x—1y? _ 2 2\ r—y
oz (@ y) = =202 =8)(1 - " +y-e"¥ - (=2y)) = —2(2" = 8)(1 — 2y°)e
V tocki (—4,0) je ,
—6e™ 0

Determinanta je (—6e™*) - (—16e™*) — 0 = 96e~® > 0, torej gre za ekstrem. Ker je
—6e1 < 0, je v (—4,0) lokalni maksimum. (Argumentiramo lahko tudi z lastnimi
vrednostmi.)

V tocki (2,0) pa imamo
(N0 =% o
’ 0 8|’
Determinanta je 48¢* > 0. Tokrat je v (2,0) lokalni minimum, saj je 6e? > 0.
(b) Taylorjev polinom drugega reda okoli tocke (0,0) je
(To,0)f) (ks k) = £(0,0) + 5£(0,0)h + 5L(0,0)k+
+ 3( 50,002 + 2.2L(0,0)hk + Z4(0,0)k? ).

Oyox
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1z

sledi
T3 (h, k) = —8 — 8h — 3h* + 8k,
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4. naloga [25 tock]

Izracunajte dvojni integral

/ / zty drdy,
D

kjer je integracijsko obmocje D doloceno z dvema premicama in kroznico, kot je narisano
na skici.

Y
1
AL
Premici imata enachi y =  + 1 in y = —x + 1, kroznica pa 2 + y? = 1. Ce je zunanji
integral po spremenljivki z, potem dobimo moramo razdeliti integracijsko obmocje na
dva dela: levo in desno od osi y. Spodnja meja za notranji integral je v obeh primerih

dolo¢ena s kroznico, in sicer velja y? = 1 — 22, oziroma y = —v/1 — 22, saj lezi na spodnji
veji. Tako dobimo

0 x+1 1 —z+1
// ly dedy = /dx / zty dy+/dx / zhy dy
D Y 0 it

27 y=z+1 27y=—2+1
zt dx [y_] + /334 dx [y_]
2 v 2 lyevie?
1

) g

2 2
-1 0
0 1
= /:1:4(352 + ) dx+/x4($2 — ) dx
e 0
0 1
= /(:U6+x5) dx+/(x6—:1:5) dx
e 0
g7 287770 27 2877
- [Fes] sl
o (i) (2-1) 0
B 7 6 7 6
2 2
7 6
1
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2. kolokvij (6. 6. 2022)

1. naloga [20 tock]

Izra¢unajte maso telesa

G={(z,y,2) R’ | &” +y* + 2° < 22, 2 < \/3(a2 + ?)},

¢e je gostota v vsaki tocki sorazmerna oddaljenosti od ravnine z = 0.

Ker velja
P2 = P2y (-1)72<1,

prva neenacba dolo¢a kroglo s polmerom 1 in srediséem (0,0, 1). Od nje vzamemo le del,
ki lezi pod plaséem stozca z enacbo z = /3(z2 + y?):

Masa telesa G je

m:///p(:v,y,z) dz dy dz.

Gostota je v nasem primeru enaka p(z,y,z) = k|z|. (V tockah iz G je z > 0, tako da
smemo absolutno vrednost izpustiti.)

15
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Uporabimo sferne koordinate (7, ¢, 9). Plas¢ valja oklepa z zy-ravnino kot arctan v/3 = z.
Za posamezno ¢ imamo 7 € [0, 2sin]. Torej je

2 % 2sin
m = /dgp/dﬁ / krsind - r?cosd dr
0 0 0
2m % 7”4 r=2sin ¢
= /c/d@/sim?cosﬁ1 dv [—}
4 r=0
0 0
27 %
= k/d(p/4sin519cosz9 dd (t =sin?, dt = cos? di})
0 0
27 @
= k:/d¢/4t5 dt
0 0
2
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2. naloga [25 tock]

Krivulja X je dana kot presek ravnine x + 3 = 1 in ploskve z enacbo z = 1 — 22 — y2.

(a)
(b)

Parametrizirajte dano krivuljo.

Izracunajte fleksijsko ukrivljenost in poiscite tocko, v kateri je le-ta najvecja.

(¢) V tocki T’ (%, %, %) zapiSite enacbo pritisnjene kroznice na krivuljo X.

(a)

(b)

Za parameter lahko vzamemo kar x = ¢, saj potem iz prve enacbe sledi y =1 —1 in
iz druge 2 =1 —t? — (1 — t)?. Torej

p(t) = (t,1 —t,2t —2t?), tcR.

_ P@)xp@)

Po formuli je x(t) = FOP Zato izracunamo

p(t)=(1,-1,2—4t), p(t)=(0,0,—4)

in R
() xp(t)=|1 —1 2—4t| =(4,4,0).
0 0 —4

Fleksijska ukrivljenost je v poljubni tocki enaka

D(t) x p(1)] 42

K(t) = = 3
ol VI+1+(2—4t)?

Ker je stevec tega ulomka v vseh tockah enak, je fleksijska ukrivljenost najvecja
tam, kjer je imenovalec najmanjsi, torej tam, kjer je 1 + 1 + (2 — 4¢)? minimalna.

Zadnji seStevanec je najmanjsi, ko je t = % Torej je fleksijska ukrivljenost najvecja
111

v tocki (3,5, 5) in je tam enaka

w(1) = |p(§l>i P _ 4\/3 _
PP V2

Sredisce pritisnjene kroznice lezi v smeri normale na krivuljo. Najprej izracunamo

in
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Polmer je R(3) = —

= % Sredisce ima tako krajevni vektor

w(3)

Fo= (450 +REONG) = (4,

Pritisnjeno kroznico podaja formula

N [—

,0).

N[

7(p) = To+ Reosp T+ Rsing N, ¢ € [0,2n].

V naSem primeru torej

T(p) = (% + ﬁcosgp, % — ﬁcosgo,—%singo), v € [0, 27].

Na sliki sta prikazani obe ploskvi in iskana pritisnjena kroznica.
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3. naloga [20 tock]

Izracunajte z-koordinato geometrijskega sredisca ploskve

P={(z,y,2) ER®| 2=3— /a2 + 92,1 <z <2}.

Nasa ploskev je podana eksplicitno, namre¢ z = 3 — y/x? + 2, in lahko uporabimo to
parametrizacijo. Iz

1<3— V24 y? <2 <= 1< 2+ y?<2

sledi, da morajo pari (z,y) lezati v kolobarju K s sredis¢em v izhodis¢u in polmeroma 1
in 2. Za eksplicitno podane ploskve je

dS = /1+p?+q¢* dx dy,

pri cemer sta
0z x 0z Yy

p=—=——F+—— iIn g=—=——+——.
Ox Va2 + 2 oy /22 + 42

Torej je dS = /2 dz dy. Povrsina ploskve P je

S(fp)://msz//\/édxdy:\/§S<K>:\/§n(22—12>:3\/§7r.

Nadalje je
//zdS = /(3—\/:v2+y2)\/§dxdy
P K
2w 2
= V2 [de [(3—7r)rdr
0 1
2m
Pz 3
= V2 |[dp|— — —
\/_ i 2 3 :|7'—1
0
13
= V221 =,
6
Torej je
1372 13
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4. naloga [35 tock]
Direktno in z uporabo Stokesovega izreka izracunajte

%dex—k(x—l—z)dy—kzdz,

-

X

kjer je krivulja X presek ploskev z = 22 in 2% + 2 = 4, orientirana v smeri nasprotni
vrtenju urinega kazalca, ¢e jo gledamo iz tocke T'(0, 0, 10).

Vektorsko polje, ki ga integriramo, je

F(z,y,2) = (2y,x + z, 2).

Ker se koordinata z izraza s koordinato z, lahko najprej parametriziramo (x, y) kot tocke
na kroznici in nato izracunamo z. Tako dobimo parametrizacijo

7(t) = (2cost,2sint, 4cos*t), t € [0,2n).

Tudi orientacija je ustrezna. Za izracun krivuljnega integrala potrebujemo
F(T(t)) = (4sint,2cost + 4 cost, 4 cos? t)

in
7(t) = (—2sint, 2 cost, 8 cost(—sint)).



2. kolokvij (6. 6. 2022) 21

Potem je

2w 2m
7{? -ds = /ﬁ(?(t}) T (t) dt = /(—8 sin®t + 4 cos®t + 8cos’t — 32cos’ tsint) dt.

% 0

2w 2

Z uporabo dvojnih kotov ali funkcije beta dobimo [ sin*t dt = [ cos®t dt = , preostala
0 0

dva sta pa 0. Torej je

%ﬁ-d§:—87r+47r+0+0:—47r.

i

X

Ker je X sklenjena, lahko uporabimo Stokesov izrek. Najprej je

B o T 7k
rot F(z,y,z) =V x F(x,y,z) = % a% % =(-1,0,-1).
20 x4z =z

Za ploskev P lahko vzamemo del ploskve z = x? nad krogom D = {(z,y) : 2% + y* < 4}.
Ker je podana eksplicitno, je

ds = —(p,q,—1) dz dy = —(2x,0, —1) dz dy.

Integrirati moramo po zgornji strani ploskve, da se orientacija ploskve ujema z orientacijo
krivulje. Zato mora biti zadnja koordinata normale pozitivna, kar smo dosegli z minusom.
Po Stokesovem izreku je

fF ds—//rotF ds = // 2x01)dxdy—//2x—1 dx dy.

Za ta integral uporabimo polarne koordinate ali pa opazimo, da je xz-koordinata tezisca
tega kroga enaka 0 in je zato

/ / (20 — 1) dz dy = 2204:S(D) — S(D) = —4n.
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1. izpit (22. 6. 2022)

1. naloga [25 tock]
Poiscite globalne ekstreme funkcije f(z,y) = 2* + y? — 2x + 2y na polkrogu

K={(z,y) e R*:2* +y* <4, y <0}

Zvezna funkcija na zaprti in omejeni mnozici zagotovo zavzame svoj minimum in maksi-
mum. Ce je odvedljiva, se to lahko zgodi v stacionarnih tockah v notranjosti ali pa v
robnih tockah.

Zato najprej pois¢imo stacionarne tocke, to je tocke, kjer je gradient enak 0. Torej mora
veljati
(0,0) = grad f(z,y) = (2x — 2,2y + 2).

Edina resitev je z = 1 in y = —1. Tocka (1,—1) lezi v notranjosti polkroga, saj je
12+ (—1)* = 2 < 4, torej je prvi kandidat:

F,-1) =2

Sedaj pa obravnavajmo Se rob.

O Premer:
Za parameter lahko vzamemo kar z-koordinato. Torej opazujemo funkcijo

gp(t) = f(t,0) =t* —2t, te(-2,2)

Edina nicla odvoda g,(t) =2t —2 je t=1, ki lezi znotraj intervala. Drugi kandidat je

JIL0) =g () =1-2=1.

23
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@ Krozni lok:
Spodnjo polovico kroznice parametriziramo s kotom, funkcija pa je

gri(t) = f(2cost,2sint) =
=4cos’t —4cost +4sin*t +4sint =4 — 4cost +4sint, t€ (m,2m).

Iz g),(t) = 4sint + 4cost sledi, da mora t zadoscati sint 4+ cost = 0, kar iz danega
intervala izpolnjuje t = %T. Naslednji kandidat je tako

FV2,V2) = gu(Tm) =4 —4- 2 1 4. (—L2) = 4(1 — V2).

Ekstremi pa lahko nastopijo tudi v tockah A in B:

f(—=2,0)=(-2)*-2-(-2) =38 f(2,0)=22-2.2=0

Torej je najmanjsa vrednost —2, dosezena v tocki (1, —1), najvecja pa 8, in sicer v tocki
<_27 0)
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2. naloga [25 tock]

Naj bo -1 2 1 2 2 2
Iz/da: / f(a;,y)dy—ir/dx/f(x,y)dy—l—/dx/f(a:,y)dy.
—4 J=z -1 1 1 T

(a) Narisite skico integracijskega obmocja in zamenjajte vrstni red integracije.

(b) Izracunajte I, e je f(z,y) = ev.

(a) Integracijsko obmocje prvega integrala vsebuje tocke (z,y), pri cemer je x € [—4, —1]
iny € [V—z,2]. Pri drugem integralu imamo pravokotnik [—1,1] x [1,2]. Nato
imamo Se trikotnik, dolocen z x € [1,2] in y € [z, 2].

Ce vrstni red zamenjamo, je zunanja integracija po y. Kot vidimo, lahko vse
zapiSemo z enim integralom. Za vsak y € [1,2] imamo vse x med krivuljo y = /—x,
torej ¥ = —y?, in premico y = x. Torej

Y

fzjdy/f(x,y) d.

_y2

(b) Za konkretno funkcijo je najprej

2
I:/dy
1

Dobljeni integral izra¢unamo po delih, pri ¢emer je u = y, dv = (e — e™¥) dy,
du = dy, v = ey + e Y. Dobimo

dr =

< |8

(&

dy [yev] ™ = 2 ) d
y[yey]z:_yZ_/y(e—e ) dy.
1

—
)—‘\w

2

<

I = Dley+e )= [ (evse) dy

1
— —2 -1 2 -
= 22e+e ) —(e+e )—[e%—ey}l
= 3e+2 - —(2e—e?)+(s—€)

%e +3e72 -2

2
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3. naloga [35 tock]

Dano je vektorsko polje
Z?(a:, y,2) = (2ry, 2° — 2° + 2y, —2yz).
(a) Izracunajte njegovo divergenco in rotor.
(b) Ali je F potencialno polje? Ce je, poiséite njegov potencial.

(c) Izracunajte [[ F - dS po zgornji strani polovice sfere
7

P={(r,y,2) ER*:2® +dz+¢y* —2y+2°+1=0,2 > 0}.

(d) Izracunajte [ F-ds.
P

(a) Po definiciji je divergenca enaka

divfzﬁ-ﬁ:(a 0 9. (2qy,x* — 22 + 2y, —2uyz) =2y +2 — 2y = 2,

Bz’ By’ 0z
rotor pa
7 7 k
rot F=VxF=|2 5 2 | =

2y x? — 22+ 2y —2yz
=(—2z—(-22),0— 0,22z — 2z) = (0,0,0).

(b) Ker je definicijsko obmocje polja T cel R3, ki je enostavno povezana mnozica, iz
rot F' = 0 sledi, da je polje F' potencialno. Za potencial u velja

—

gradu = F.

Iz enakosti prvih koordinat dobimo:

ou
ap = 2oy = ulz,y,z) = /Qxy dr + f(y, z) = *y + f(y, 2).
Ta nastavek vstavimo v enac¢hbo za drugo koordinato
0
g 2% — 2% + 2,
dy

kar nam da:
s  Of 2 2 2 2 | 2
x +3—y(y,Z) =" =2 +2 = f(y.2)= [(=2"+2y) dy = —yz" +y +9(2).
Na koncu vstavimo u(z, y, z) = 2%y — y2z* + y* + g(z) e v tretjo enacho:

%
0z

En potencial je torej

=-2yz = 2uyz+7(2)=-2yz = ¢(2) =0 = g(z) = konst.

u(z,y,z) = 1’y —yz* + ¢
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1. izpit (22. 6. 2022)
(c) Ker velja
a4+t -2+ 224 1=0 <= (2422 +(@y—1)72+22=4,

je P zgornja polovica sfere s srediscem v (—2,1,0) in polmerom 2. Opazimo, da je
div F' = 2 zelo preprosta, tako da se splaca uporabiti Gaulov izrek. Ploskev P ni

sklenjena, zato ji spodaj dodamo krog

K= {(2,y,0) €R¥: (z +2)* + (y — 1)* < 4}.

Oznacimo z 'V polkroglo, ki jo dolo¢a ploskev P U K. Potem je

//F-d§+//ﬁ-d§:///divﬁdxdydz.
¢ v

P X

Iz divF =2 sledi, da je

= 1 728
///didexdydz:///2d:cdydz:2V(V):Q-awg —%ﬂ.
v v

Pri krogu K moramo integrirati po spodnji strani. Enotsko normalo prepoznamo

brez rac¢una, namre¢ n = (0,0, —1). Dobimo

//ﬁd?://?-(o,o,—n dS://QyzdS:O,
% X X

saj je koordinata z na celotnem X enaka 0. Tako je
< 8 8T

//ﬁ-d?:///divﬁdxdydz—//ﬁ-ds 5 0=
P v x
(d) Krivulja 0P je sklenjena (kroznica), polje ia pa potencialno, zato je

/F-d?:o.

—

oP
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4. naloga [15 tock]
Resite zacetni problem y' + £ = e*, y(1) = 2.

Enacba je linearna, tako da najprej resimo pripadajoc¢o homogeno enacho

Y

y+==0.
x
Le-ta ima loc¢ljive spremenljivke:
I Y
@y _ _y
dx T
/ i dy = / —% dz
Iny = —lnz+InC
y = ¢

Resitev nehomogene enacbe dobimo z variacijo konstante, t. j. z nastavkom

C(z
y="
Sledi
yl + % — e*
C (x)iQ—C(x) + C’w(;c) — 7
C'(x) = wze®

S pomocjo integracije po delih sledi
C(m):/xex dx:a:e‘”—/e’“" dr = ze® — e + D,

pri ¢emer je D € R poljuben. Splosna resitev je tako

— ze?—e"+D
Y= - .

Ker mora veljati
2=y(l)=e—e+ D,

je D = 2. Torej
ret —e¥ + 2

T

y(r) =



2. izpit (6. 7. 2022)

1. naloga [25 tock]
Naj bo f(z,y) = gt

(a) Skicirajte definicijsko obmocéje funkcije f in nivojnice za vrednosti z = —1,0, 1, 2.
(b) Ali ima f kak lokalni ekstrem? Ce ga ima, dolocite v njem e vrednost funkcije.

)
)

(c) Poiscite Taylorjev polinom 1. reda v okolici tocke (2,1).
)

(d) Zapisite enacbo tangentne ravnine na graf dane funkcije v tocki (2, 1).

(a) Edina omejitev, ki sledi iz predpisa, je, da  +y # 0. Torej je

Dy =R*\ {(z,—z) : z € R}.

Nivojnice za posamezno vrednost nam da enacba z = f(z,y) = ﬁ
e 2z = —1: Dobimo xier = —1. Torej gre za premico y = —2z.

e > = (0: Tukaj oc¢itno dobimo ordinantno os z = 0.
e 2 =11z a:xTy = 1 sledi y = 0, torej za absicno os.

T

_ |
Z+y—2ahy——§m.

e > = 2: Spet dobimo premico, saj imamo

(Pri vseh nivojnicah je treba izvzeti izhodisce, saj ni v definicijskem obmocju.)

Na sliki so nivojnice obarvane rdece, zeleno, temno modro in svetlo modro, defini-
cijsko obmoéje pa oranzno (vse razen bele ¢rte):

29
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(b) V lokalnem ekstremu je gradient enak nicelnemu vektorju:

o 1-(x+y)—x-1
0 = Fzy) = ((wf-/;)Q = Ghp

o) 1 T
0 = Gy = (—5hHp) = —ahp

Iz prve enacbe sledi y = 0, iz druge pa x = 0. Vendar pa v izhodiscu funkcija ni
definirana. Torej f nima nobenega lokalnega ekstrema.

Za Taylorjev polinom 1. reda potrebujemo vrednost funkcije in njenih parcialnih
odvodov prvega reda v tocki (2,1):

f2,1) = 3
221 5
of _ 2
(21 = =5
Tako je
(T ) (h, k) = F(2,0) + (@2 1)h+ 22, 1)k = 2 + §h — 2k.
Graf funkcije je ploskev, eksplicitno podana z enacbo z = f(x,y) = mey Nor-

malo nanjo (oziroma na njeno tangentno ravnino) lahko dobimo po formuli n =
(g—i, %, —1). V tocki (2,1) je (ena) normala tako
ﬁ(2,1) = (%7 —%7 —1)-

Enacba tangentne ravnine je torej

ali
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2. naloga [25 tock]

Krivulji X in £ sta dani s parametrizacijama
K:p(t) = (2tcost,2tsint, +t%), t e R in L:7(t) = (t,1,8%), t € R
(a) Dolocite, pod katerim kotom se sekata.

(b) Izracunajte dolzino krivulje X med ravninama z = 3 in z =

®|©

(a) Najprej moramo dolo¢iti vsa presecisca krivulj X in £. Za njune skupne tocke velja
p(t) =7 (u), torej (2tcost,2tsint,st?) = (u,u,u’).

Iz enakosti zadnjih koordinat sledi v = %St. Veljati mora Se

7
2tcost:%t in 2tsint:%t.

Ena resitev je ocitno t = 0. Ce pa t # 0, pa mora veljati

cost = In sint =

Tak ¢ pa ne obstaja. Torej se krivulji sekata v tocki p(0) = 7(0) = (0,0,0).
Kot med krivuljama je kot med njunima tangentama. Iz
P(t) = (2cost — 2tsint,2sint + 2t cost, t?) in 7 (u) = (1,1, 3u?)
dobimo tangentni smeri v preseciscu:
P2(0)=(2,0,0) in 7(0)=(1,1,0).
Iz

t1
(b) Dolzina krivulje med totkama, ki ustrezata parametroma to in ¢y, je £ = [ |p(¢)] dt.
to
Koordinata z je bijektivna funkcija parametra ¢, torej K seka vsako ravnino z =

konst natanko enkrat. Konkretno:

143 1 : 3
§t0:§:>t0:1 m tlz

®|©

1 _ 3
3 :>t1—§.

Za izracun dolzine potrebujemo Se
1P(t))? = (2cost — 2tsint)? + (2sint 4 2t cost)? + (t2)?
= 4cos’t — Stcostsint + 4t?sin®t + 4sin®t + 8tsint cost + 4t* cos® t + t*
= 4(cos®t +sin®t) + 4t*(cos® t + sin t) + ¢*
=44 442 + ¢4
= (2+ %)%
Iskana dolzina je torej

3
2

e~ [wla= [ereya=(2e5] =D -@rh -5
1 1
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3. naloga [35 tock]
Izracunajte pretok vektorskega polja Z?(x, y,2) = (y,0, z 4+ 3) skozi rob telesa

G={(z,y,2) |2 +y* <4, y—2<2<0},

orientiranega z zunanjimi normalami, direktno in z uporabo Gaussovega izreka.

Telo G je del neskonc¢nega valja s polmerom 2, katerega simetrijska os je os z, med rav-
ninama z = y — 2 in z = 0. Njegov rob razdelimo na tri dele: P; naj bo del na ravnini
z =0, Py del na ravnini z = y — 2, P53 pa preostanek, ki lezi na plascu valja.

Na Py je enotska zunanja normala ocitno n = (0,0, 1). Zato je

//ﬁd?://(y,(),z—i—?))-(0,0,1) dS://(z+3)dS://3dS:3-7r-22:127r,
P,y P1 P P

pri ¢emer smo upostevali e, da na P; velja z = 0 in da je P; krog s polmerom 2.

Ploskev P5 je podana eksplicitno:
z=y—2, (z,y) € K, Xkjerje K krog z? + y* < 4.

Zato lahko uporabimo formulo

//F a5 = //( (¥ —2)+3) - (p,g,—1) dx dy.

Predznak zadnje koordinate ustreza orientaciji in p = 5= = 0, torej

//ﬁ-d?z//—(y%—l)dxdy:—//ydxdy—//ldxdy:O—W-Zz
3, K K K

Uporabili smo dejstvo, da je y-koordinata tezisca kroga K enaka 0, njegov polmer pa 2.
Ploskev P3 pa parametriziramo z

—A4r.

Do, 2) = (2cosp,2sinp,2), ¢ €0,2r], 0>2z>2sing— 2.
Parcialna odvoda sta

%z(—Qsin@,Zcomp,O) in 6—p—(001)

Njun vektorski produkt

gg X %p = (2cos p,2sin ¢, 0)

ima pravo smer, tako da integriramo funkcijo

F(p(p,2)) - (% X %) = (2sin¢, 0,z + 3) - (2cos ¢, 2sin ¢, 0) = 4 cos psin p.
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Tako je
27 0 2m
//ﬁ-d?z/dgo / 4coscpsin<pdz:/4cosgpsingo(2—28in<p) dp = 0.
§3 0 2sin p—2 0

(To dobimo z uvedbo nove spremenljivke ali uporabo formul s funkcijo beta.)
Torej je

//m@://f.dm//ﬁdm/ﬁ.d@:12W_47r+ozgw.
3G P, Py Py

Isti integral lahko izra¢unamo tudi z Gauflovim izrekom, saj velja

//F-d?:///divﬁdxdydz.
G G

Po definiciji je divergenca enaka

—_

divF =V -F=(Z 2.2) (40:+3)=0+0+1=1

Torej moramo v bistvu izra¢unati prostornino telesa GG. Podobno kot pri Py lahko upo-
rabimo, da poznamo ploscino in tezisce kroga K in dobimo Se na drug nacin

0
///divfdxdydz:// dxdy/dz://(2—y)dxdy:2-7r-22+0:87r.
G K y—2 K
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4. naloga [15 tock]

Poiscite splosno resitev diferencialnih enacb
y' 4y =5y =0

in
y" — 4y’ + 5y = 0.

V obeh primerih imamo opravka s homogeno linearno diferencialno enacbo drugega reda s
konstantnimi koeficienti. Za dolocitev splosne resitve potrebujemo nicle karakteristicnega
polinoma.

Za prvo enacbo imamo

0=M—4r—5=A=5)(A+1).

Splosna resitev je
y=Ae’ 4+ Be™®, A /BcR.

Za drugo enacbo pa dobimo
N —4X+5=0.

Nicéli sta

=2x£u.

—(—4) £ (D2 —4-1-5 4+—d 4+2i
M2 = 2.1 I T

Ker sta kompleksni, je splosna resitev

y = Ae** cosx + Be*sinz, A,B € R.



3. izpit (31. 8. 2022)

1. naloga [25 tock]

23

Poiscite in klasificirajte stacionarne tocke funkcije f(z,y) = % + % —z + 92

Stacionarne tocke so tocke, kjer je gradient enak 0. V njih torej velja

=Wz y)=a?—1=(z—1D(x+1)
0=z, y) =" +2y = y(y +2)
Iz prve enacbe sledi, da mora biti z € {—1, 1}, iz druge pa y € {—2,0}. Stacionarne tocke
so torej Stiri:
(_17_2>7 (_170>7 (17_2>7 (]‘70)

Za Kklasifikacijo stacionarnih tock potrebujemo Hessejevo matriko. Drugi parcialni odvodi
SO

2
L(w,y) =22
82
aygx (xa y) =0
o2 f

V tocki (—1, —2) je
-2 0
s(ni-1-2= 3 5
Determinanta je (—2) - (—2) — 0 =4 > 0, torej gre za lokalni ekstrem. Ker je —2 < 0, je

v (=1, —2) lokalni maksimum.

V tockah (—1,0) in (1, —2) funkcija f nima lokalnega ekstrema, saj imata Hessejevi ma-
triki
-2 0 ) 2 0
w(n-10= [ o] s[5 Y

determinanto enako (—2) -2 —-0= —4 < 0.
V tocki (1,0) je

H(HLo =7 5.

Determinanta 2 -2 — 0 = 4 je pozitivna. Iz 2 > 0 sledi, da je v (1,0) lokalni minimum.
(Argumentiramo lahko tudi z lastnimi vrednostmi. Tu gre Se posebej hitro, saj so vse
stiri Hessejeve matrike diagonalne.)

35
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2. naloga [25 tock]

Izracunajte maso telesa G, ki ga omejujejo ploskve 22 = 2y, z = 0 in y + z = 1, ¢e je
gostota enaka p(z,y,z) = y.

Ploskev 2% = 2y je pokon¢na paraboli¢na ploskev, ostali dve sta pa ravnini (os x je rdeca):

V prvem koraku tako trojni integral zapiSemo z dvojnim in enojnim, pri ¢emer je P
projekcija telesa G na ravnino xy. Dobimo

m:/!/p(x,y,z)d:):dydz:l/dxdyo/ydz:l/y(l—y)d:z:dy.
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Iz skice lika P razberemo integracijske meje za dvojni integral in dobimo

m=//y(1—y) dxdy:/ldy f(y—yz) d$=/12\/2_y(y—y2) dy
P o 0

0

52 121t 2 2\ 82
:2\/5/(y3/2—y5/2)dyzZﬁ{yT—y—} :Nﬁ(———):%.
0
0
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3. naloga [35 tock]

Podano je obmocje D = {(x,y) € R* 2*> — 2z + y*> < 0,y < 0}. Direktno in z uporabo
Greenovega izreka izracunajte

]:f(x—i—l)dx—l-xydy,

—

X

kjer je X pozitivno orientiran rob obmocja D.

Funkcija, ki jo moramo integrirati, je f’(m, y) = (z+ 1, zy).

Iz

2 =2+ <0
B} -2+ 14+9y* <1
(-1 +y* <1

D sledi, da prvi pogoj doloca
krog s sredis¢em (1,0) in pol-
merom 1. Obmocje D je torej

K njegova spodnja polovica.

Njegov rob K razdelimo na krozni lok iTCl, ki je orientiran v nasprotni smeri urinega
kazalca, in na daljico K, ki je orientirana od desne proti levi.
Obicajna parametrizacija kroznega loka je

P1(t) = (1 + cost,sint), t € [, 27].

Potem je
D.(t) = (—sint, cost)
in
F(p1(t) - P1(t) = (1 + cost) + 1, (1 + cost) sint) - (— sint, cost)
= (2 + cost,sint + sintcost) - (—sint, cost)

—2sint — sintcost + sint cost + sin t cos? ¢

—2¢int + sint cos® .

Tako dobimo

2 2m
/(x—{— 1) dx + zy dy = /F(ﬁl(t))ﬁl(t) dt = /(—QSint—FSthCOSQt) dt =
il ™ T

= [2cost —dcos®t] T =(2-1-1.13) — (2. (-1) = L - (-1)*) = 10,
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(Drugi integral dobimo z novo spremeljivko u = cost.)
Za daljico Xy vzamemo najbolj preprosto parametrizacijo

Dpa2(t) = (¢,0), t €][0,2].
Ker je orientacija napac¢na, bomo dali pred integral predznak minus. Tu imamo
Do(t) = (1,0) in F(Pa(t)) - Polt) = (t+1,0)- (1,0) =t + 1.

Sledi

2
/(;c+1) d:z:+xydy:—/(t+1) dt:—[%t2+t]§:—(2+2)+():—4.
3 0

Ko

Posledicno je

win

II/(aH—l)d:c—i-:cydy:%—zL:_

—

X

[zracunajmo I Se z Greenovo formulo, ki pravi, da je

¢e ozna¢imo F’(x,y) = (P(z,y),Q(z,y)). Ker je

2(r,y) =Ly =y—-0=y,
je
2 0 2
[: d d — d d — d ﬁ y:0 _
Yy ar ay x Yy ay T |5 T
D 0 _\or—z2 0
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4. naloga [15 tock]
Resite zacetni problem ¢/ + 2zy = z2e™*", y(0) = 3.

Gre za nehomogeno linearno enacbo prvega reda.

Zato najprej resimo pripadajoc¢o homogeno enacho
y +2xy = 0.

Le-ta ima locljive spremenljivke in jo resimo po pripadajoc¢i metodi:

Y +2xy = 0
y = 2wy
j—i = 2y
/d—; = /—Qx dz
lny = —2°+InC
y = Ce ™™

Za nehomogeno enacbo nastavek z variacijo konstante

y=C(z)e "
vstavimo v enac¢bo in dobimo
Yy +2xy = e
C'(2)e™ + Clx)e=(=2x) 4 22Ctye © = aPe ™
C'(x) = 2*
C(z) = 22°+D

Splosna resitev je tako

Upostevamo Se zacetni pogoj:

Iskana resitev je torej



1. kolokvij (17. 4. 2023)

1. naloga [25 tock]

Dana je funkcija f(z,y) = zln yz__Zl
(a) Dolocite njeno naravno definicijsko obmocje in ga skicirajte.
(b) Poiscite in skicirajte mnozico nicel funkcije f.

(¢) S pomocjo diferenciala ocenite vrednost f(0.99,2.03).

(a) V predpisu prepoznamo dve omejitvi:

y—1#0 in 2 5.

y—1

Ce je z = 0, je ulomek enak 0. V nasprotnem pa je §tevec pozitiven, zato mora biti
imenovalec tudi tak. Tako dobimo

r#0 in y>1

oziroma

Dy = R\ {0}) x (1,00).

(b) Nicle resijo enacbo

2
xIn % = 0.
Ker = ne sme biti enak 0, mora biti drugi
faktor enak 0, torej

oziroma y =1+ 2%

Mnozica nicel torej lezi na paraboli, ven-
dar tocka A ni nicla, saj ni v definicijskem
obmocju.

41
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(¢) Za priblizno vrednost, ocenjeno s pomocjo diferenciala, velja
F+h2+k) ~ f(1,2) + 55(1,2) h+ %L(1,2) k.

Zato dolo¢imo najprej

%zlnyx%—l—z yx—gl-%:ln%+2
w5 (o) = =5
in
f1,2) =0, £(1,2)=2, %(1,2)=-1.
Sledi

£(0.99,2.03) = £(1—0.01,2+0.03) = 0 + 2 (—0.01) — 1 - 0.03 = —0.05.
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2. naloga [25 tock]

Poiscite tocke na elipsi
522 — 6y + 5y = 1,

ki so od izhodisca najbolj oz. najmanj oddaljene. Izracunajte Se najvecjo in najmanjso
razdaljo.

Naloge se lotimo kot iskanje vezanega ekstrema. Funkcija, katere ekstreme is¢emo, je
razdalja do izhodisca. Ekvivalentno je, ¢e obravnavamo njen kvadrat

fla,y) = 2%+ 47

Vez pa doloca funkcija
g(x,y) = ba* — 6zy + 5y° — 1.

Langrangeeva funkcija je
F(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) = 2* +y* + A(52® — 6y + 5y* — 1).
Kandidati za vezane ekstreme so njene stacionarne tocke, torej resitve sistema

0 =922 = 22 4+ \(10z — 6y)

ox
0:3—5:2y+A(—6x+10y)
02%—1;25332—6333/—1—5?/2—1

Ce sestejemo prvi dve enacbi, dobimo

0=2x+4 v+ 4 y + 2y = (2 +4)\)(z + ).

)\:—% ali y=—x.
o Ceje = —%, se prva enacha glasi
0 =2z — 3(10x — 6y) = —3z + 3y,
torej y = . Ce to vstavimo v zadnjo enacbo, dobimo
0=52%—6zy +5y°> — 1 = 1022 — 622 — 1 = 42 — 1.
Torej je x =y = :I:%.
e Ce je pa y = —z, pa nam zadnja enacba da

0 =522 — 62y + 5y> — 1 = 102% + 622 — 1 = 1622 — 1.

Sledi z = —y = :I:}l.
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Dobili smo §tiri mozne tocke za ekstremne vrednosti. Vrednosti kvadrata razdalje so vsi
njih enake:

Prvi dve tocki (na sliki oznaceni z A in B) sta torej maksimalno oddaljeni od izhodisca,
in sicer za ‘/75, drugi dve (C' in D) pa minimalno, to je za \/Tﬁ.

1




1. kolokvij (17. 4. 2023) 45

3. naloga [20 tock]
Naj bo
2 V==
I:/dx / 8y — y* dy.
0 0

Skicirajte integracijsko obmocje, zamenjajte vrstni red integracije in izracunajte dvakratni
integral.

Integracijsko obmocje omejujejo rdece crte:

V njem so torej tocke, katerih y-koordinata je med 0 in v/2. Iz
y=v2—1r = y*=2—-12 = z=2-9°

sledi, da imamo po zamenjavi vrstnega reda integracije

Y2 28 2
[:/dy/ \/8y—y4d$:/(2—y3)\/8y—y4dy.
0 0 0

Uvedemo novo spremenljivko
t=8y—y' dt=(8-4y’)dy=402-y’) dy
in dobimo

e 11"
2
I= | ZVtdt == |2— = —(6v/2)%? = 2V/3.
/4\/ 4[ 3] 6(6\/_) V3
0
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4. naloga [30 tock]

Izracunajte ploscéino in polozaj geometrijskega sredisca lika na sliki, ki je sestavljen iz
polovice manjSega kroga in Cetrtine vecjega kroga.
Y

Manjsi krog je omejen s kroznico (z — 1)* + y* = 1, vecji pa s kroznico 2% + y? = 4.
Plosé¢ino lahko izracunamo kar iz formul za ploscino kroga in dobimo

S:%Tf'12+iﬂ"22:%ﬂ'.

Za koordinati uporabimo integracijo v polarnih koordinatah. Tako je najprej

1
To = —S<D)//xdxdy
D
2

0 5 2cosg
= % /dgo/rcosg0~rdr+/dgo /rcosgo-rdr
-z 0 0 0
0 3
) ar=2 s r=2cosg
= 5 /cos<p dy [g} T:O—i-/cosw dy [3} .
S 0
0 ™
= % /%coswdgo—i-/%cos‘l(pdgo
S 0

Za izracun drugega integrala uporabimo formulo za prehod od kvadrata k dvojnemu kotu
in dobimo

cos’ p = (cos® p)? = (5(1 + cos2))* = (1 + 2cos 2 + cos® 2¢) =
= 3(1+2cos2p + §(1 + cos dp)) = 2 + § cos 2 + 4 cos dp.
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Tako je
0 2
xy = 3% /%cosgp dgp—l—/(l—l—%congp—i—%cosélgo)dgo
—z 0
= %(%[angp]ifgz%— [90—1-%-%siano—l—%-%sinéLgong)
_ 2 (8 s
= = (5+3)
_ 16 | 1
= 5. t3
Podobno je

1
= — dz d
Yo SD) /y T ay

D
0 2 % 2cos p
= % /dgp/rsingp-rdr+/dgp /rsingp-rdr
_% 0 0 0
0 3
) 377=2 . 3] T=2cosp
= £ /smgp dp [%] —i—/smgp de [%}
r=0 r=0
,% 0
0 3
= % /%simp dgo—l—/%cos?’(psingo dy

0
V drugi integral vpeljemo novo spremenljivko
t=cosy, dt=—siny dp,

in dobimo

Flo g
0
wloo
+
ol
N——
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2. kolokvij (5. 6. 2023)

1. naloga [25 tock]

Izracunajte I = ///zd:vdydz, kjer je G = {(z,y,2) e R? |4 <2 +y* + 22 < 4z}

Desno neenacbo lahko prepisemo v obliki
(2 - 2)? <4

Telo G je torej del krogle s polmerom 2 in
srediséem v (0,0, 2), ki je od izhodis¢a oddaljen
za vsaj 2.

Na skici je narisan prerez z xz-ravnino. Situa-
cija je simetri¢na glede na os z, tako da je prerez

enak za vsako ravnino, ki vsebuje os z. Telo G :
je tisti del modre krogle, ki lezi zunaj rdece.

Uporabimo sferne koordinate (r,p, ). Naj- 3

manjsa v je dosezena pri tockah na preseku ro-
bov obeh krogel, torej pri tockah, za katere velja

d=a>+y* +2° =4z

Ocitno imajo z-koordinato enako 1. Tako do-
bimo sindy = 3, oziroma ¥y = %. Torej je
¥ € [%,Z]. Za dano ¥ pa je r € [2,4sin ).

6
672
I = ///zdxdydz
el

Sledi

5 4 sin Y

2
= /dgp/dﬁ / rsind - r?cosd dr
0 s

2

dy

4 r=4sin?
dy }

) r
sin ¥ cos {Z

|
O\ﬁw

r=2

do [ sind cos?(64sin* 9 — 4) do.

I
O\:‘w
am\w\ﬂ m\a\w‘

Uvedemo novo spremenljivko ¢t = sin ), dt = cos ¥ d in dobimo

27

27 1
£6 21" 21 3
I= 45 — 4 = 4.— —4.— =21 (= — =) =18x.
/dgp/(6t t) dt /[6 5 Q]Idgo T (2 2) 8
0 1 2
2

0

49
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2. naloga [25 tock]

Krivulji X in £ sta dani s parametrizacijama

(a)
(b)
(c)

3
2

K:p(t)=(2t,5t2,1¢%), t >0 in L:7(t)=(t5t°¢), t>0.

Dolocite, pod koliksnim kotom se sekata.
Kolikokrat krivulja K seka ravnino z = 57 Odgovor utemljite.

Izracunajte maso krivulje X med tockama p(1) in p(2), ¢e je gostota v vsaki tocki

enaka p(z,y,z) = 2.

xT

(a)

Najprej moramo dolociti vsa seciséa. Iscemo torej taka ¢,u > 0, da velja p(t) =
7 (u). Resiti moramo sistem enach

QoM
~
(NI
I
|
<
|
~
no
I
I

2t = u,

Iz prve in tretje enacbe sledi
_ 142
2t = 142,
Ker t # 0, iz tega sledi t = 4. Iz prve enacbe dobimo u = 8. Preveriti moramo Se
drugo enacho, ki je sploh Se nismo upostevali. Res je izpolnjena, saj je

Nl
w
no
=

(02¢]
no
w
[N}

4

=22 i =.

ol

Krivulji se torej sekata enkrat, in sicer v tocki s krajevnim vektorjem
p(4)=T7(8) = (8 %.83).

Kot med krivuljama je kot med njunima tangentama v sec¢iS¢u. Smerni vektor
tangente nam podaja odvod parametrizacije. Velja

D) =(2,2t2,t) in P4)=(2,4,4)

ter ' ‘
T(t)=(1,5t,1) in T(8) =(1,35,1).

Kot izracunamo po formuli

CP)-TER) (2,441,851
COS Y = — — = S =
p@)]-7®)  1(2,4,4)]-](1,3,1)]
32 50
_ 2+ 244 __ 3
\/4+16+16-,/1+%"+1 G- %2
Torej je

25
3v82

Ugotoviti moramo, kolikokrat je zadnja koordinata p(t) enaka 5, torej %tQ = 5. Ker

(© = arccos

jet > 0, se to zgodi samo za t = /10. Krivulja X seka dana ravnino natanko
enkrat.



2. kolokvij (5. 6. 2023)

ol

(¢) Maso krivulje dobimo, ¢e integriramo gostoto. Ker je

n
)] =(2,2t2,8)| = VA+ At + 12 =2+,

je masa enaka

2

m = /p ds = /Qp(ﬁ(t))lﬁ(t)l dt = /it (241) dt =

1
2

2
:%/(2t+t2) dt:%[t2+§]1=}l(%—o
1
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3. naloga [20 tock]

[zracunajte povrsino ploskve

P={(r,y,2) ER*| z =y, 2 +¢y* <3, >0, y >0}

Nasa ploskev je podana eksplicitno, namrec
Z::L‘y’ (x7y)€Ka
kjer je
K ={(x,y):2° +y* <3, 2>0, y > 0}.

(K je tista cetrtina kroga s sredis¢em v izhodis¢u in polmerom V3, ki lezi v prvem
kvadrantu.) Za eksplicitno podane ploskve je

dS =1+ p?+q¢? dx dy,

pri cemer sta

0 : 0

Torej je dS = /1 + y? + 22 dz dy. Povrsina ploskve P je
S(P) ://1 dS://\/1+y2+x2 dx dy.
P K

Za izracun tega dvojnega integrala preidemo k polarnim koordinatam in dobimo

/2 V3

S(P) = /dgo/mrdr

w/2 4

N
|M\co

w/2
pu— \/’d@.
0

= /dgp/@ dR  (R=1+7% dR=2r dr)
1
0
i

0
R=4
7]
2 1R=1
w/2



2. kolokvij (5. 6. 2023) 53

4. naloga [30 tock]
Dano je vektorsko polje
F’(m,y,z) =(z+yz1—ay,1+z2).
(a) Izracunajte njegovo divergenco in rotor.
(b) Ali je polje F potencialno?
(c) Izrac¢unajte pretok polja T skozi zgornjo stran polovice sfere
P={(r,y,2): 2°+y* +2° =4, 2> 0}.

(Nasvet: uporabite Gauflov izrek.)

(a) Njegova divergence je

divﬁ(aﬁ,y,z) zﬁ‘?(x,y,z) = (%,%,%)~(x+yz,l—xy,1+xz) =l—z+4+x=1,

rotor pa
. L T7 ok
ot F(z,y,2) =VxFlay)=| & 5 5 |=0y-2z-y-2)

r+yz 1l—o2y 142z

(b) Ker rot F + 6, polje F ni potencialno.

(c) Divergenca polja F je zelo preprosta, tako da bi lahko uporabili Gauflov izrek.
Vendar pa ploskev P ni sklenjena. Zato ji dodamo krog

0 ={(z,9,0) : 2” +y* < 4}.
Potem unija teh dveh ploskev doloca zgornjo polkroglo
V={(z,y,2): 2° +y*+ 2> <4, 2> 0}.

Po Gaulovem izreku velja

//F S = //F S = ///leFdV

PUO

Vzeti moramo zunanjo stran roba \7, torej zgornjo stran ploskve P in spodnjo stran
kroga O. Desna stran je enaka

///dideV:///1dV:V(V):%-@zlﬁTﬂ.
A% A%

Enotska normala na O je v vseh tockak enaka —%. Tako je

//F a5 = // ) dS = // 1 - z) dS = //ms__ﬂ 2 = i

(Upostevah smo, da na O velja z = 0.) Sledi

//F dS = ///ddeV //F dS =17 — (—47r) = B,
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1. izpit (21. 6. 2023)

1. naloga [25 tock]
Dan je funkcijski predpis
fla,y) = (@® -2+ 1)V9 -2
(a) Poiscite naravno definicijsko obmocje in ga narisite.

(b) Poiscite globalne ekstreme dane funkcije na P = {(z,y) |0 <z <1, -1 <y <1}.

(a) Edina omejitev predpisa je, da mora biti izraz pod korenom nenegativen, torej
9—9*>0 = y*<9 = ye€[-3,3]
Naravno definicijsko obmocje je torej pas
Dy =R x [-3,3].

Skicirano je na spodnji sliki, na kateri je v rdec¢i barvi narisan tudi pravokotnik P:

4

DIl Cc

1
IS

(b) Zvezna funkcija na zaprti in omejeni mnozici zagotovo zavzame svoj minimum in
maksimum. Ce je odvedljiva, se to lahko zgodi v stacionarnih to¢kah v notranjosti
ali pa v robnih tockah. Zato najprej pois¢imo stacionarne tocke v notranjosti P, to
je tocke, kjer je gradient enak 0. Torej mora veljati

I o
0—%—(2x vV9—vy
OZg:(xQ—x%—l) Y

Ay 9 —y?

Koren v prvi enac¢hi nikjer v P ni enak 0, zato je edina resitev z = % Ce to vstavimo
v drugo enacbo, dobimo
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zato mora biti y = 0. Tocka (%, 0) res lezi v notranjosti pravokotnika P in je zato
prvi kandidat za globalni ekstrem:

Sedaj pa obravnavajmo Se rob.
Najprej stranice:
e Stranica [:
Za parameter lahko vzamemo kar z-koordinato. Torej opazujemo funkcijo
g(t) = f(t,=1) = (> —t+1)V8, te(0,1).

Edina ni¢la odvoda g¢{(t) = (2t — 1)v/8 je t = 3, ki lezi znotraj intervala.
Drugi kandidat je

FG -1 =q(}) =3vV8 =22

e Stranica II:

Za parameter lahko vzamemo y-koordinato. Imamo
gH(t) :f(lvt) = V9_t2a le (_171)

Odvod gf;(t) = —\/9%7 je enak 0 pri t = 0, ki lezi znotraj intervala. Tretji
kandidat je

f(l,O) = 911(0) =3

e Stranica III:

Tu imamo enako situacijo kot pri stranici I, saj spet dobimo
gm(t) = f(t,1) = (> —t + 1)V8, t€(0,1).
Cetrti kandidat je

w
m%
S

f(3,1) =gm(3) =

e Stranica IV:

Tu lahko uporabimo izra¢un za stranico II, saj imamo
g1v<t> :f(O,t) = \/9—t2, te (—1,1)

Peti kandidat je tako

£(0,0) = gn(0) =3

Preostanejo se oglisca A, B, C'in D: V vseh ima f isto vrednost

F0,-1) = f(1,-1) = f(1,1) = f(0,1) = 2V2

Velja

3V2 9
%—<Z—l<2\/§<3.

Torej je najmanjsa vrednost funkcije f na pravokotniku P enaka %ﬁ in je dosezena
natanko v tockah (%, +1), njena najvecja vrednost pa je 3, zavzame pa jo v tockah
(0,0) in (1,0).
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2. naloga [25 tock]
Podan je integral
Iz//f(x,y)d:vdy,
D

kjer je lik D sestavljen iz Cetrtine kroga s srediscem v (0,1) in
trikotnika.

(a) Zapisite integral I kot dvakratni integral v kartezi¢nih koor-

dinatah.
(b) Zapisite integral I kot dvakratni integral v polarnih koordi-
x

()

natah.

Izracunajte I, ¢e je f(x,y) = xy.

Ce je zunanji integral po spremenljivki z, potem nam lika D
ni treba deliti na ve¢ delov. Tocke lika D imajo koordinato x
med 0 in 1, za vsak  pa moramo integrirati po spremenljivki
y od premice y = z do kroznice 22 + (y — 1)? = 1 (rdeca ¢rta
na skici). Torej

1 1+v1—a2

I= /dx / f(z,y) dy.
0 x
Ocitno za tocke lika D velja ¢ € [7,F]. Za vsakega od teh

kotov pa imamo zarek iz izhodisca, ki se konca na kroznici
(zelena ¢rta na skici). Za tocke na kroznici 22 + (y — 1)? =1
v polarni koordinatah velja

(rcos)? + (rsing — 1) =
r?cos? o +risinp — 2rsing +1 =

r? —2rsing =

oS O = =

r(r—2sing) =

Zanima nas nenicelna resitev. Torej je

% 2sin g

[:/dgo / f(rcosp,rsing) r dr.
L 0
4
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(¢) Za konkretno funkcijo je

2 2sin @ 5 2sin @

I—/dgo / f(rcosgo,rsimp)rdr—/dgo / 3 cos psin g dr =

0 0

INE]
INE]

WP

us

1

i o .5 5 w]! 7
= cos<psmgo[zh dp = | 4cospsin’ o dp = | 4t dt:4[€]£:ﬁ,
2

|

o
o
V)

pri ¢emer smo uvedli novo spremenljivko ¢ = sin ¢, dt = cos e de.
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3. naloga [35 tock]

Naj bo ﬁ(x, y,2) = (y, z,1) in krivulja K presek plaséa valja 22 4+ y? = 1 in ploskve z =

y? + y, orientirana v smeri urinega kazalca, ¢e jo gledamo iz tocke T'(0,0,5). Izracunajte
74 F.ds

K

direktno in z uporabo Stokesovega izreka.

Na sliki sta prikazani ploskvi, katerih presek je krivulja K:

Za direkten izracun krivuljnega integrala moramo najprej parametrizirati krivuljo K. Prvi
predpis doloca, da pari (z,y) lezijo na kroznici s polmerom 1 in srediséem v (0,0). Nato
vstavimo y v drugi predpis in dobimo Se z. Torej

7(t) = (cost,sint,sin*¢ +sint), t € [0,27].
Je pa orientacija, ki jo porodi ta parametrizacija, ravno nasprotna, kar bomo upostevali

s predznakom minus pred integralom. Krivuljni integral 2. vrste je enak
2m

/1? d5 = —/ﬁ(?(t)) () dt.

i7e 0



60 Zbirka resenih kolokvijev in izpitov iz Matematike II

Ker je N
F(7(t)) = (sint,sin®t + sint, 1)
in '
7 (t) = (—sint,cost,2sint cost + cost),

moramo integrirati funkcijo

—

F(7(t)) - 7(t) = —sin®t + sin’ t cost + 3sint cost + cost.
Integrali produktov naravnih potenc sinusa in kosinusa po intervalu [0, 27] so enaki 0, ¢e
je vsaj ena potenca liha. Torej je

21 2

/f’-d?z/sin%dt:%/(1—00521&) dt:%[t—%sin?t]?:%@ﬂ—()):ﬂ.

e 0 0

Ce zelimo uporabiti Stokesov izrek, moramo najprej izbrati tako orientirano ploskev f’, da
bo K ravno njen rob. Ena moznost je, da vzamemo del ploskve z = y? + y nad enotskim
krogom, torej

z=y'ty, (n.y) €A,

kjer je A krog 2% + 3% < 1. Po Stokesovem izreku je

/F-d?z//rotf-d?.

K P
Po definiciji je rotor enak
R A
rot F=VxF=|& & &/=(0-10-0,0-1)=(-1,0,-1).
y z 1

Ker je ploskev podana eksplicitno, je normala (p, g, —1). (Vzeli smo razlicico z negativno
zadnjo koordinato, saj moramo integrirati po spodnji strani ploskve P.) Iz
0Oz

— = in q=

0:
p_ﬁx N

2 1
dy vt

sledi

//F-d?://(—m,—l)-(0,2y+1,—1) d:vdy://l dr dy = S(A) = .

P A A
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4. naloga [15 tock]

Resite zacetni problem

y +ytanz = (cosz)?, y(0) = 2.

Enacba je linearna, tako da najprej resimo pripadajoc¢o homogeno enacho
y +ytanz = 0.

Le-ta ima locljive spremenljivke:

y = —ytanz
g—g = —ytanz

/ldy _ /—sinx de
Y Ccos
Iny = Incosz+InC
y = Ccoszx

Resitev nehomogene enacbe dobimo z variacijo konstante, t. j. z nastavkom
y = C(z)cosz.

Sledi

Y +ytanz = (cosz)?

, _ ) ' sin x _ 9
C'(z)cosx — C(z)sinz + C(x) cosx - (cosx)
C'(z) = cosx

Torej lahko vzamemo C'(z) = sinz. Splosna resitev je posledi¢no
y=sinx-cosx + Ccoszx, C R

Ker mora veljati
2=y4(0)=0+C"-1,

je C'= 2. Torej
y(z) = (sinz + 2) cos .
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2. izpit (5. 7. 2023)

1. naloga [25 tock]

Dan je funkcijski predpis
fla,y) == In(z +y7).

(a) Poiscite naravno definicijsko obmocje in ga narisite.

(b) Poiscite in klasificirajte lokalne ekstreme dane funkcije.

(a) Zaradi logaritma v predpisu mora biti z 4+ y? > 0. Naravno definicijsko obmocje je
tako

(b) Lokalni ekstremi lahko nastopijo le v stacionarnih tockah, v katerih je gradient enak

0:
af 1 x
:—:1-]_ 2 . = 2
0 B n(x+y°) +x Y ln(x+y)+x+y2
0_8f_ 1 9y — 2xy

Oy _x'x—l-y?' y_:v+y2
Vidimo, da je g—?’; =0,¢jexr=0aliy=0.
e Za x = 0 dobimo iz prve enacbe
0=In(*) = y’=1 = y==+1.
e Ce pa je y = 0, pa mora veljati

0O=lnz+1 = lnz=-1 = zx=¢ ..

63
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Funkcija f ima tri stacionarne tocke: (0, —1), (0,1) in (e™*,0).

Lokalne ekstreme dolo¢imo s pomoc¢jo Hessejevem matrike drugih odvodov. Ker so

le-ti enaki
Pf 1 l@t+y) -zl w2
02zt 4P (x+y2)? (v +y?)?
Pf 2y-(xt+yP)—2ay-1 2
oxdy (x +y?)? C(z+y?)?
*f 2z (x+y?)—2zy-2y  22% —2ay’
o2 (¢ +42)? ()
je
_ 1 x + 2y° 2y°
(ﬂ-(f)(a:,y) = @t+2)2 |: 2y3 21,2 _ 25Ey2_ .
Matriki r
2 —2] . 2 2
wnon=[% 7w enon-=[3 ]

imata determinanto enako —4. Ker je negativna, v teh dveh tockah funkcija f nima
lokalnih ekstremov.

Matrika
N0 =6 3]

ima determinanto 2e. V tocki (!, 0) imamo lokalni ekstrem, in sicer lokalni mini-
mum, saj je element levo zgoraj pozitiven.
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2. naloga [30 tock]

Ploskev P je podana s parametrizacijo

(a)
(b)
()

P (u,v) = (ucosv,usinv, u?

cosv), wu€[0,2], ve]lo,2m).
Preverite, da lezi tocka Tp(—1,0, —1) na ploskvi P.

Dolocite ena¢ho tangentne ravnine na ploskev P v tocki T.

Izracunajte pretok polja ﬁ(x, y,z) = (0, z, #* + y?) skozi zgornjo stran ploskve P.

(a)

Poiskati moramo ustrezna u in v, da velja
(=1,0,—1) = p(u,v) = (ucosv,usinv, u® cosv).

Iz enakosti drugih koordinat sledi v =
izhodisce, ali sinv = 0. Na intervalu |
dobimo enacbo (—1,0,—-1) = (u, 0, u?
dobimo

0, toda v tem primeru na desni dobimo
0,27) ima sinus dve nicli: 0 in 7. Za v =0
), ki nima resitve. Ce vstavimo v = 7, pa

(=1,0,—1) = (—u, 0, —u?).

u =1 resi to enacbo (in lezi v intervalu [0,2]). Tocka Ty torej lezi na ploskvi, saj je
p(l,m) =(-1,0,—1).

Za parametricno podano ploskev dobimo normalo na ploskev (in tako na njeno

tangentno ravnino) kot
0% 0B

=% % Bu-

Parcialna odvoda po parametrih sta enaka

%(Ua v) = (cosv,sin v, 2u cos v)
oD

°P (u,v) = (—usinv, ucosv, —u’sinv)

Njun vektorski produkt pa je

7 i k
— . 2 .
n =/| cosv sin v 2ucosv | = (u (—sin
—usinv wcosv —u’sinw

2 2 2

v —2cos”v), —u sinvcosv,u).

V tocki Ty, torej pri w = 1 in v = 7, je normalni vektor enak
nn, = (—2,0,1).

(Konkretna u in v bi lahko vstavili Se pred ra¢unanjem vektorskega produkta, a
bomo splosno formula potrebovali v tocki (¢).) Enacba tangentne ravnine je po-
sledi¢no

—2rx+z=-2-(-1)+(-1)=1
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(c¢) Pretok polja F skozi P je

://ﬁd?://ﬁ(ﬁ(u,v)).(%x%) du dv,
P A

pri cemer je A = [0, 2] x [0, 27]. Vektorski produkt ima pozitivno zadnjo koordinato,
tako da gre res za normalo na zgornjo stran ploskve P. Ker je

ﬁ(ﬁ(u,v)) = ﬁ(u cos v, usinv, u® cosv) = (0, u* cos v, u?),

moramo integrirati funkcijo

f(ﬁ(u,v)) : (% X %) = (0,u?cosv,u?) - (u*(—sin®*v — 2 cos® v), —u’ sin v cos v, u)

= —utsinvcos?v + u?.
Torej je

s

2 2 2
472
u
:/du (—u4sinvc082v+u /0+u - 2m) du = 27 {Z} = 871,
0 0 0 0

(Integral produkta naravnih potenc sinusa in kosinusa po [0, 27] je enak 0, ¢e je vsaj
en eksponent lih.)
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3. naloga [30 tock]

Dan je integral

I:j{mjy dx + (y — 1) dy,
X
kjer je K pozitivno orientiran rob obmocja D = {(z,y) e R?| —1 <y <3 — 2%}

Izracunajte integral I direktno in s pomocjo Greenovega izreka.

Funkcija, ki jo moramo integrirati, je ﬁ(:v,y) = (2%y,y — 1).

Obmocje D lezi med vodoravno premico y = —1
in parabolo y = 3 — 22. Iz

3—rl=-1 = 2’=4 =— =42

D sledi, da se sekata v tockah (—2,—1) in (2, —1).

Rob X obmocja D razdelimo na daljico fTCl, ki je
' : orientirana od leve proti desni, in na del parabole

X, ki je orientiran od desne proti levi.
£\

Za daljico Ky vzamemo za parametrizacijo kar

]_)\1(25) = (ta _1)7 te [_272]
Inducirana orientacija je pravilna. Iz

Pi(t)=(1,0) in F(pi(t) =F(t,~1) = (- (~1),~1—1) = (—*,-2)

sledi
F(pi(t) - r(t) = (—,—2) - (1,0) = —¢.
Dobimo
2 2
/x2y de +(y—1) dy = /f’(ﬁl(t)) .ﬁl(t) dt — /—t2 di — [_%tﬂ: _ _g B % _ _%'
el o I,

Del parabole najlazje parametriziramo s spremenljivko x:
ﬁZ(t) = (t7 3 - t2)7 te [_27 2]
Tu pa je orientacija napacna, kar bomo upostevali s predznakom minus. Potem je

Polt) = (1,=2t) in F(Pa(t) = F(t,3—13) = (2(3—1}),3—2—1) = 32 —t*,2— 1?)
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ter
F(Pa(t)) - Polt) = (1, =2t) - (3t> — t*,2 — t¥) = —t* + 23 + 3% — 4t.

Tako dobimo
2
/SUQy d +(y —1) dyz—/(—t4+2t3+3t2_4t) dt = — [~ 4 Lt 4 F —2?])? =
Xs ~2
== (-2 +8+8-8)+(B+8-8-8) =% -16=—4.
Torej je
I:/:Cdex+(y—1) dy:—%_%:_%_

—

X

Zdaj izracunajmo isti integral Se s pomocjo Greenove formule

j{PdHQdy://(g—g—g—f;)dxdy.
% D

V nasem primeru sta P(z,y) = 2%y in Q(z,y) = y—1, tako da moramo integrirati funkcijo

0Q op _ 2 _ 2
e — 8—1; =0—a2"=—x".
Sledi
2 3—a? 2
I = // —2? dx dy = —/:c2 dx / dy = —/:c2(4—x2) dx = (upostevamo sodost)
D 2 1 2



2. izpit (5. 7. 2023)

69

4. naloga [15 tock]

Resite zacetni problem
y =xyt+x, y(0)=1

in naredite preizkus.

Enacba ima loc¢ljivi spremenljivki, saj lahko desno stran zapisemo v obliki produkta

Y =a(y® +1).

Konstantne resitve ni, saj izraz y? + 1 nima nicle. Vse resitve tako dobimo po postopku

o= 2+

/ﬁdy = /xdx

arctany = %—FC’

Najprej lahko izracunamo konstanto C' za dani zacetni pogoj:

arctany(O):%+C’ = arctanl =C = C=7.

Torej je reSitev zacetnega problema

Naredimo Se preizkus. Iz tan’(z) = Col

Po drugi strani pa velja

1
2 2 (x> s
z(y +1):x<tan(?+z)+1>:x- ; :
cos?(5 + )
Pri tem smo uporabili trigonometricno enakost
sinr  cos’x 1

tan’z + 1 = 5+ 5 = o
cos?x  cos?x  costx

Torej y dejansko ustreza dani diferencialni enachi. Velja pa tudi

y(0) =tan(% + T) =tan T = 1.
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1. naloga [25 tock]

Gostota kovinske sfere 22 +y? + 22 = 1 je dana s funkcijo p(x,y, z) = 22 —2x —y? + 22 + 3.
Poiscite tocke na sferi, v katerih je gostota najvecja oz. najmanjsa.

Gre za iskanje vezanega ekstrema, saj iS¢emo ekstreme funkcije
p(r,y,2) =2 - 2r —y* + 2 +3
na mnozici nicel vezi
g(x,y,2) =2 + > + 22 — 1.
Langrangeeva funkcija je
F(z,y,2,\) = p(z,y,2) + \g(z,y,2) =2° =20 — 2 + 22 + 3+ Nz + o> + 22 - 1).
Kandidati za vezane ekstreme so njene stacionarne tocke, torej resitve sistema

0:%—5:2x—2+/\-2x:2(x+>\a:—1)

0=954 =—-2y+ X 2y=2(-1+ Ny
0=2E=22+X-22=2(1+ )z
0= =2"+y"+2°-1
Vidimo, da je druga enacba izpolnjena, ¢e je A =1 ali y = 0.
e Ceje A =1, se prva enacba glasi
0=22x—1), torejje z= %,
tretja pa
0 =4z, oziroma z=0.

Upostevamo Se zadnjo enacbo
0= +y+0* -1
in dobimo y? = %. Ta moznost nam je torej dala kandidata (3, j:*/Tg, 0).

e Naj bo y = 0. Iz tretje enacbe sledi, da je A = —1 ali z = 0. Prva moznost ne
vodi do resitve. Ce namreé A = —1 vstavimo v prvo enacbo, dobimo 0 = —2. Torej
mora biti z = 0. Iz zadnje enacbe potem sledi 22 = 1. Sedaj smo spet dobili dva
kandidata, in sicer (£1,0,0).

[zracunajmo vrednosti gostote p v vseh kandidatih:
o o0 = (P2 - (FP 043 = 4,
o p(h R0 = (3 -2 - (043 =1
e p(1,0,0) =12—2-1—-02+02+3 =2,
e p(—=1,0,0) = (=12 =2-(=1) =02+ 02+ 3 =6.
Torej je minimalna vrednost gostote p na sferi 22 + y? + 22 = 1 enaka % in je dosezena v

tockah (%, :I:‘/Tg, 0), njena maksimalna vrednost pa je 6, in sicer v tocki (—1,0,0).
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2. naloga [30 tock]

Podani sta vektorsko polje
ﬁ(m, y,2) = 2oy + 1,2° + 2,9)
in orientirana krivulja
K: P(t) = (3cost,3sint, (2 +2)2), te0,n].
(a) Ali je polje ia potencialno? Ce je, doloite njegov potencial.
(b) Izracunajte /ﬁ -ds.
x

(¢) Izrac¢unajte dolzino krivulje X.

(a) Najprej izracunamo rotor polja F

rotﬁ(:c,y,Z) =V x ﬁ(m,y,z) =

—

]

aax =(1-1,—(0—-0),2z —2x) = (0,0,0).
2ry +1 22 +z

Q’|cz>uL
< Plo |

Definicijsko obmocje polja F je cel R3, ki je enostavno povezana mnozica. Zato iz
rot F = 0 sledi, da je polje I potenc1a1no Poiskati moramo skalarno funkcijo u, za
katero je R

gradu = F.

Iz enakosti prvih koordinat dobimo

0
a—Z:%y—l—l = u(x,y,z):/(Za:y—l—l) dr + f(y,2) = 2%y + o+ f(y,2).

Ce ta nastavek vstavimo v drugo enacbo

@—x2+z
oy ’
dobimo o
T +a—y(y, 2)=2"+z = f(y,Z)Z/ZdyZszrg(Z)-

Na koncu vstavimo u(z,y, z) = 2%y + = + yz + g(2) Se v tretjo enacbo:

ou

o A y+d(2)=y = ¢(2)=0 = g(z) = konst.

En potencial je torej
u(z,y, 2) = 2’y + 2 +yz.



3. izpit (6. 9. 2023) 73

(b) Ker je polje potencialno, je njegov krivuljni integral razlika vrednosti njegovega

/ﬁ-d?zu(ﬁ(w))—u(ﬁ(o)):(O—3+0)—(O+3+O):—6.

—

X

(¢) Za izracun dolzine potrebujemo
p(t) = (—3sint,3cost, 3(* + 2)z - 2t)
n

N

PO = (=3sint)? + (3cost)? + (3t(2 + 2)2)?
= 9sin*t + 9cos?t + 93 (t* + 2)
=9(1+2t* +t%)

=9(1 + %)%

Dolzina krivulje X je

f=/|ﬁ(t)l dt=/3(1+t2) dt = [3t +1*]] =37+ 7°.
0 0
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3. naloga [30 tock]
Dana je ploskev P = {(z,y,2) e R¥: 2 =5 — 22 —y? 2 > 1}.

(a) Izracunajte povrsino ploskve P.

(b) Izracunajte pretok vektorskega polja ]?(a:, y,2) = (—yel™* x + 2%, 2) skozi zgornjo
stran ploskve P.

Namig: Lahko si pomagate z ustreznim integralskim izrekom.

Ploskev P je tisti del paraboli¢ne ploskve z = 5 — 2% — 3/? (na sliki obarvana rdece), ki lezi
nad ravnino z = 1:

(a) Ploskev je podana eksplicitno z
z=z(z,y)=5—2> -y (x,9) €D,
pri cemer mnozico D dobimo iz pogoja z > 1:
5—a?—y2>1 = 22+ <4

Mnozica D je torej krog s srediséem v (0,0) in polmerom 2.

Za eksplicitno podane ploskve je

dS = /14 p?+ ¢ dx dy,

pri ¢emer sta

0 0
p:—Z:—QI’ in q:—Z:—Zy.
Ox

Povrsina ploskve P je

S(?)://ldS://\/l—l—Tdedy.

P
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Uporabimo polarne koordinate in dobimo

27 2
S(P) = / dcp/ V1+4r2 rdr
0
7 /R

= 21- ?dR (R=1+4r*, dR = 8r dr)
1
1 R% R=17
= 212 |5
8 2
2 1p=1

- %(m/ﬁ —1).

(b) Divergenca polja F je zelo preprosta, namrec:
divl?(x,y,z) =V ﬁ(m,y, z) = (£, gy, L) (—ye't o+ 22 2)=0+04+1=1.

To nas prevede na idejo, da bi uporabili Gauflov izrek. Vendar pa ploskev P ni
sklenjena. Zato ji dodamo krog

0= {(2,9,1) : 2+ y? <4},
Unija teh dveh ploskev je sklenjena in omejuje telo

V={(z,y,2) 2 <5—a2*—y* 2> 1}

//ﬁ-d?:///divf’dv.
DO v

PUO

Po Gaulovem izreku velja

Na robu V moramo vzeti zunanjo normalo, torej vzamemo na P res zgornjo stran,
na O pa spodnjo. Desna stran je enaka

5—x2—y?

///divf’dvz///mvz//dxdy / dz://(zl_x?_y?)dxdy:
/%dgo/ 4 —7*) rdr=2m- {27" —g}izzzgﬂ,

Enotska normala na O je v vseh tockam enaka —%. Tako je

//F a5 = // ) ds = // :—/ofldS:—mZZ:—élw.

(Upostevali smo, da na O velja z = 1.) Sledi

//mgz///divmv_//f.d§:8W_<_4w>:m.
7 v o
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4. naloga [15 tock]

Resite zacetni problem

y' —4y' +13y =0, y(0)=-2, ¢'(0)=5.

Gre za homogeno linearno diferencialno ena¢bo drugega reda s konstantnimi koeficienti.
Za dolocitev splosne resitve potrebujemo nicle karakteristicnega polinoma:

4+/16—4-13 4+/=36 4=+6i
2 - 2 2

NM—4A+13=0 = Moo= =2+ 3.
Sledi, da je splosna reSitev enaka
y = Ae** cos3x + Be**sin3xz, A,B€R.
Upostevamo Se zacetna pogoja. Najprej dobimo
y0)=-2 = —2=1-A+B-0 = A=-2.
Iz
Y = A-2e*" - cos3r+ A-e** - (=3sin3z) + B - 2e¢* - sin3x + B - e** - 3cos 3w
sledi se
y(0)=5 = 5=A4-24+A-0+B-0+B-3 = B=15-2-(-2))=3.
Torej je iskana reSitev enaka

y = —2€* cos 3z + 3e*" sin 3.
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