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Predgovor

Razvoj znanosti in tehnologije postavlja vse vecje zahteve glede znanstvene usposoblje-
nosti inzenirjev, ki delujejo v industriji. Zaradi zahtev po ucinkoviti izrabi materialov
in uvajanju novih visoko zmogljivih materialov postaja raziskovanje vse bolj zapletenih
mehanskih modelov vse pomembnejse. Razvoj elektronske racunalniske tehnologije
je bistveno razsiril moznosti za raziskovanje modelov, ki se priblizujejo dejanskemu
obnasanju mehanskih sistemov. Ta razvoj zahteva globlje teoreti¢no razumevanje

tehniéne mehanike.

S to knjigo zeliva podati jedrnat prikaz osnov mehanike, ki jih znanstveno delujoci
inzenir potrebuje v praksi. Knjige, ki so s tega podrocja na voljo pri nas, so bodisi bolj
namenjene fizikom kot inzenirjem in zato vsebujejo le malo tehni¢nih primerov uporabe,
bodisi so zasnovane kot ucbeniki za Studente in temeljijo na induktivnem pristopu.
Taksni u¢beniki, ki v svoji zasnovi napredujejo od preprostega k zahtevnejsemu, so za
studij posameznega znanstvenega podroc¢ja nepogresljivi. Vendar pa je za naprednejsega
strokovnjaka velika prednost, ¢e ima svoje podrocje, ki ga v posameznih delih Ze pozna,

pregledno predstavljeno na enotni osnovi.

Zato sva knjigo zasnovala deduktivno ter v ospredje obravnave postavila temeljne
aksiome mehanike. Prepricana sva, da ta pristop bralcu omogoca jasen pregled nad
osnovnimi metodami analize mehanskih sistemov, oblikovanjem enacb gibanja in njiho-
vim reSevanjem. Hkrati upava, da bo bralcu na ta nac¢in olajsan dostop do strokovne

literature.

Brez prikaza zgodovinskega razvoja mehanike sva najpomembnejsa nacela izpeljala iz
viste aksiomov, ki zadostujejo za enotno zasnovo klasi¢ne mehanike !. Iz teh nacel sva za
sisteme s kon¢nim stevilom prostostnih stopenj po razlicnih poteh izpeljala diferencialne
enacbe gibanja, prilagojene razli¢cnim vrstam problemov. Nato sva obravnavala nekaj
splosnih metod za resevanje teh diferencialnih enacb in podala kratek pregled teorije
stabilnosti. Primeri, ki sva jih zbrala v lo¢enem poglavju, so namenjeni boljSemu

razumevanju teorije.

'Bralec lahko najde pregled zgodovinskega razvoja pomembnih fizikalnih pojmov in idej v KUSNECOV

.
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V skladu z zgoraj navedenim ciljem je ta knjiga namenjena Studentom tehniskih
fakultet v okviru strokovnega in raziskovalnega studija ter diplomantom inzenirskih
sol, visokih tehniskih Sol in tehniskih univerz. Pri pripravi rokopisa sva imela pogosto
priloznost razpravljati o posebnih problemih s kolegi s podro¢ja mehanike trdnih teles
na oddelku za strojnistvo, tezko industrijo, transportno tehniko in gradbene stroje
Tehniske univerze Otto von Guericke Magdeburg. Ob tej priloznosti bi se rada iskreno
zahvalila za dragocene pobude, pridobljene v teh pogovorih. Posebno zahvalo dolgujeva
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Uvod

Mehanika je studij gibanja materialnih teles in fizikalnih vzrokov zanj. Pri tem gibanje
pomeni mehansko gibanje, tj. spremembo lege makroskopskih teles kot celote ali njihovo
deformacijo. Gibanje vkljucuje tudi stanje mirovanja. V tem primeru mehanika doloca
pogoje, pod katerimi lahko materialna telesa mirujejo. V splosnem pa je mehanika veja
fizike.

Razvoj fizikalnega znanja v 19. in 20. stoletju je porusil predstavo o absolutnem
prostoru in absolutnem casu, ki sta bila del osnovnih pojmov klasi¢ne mehanike, ter
spodbudil razvoj relativnostne teorije in kvantne mehanike. Zakoni relativnostne teorije
se zdruzijo z zakoni klasi¢cne mehanike, kadar se uporabljajo za telesa, katerih hitrosti
so majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo. Uporaba kvantne mehanike je potrebna
le, ¢e so mase preucevanih teles tako majhne, da so po velikosti primerljive z masami

atomov.

Tehnié¢ni sistemi so praviloma sestavljeni iz teles, katerih dimenzije presegajo atomski
velikostni red, in se gibljejo s hitrostmi, ki so majhne v primerjavi s svetlobno hitrostjo.
Zato za preucevanje gibanja tehnicnih sistemov zadosc¢ajo osnovna nacela klasi¢ne

mehanike.

Ce predpostavimo, da je klasi¢na mehanika popolna v svoji osnovni strukturi, potem
je ocitno, da jo lahko zgradimo kot deduktivni sistem. Po [2] je deduktivni sistem vsaka
mnozica izjav, ki vsebuje vse njihove posledice. V skladu s tem bi morala tako zasnovana
mehanika vsebovati vse izreke, ki so potrebne za izracun gibanja tehni¢nih enot. Vendar
pa raznolikosti moznih interakcij med deli mehanskega sistema in njegovo okolico na
splosno ni mogoce razumeti. Vzajemno delovanje med deli teles, katerih ucinek je
pospesevanje, imenujemo sile. V mehaniki je pomembno le to medsebojno delovanje.
Funkcijsko odvisnost sile od geometrijskih in fizikalnih parametrov ter casa imenujemo
zakon sile. Ker je nemogoce v celoti in na splosno zajeti vse zakone sil, ki delujejo v
mehanskem sistemu, se bistvene mehanske lastnosti realnega sistema prenesejo na model

sitstema. Taksno modeliranje vklju¢uje opredelitev posebnih zakonov sil in nekatere



geometrijske poenostavitve. Deduktivno izgradnjo mehanike je tako mogoce izvesti le
za celoto vseh modelnih teles, za katera so podani zakoni sil. Pri tem sile ne smejo biti
odvisne od fizikalnih koli¢in, ki mehaniko povezujejo z drugimi fizikalnimi zakoni (npr.

z zakoni termodinamike ali elektrodinamike).

Ko zakone sil obravnavamo kot dane, lahko vse druge izjave reduciramo na nekaj
nedokazljivih temeljnih zakonov, ki jih imenujemo aksiomi. Vse izjave deduktivnega
sistema, ki izhajajo iz teh aksiomov, imenujemo izreki. Celota aksiomov tvori sistem
aksiomov. Izbor dolocenega stevila izjav kot aksiomov iz mnozice izjav deduktiv-
nega sistema je mogo¢ na razli¢ne nacine. V naslednjih poglavjih nas bodo pri izbiri

aksiomatskih sistemov , primernih za gradnjo mehanike, vodili razlogi namenskosti.

Nacela mehanike so tisti splosno veljavni izreki, ki so v povezavi s temeljnim pojmom
virtualnih pomikov Se posebej primerni za izpeljavo enacb gibanja. Njihova prednost
je najizrazitejsa pri modelih s togimi vezmi, ki se pogosto uporabljeni v inzenirskih

sistemih.

Kot tehnisko mehaniko oznacujemo inzenirsko vedo, ki se ukvarja s preucevanjem
gibanja tehni¢nih sistemov, kot so mehanizmi, stroji in podporne konstrukcije, ter sil,
ki delujejo med njihovimi elementi. Poleg tega obravnava napetosti in deformacije, ki

jih te sile povzrocajo.
Vsebina tehniske mehanike v razli¢énih pogledih presega vsebino klasicne mehanike.

Prvi¢, ponuja jasne in smiselne metode za analizo tehni¢nih sistemov in vkljucuje

dodatne predpostavke za poenostavitve, ki jih klasi¢na mehanika ne vsebuje.

Drugic, vsebuje navedbe glede tega, katere lastnosti realnega sistema mora ponazoriti
model, tako, da je pri izra¢unu z zadostno natancnostjo zajeto delovanje dejanskega

sistema.

Tretji¢, vsebuje merila za to, ali so ugotovljene vrednosti napetosti in deformacije v
taksnih mejah, da je
1. je zagotovljeno ustrezno delovanje, da je

2. skladnost med modelom in dejanskim sistemom dovolj natan¢na in da je

3. zagotovljena zadostna varnost pred zlomom sestavnih delov.

V skladu z razmisljanji v predgovoru, smo poskusali klasicno mehaniko zgraditi tako,
da so povezave s tehni¢no mehaniko jasno prepoznavne. Poleg tega smo v obravnavo

vkljucili nekatere bistvene posebnosti tehni¢ne mehanike.



Osnovni pojmi in definicije

2.1 Prostor in c¢as

Klasi¢na mehanika opisuje dogajanja v absolutnem prostoru in absolutnem casu. Oznaka
s>absolutno< pomeni, da so lastnosti prostora in casa neodvisne od fizikalnih procesov;

ostajajo nespremenljive.

Vsaka tocka v prostoru je v kartezicnem koordinatnem sistemu doloc¢ena s tremi
koordinatami z, y, z. Prostor je torej tridimenzionalen. Je evklidski, saj ima element

loka prostorske krivulje dolzino

ds = \/da:Q + dy? + dz2.

Prostor je homogen in izotropen, kar pomeni, da potek mehanskih dogajanj v
zaprtem sistemu ni odvisen od tega, v katerem delu prostora se sistem nahaja, niti
od njegove usmerjenosti glede na osi koordinatnega sistema. Zaprti sistemi so tisti,
za katere lahko domnevamo, da nanje okolica prakti¢no ne vpliva. Pri sistemih, ki
niso zaprti pa lahko njihova lokacija in lega vplivata na potek mehanskih dogajanj
le toliko, kolikor lahko sprememba razdalje in usmerjenosti takega sistema spremeni
njegovo medsebojno delovanje z bliznjimi sistemi. To pa ni v nasprotju s homogenostjo

in izotropnostjo prostora.

Prostor je zvezen in neomejen, tj. koordinate x, y, z lahko zavzamejo katero koli

vrednost, ki je realni mnogokratnik dolzinske enote.

Casovne vrednosti omogocajo enoznacno opredelitev zaporedja dogodkov in njihovega
trajanja. Cas poteka enosmerno — iz sedanjosti v prihodnost. Dogodki so ponovljivi v
tem smislu, da se lahko v razli¢nih ¢asovnih obdobjih in ob enakih pogojih odvijajo
na enak nacin. To izraza homogenost casa. Tako kot prostor je tudi cas zvezen in
neomejen, kar pomeni, da lahko ¢asovni koordinati ¢ kot vrednosti pripiSemo vse realne

mnogokratnike casovne enote..

Navedene lastnosti prostora in ¢asa ter vse iz njih izpeljane posledice so na podrocju
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klasicne mehanike skladne z izkusnjami. Zaradi njihove splosnosti jih je treba postavit
pred vse nadaljnje zakone mehanike in jih obravnavati kot aksiome. Na kratko jih lahko

opisemo takole:

o Prostor je absoluten, tridimenzionalen, evklidski, zvezen, neomejen, homogen in

izotropen.
o (Cas je absoluten, enodimenzionalen, zvezen, neomejen, homogen.

Homogenost in izotropnost prostora ter homogenost ¢asa veljajo ne le v klasi¢ni mehaniki,

temve¢ v celotni fiziki.

2.2 Kinemati¢ne osnove

2.2.1 Kinematika materialne tocke

Za nedvoumen opis gibanja materialne tocke je potreben ustrezen opazovalni sistem.
Prva moznost je Kartezi¢ni koordinatni sistem. Lego materialne tocke P enoznac¢no

dolo¢imo z navedbo njenih projekcij na koordinatne osi x, y in z, glej sliko 2/1.

Slika 2/1. Lega materialne tocke P v kartezicnem koordinatnem sistemu

Glede na uveden koordinatni sistem je lega tocke P enoli¢no doloCena s krajevnim

vektorjem r , ki je odvisen od projekcij z, y, z na naslednji nac¢in:

r=iz+jy+kez. (2.1)
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Vektorji i, j, k so enotski vektorji v smeri koordinatnih osi.

V nadaljevanju bomo privzeli, da je krajevni vektor dvakrat odvedljiv po ¢asu.
Vektor hitrosti v opredelimo kot odvod krajevnega vektorja po ¢asu, vektor pospeska a

pa kot odvod vektorja hitrosti po ¢asu:

V:CCZ;EI.', (2.2)
dv . d*r

V obicajnem, skrajSanem zapisu, ki se uporablja v mehaniki, je odvod po ¢asu oznacen
s piko. Komponente vektorja hitrosti in vektorja pospeska dobimo s primerjavo enacbe
(2.1) z enacbama (2.2) in (2.3):

(2.4)

Poleg zapisa krajevnega vektorja v skladu z enac¢bo (2.1) s konstantnimi enotskimi
vektorji, je zelo uporaben tudi zapis, kjer se enotski vektorji spreminjajo skupaj z kra-
jevnim vektorjem. Posebej pomemben je zapis krivulje tira s pomocjo tako imenovanega

potujocega triedra (slika 2/ 2).

M
e i

Slika 2/2. Tir materialne tocke P s potujo¢im triedrom

Dolzino loka s krivulje merimo od zacetne tocke A. Tangencialno na krivuljo skozi
P v smeri narascajoce dolzine loka lezi tangenta t, ki je enotski vektor in je podana kot
dr

t=—.
ds

(2.5)
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Pravokotno nanjo, v ravnini ukrivljenosti krivulje tira, lezi Se enotski vektor n, vektor

glavne normale. Ta je definiran kot:

dr o db
_ ds®> _ ds
BT Tdre] T Jat]
ds? ds
Ker je o ukrivljenost krivulje, x, dobimo
dt

Enotski vektor n je vedno usmerjen proti sredis¢u ukrivljenosti. Zveze, ki smo jih tukaj
navedli brez dokaza, so znane iz diferencialne geometrije prostorskih krivulj; zadnja med
njimi je na primer ena od FERNETovih formul [3]. Vektor binormale b, ki je pravokoten
na t in n, izhaja iz zveze

b=t xn. (2.7)

Z uporabo veriznega pravila odvajanja dobimo

dr ds
Ve T dsat ~° (28)
Torej je
. ds
§=—
dt
velikost vektorja hitrosti, t pa kaze njegovo smer. S ponovnim odvajanjem sledi
. dt . N tds‘
a=f=—s5s+t—
dt dt
dt ds | +t
=——35 5
ds dt
Z upostevanjem enacbe (2.6) dobimo
a=rsn+it. (2.9)

Pospesek lahko torej izrazimo kot vsoto normalnega pospeska
a, = Kk $°n (2.10)

in tangencialnega pospeska
a, = §t. (2.11)

Iz enac¢b (2.8) in (2.9) je razvidno, da vektor hitrosti in vektor pospeska lezita v ravnini,

ki jo dolocata t in n, tako imenovani pritisnjeni ravnini krivulje tira.
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Kot preprosta primera uporabe zgoraj izpeljanih odvisnosti si oglejmo premocrtno
in krozno gibanje tocke. Za premocrtno gibanje je znacilno, da je

t (s) = const. (2.12)
Ce to odvajamo, dobimo iz enacbe (2.9)
a=a; =§t. (2.13)

Normalni pospesek je torej enak nic.

1
Pri kroznem gibanju sta ukrivljenost x = T in vektor binormale b konstantna (slika

2/3).

Slika 2/3. Gibanje materialne tocke po kroznici

Gibanje je smiselno opisati s pomocjo vektorja w. Velikost w, tako imenovana kotna

hitrost w, je dolo¢ena kot ¢asovna sprememba kota ¢

dp 1ds v
=—==—=—. 2.14
“Tdt " Rdt R (2.14)
Ce vektorju w pripiSemo Se smer in usmerjenost binormale b, potem v skladu s sliko
2/3 velja:
V=wXTr. (2.15)

Veljavnost te zveze preprosto preverimo z upostevanjem definicije vektorskega produkta
in enacbe (2.14)

v=vt=|wxr|t=wrsin(w,r)t=wRt.

Iz enacbe (2.15) dobimo pospesek

A=V=WXr+wXxr=wxr+wx (wxr). (2.16)
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Vektor € = w imenujemo kotni pospesek. Ko v (2.16) vstavimo
w=wb, e=c¢b.
dobimo
a=cbxr+w’bx(bxr)
= ¢ersin (b, t)t +w?b x rsin (b, t)t
=eRt+w?’Rb x t
= Rt + w?Rn.

(2.17)

Ce oznatimo
mzﬁ, $=Rw, §=Re,
potem lahko ta rezultat dobimo tudi neposredno iz enacbe (2.9). Pri kroznem gibanju
a=wxr=cRt
imenujemo tangencialni pospesek in

a,=wX (wxr)=wRn

centripetalni pospesek.

X

Slika 2/4. Gibanje materialne tocke P glede na gibljiv koordinatni sistem (relativno

gibanje)

Za opis gibanja materialne tocke se pogosto izkaze za smiselno, da iz danega

koordinatnega sistema z, y, z z izhodis¢em v O preidemo v drug koordinatni sistem x1,
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Y1, 21 2z izhodiscem v Op. Pri tem je treba dolociti zvezo med krajevnima vektorjema te
tocke v obeh koordinatnih sistemih ter njunima prvima in drugima odvodoma. Gibanje
koordinatnega sistema O; glede na sistem O je obicajno sestavljeno iz translacijskega

gibanja izhodisca O; in krozenja okoli poljubne osi, ki poteka skozi O;.

Med krajevnima vektorjema, ki doloc¢ata lego tocke P, obstaja v skladu s sliko 2/4
zveza
r=rg+r;. (2.18)

Ce v sistemu O za oznaitev odvoda po ¢asu uporabimo piko, potem sta
in
=7+ (2.20)

Vektorja 1y in ¥y predstavljata hitrost in pospesek izhodisca O; glede na O. Koli¢ini 1
in ¥, je treba Se pojasniti. Najprej si oglejmo poseben primer, ko je ry konstanten in P
v sistemu O; miruje. Potem se tocka P glede na O giblje po kroznici okoli osi w (slika
2/4), kjer je w na splosno spremenljiv vektor kotne hitrosti sistema O;. 1z tega za ta
primer sledi

I =w Xry.

Ce se po drugi strani tocka P glede na O giblje, je treba v tem sistemu upostevati tudi

¢asovni odvod rq, ki ga bomo oznadili z r;". Tako dobimo

P =wXr;+r';. (2.21)

Enacbo (2.21) lahko razumemo kot pravilo za odvajanja vektorja r; v gibajo¢em
sistemu. Jasno je, da to pravilo velja za kateri koli vektor w:

W=wXw+w. (2.22)

Iz enacb (2.19) in (2.21) je hitrost tocke P glede na sistem O
v=r=Ty+twxr +r =vg+vi+wxry, (2.23)
kjer je
Vo = TI'g
hitrost koordinatnega izhodisc¢a Oy in

V1:I'{

hitrost tocke P glede na O;. Ce sistem O miruje, potem v imenujemo absolutna hitrost
P, vy relativna hitrost in
Vi=Vo+wxXr (2.24)
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sistemska hitrost. Torej je

V=vs+ V. (2.25)

S ponovnim odvajanjem enacbe (2.23) ob upostevanju enacbe (2.22) dobimo:

a:i‘:i‘o+wxr1+wxi‘1+r{

=fp+ (wWxw+w)Xr+wx (wxr;+1))+wxr +1/
(2.26)
=¥+ w X1 +wXx (wxry)+2wXxr +1]

=ar+a;tac.

Pri tem je

af =Fo+w Xr;+wX (wxr) (2.27)

sistemski pospesek, ki izhaja iz enacbe (2.26) za absolutni pospesek a pri vi = 0,
a =1/ (2.28)

je relativni pospesek in

a=2wxr (2.29)

tako imenovani Coriolisov pospesek.

2.2.2 Virtualni pomiki

V mehaniki se je pojem virtualnih pomikov izkazal za izjemno pomembnega. Virtualni
pomiki so poljubna, neskon¢no majhna odstopanja od dejanske lege sistema. Krivulja,
ki jo opisuje krajevni vektor r materialne tocke, r = r (t), je dejanska krivulja tira ali
preprosto dejanski >tir< tocke. Virtualni tir, ki ustreza virtualnim pomikom, »meji< na
dejanski tir, sicer pa poteka povsem poljubno. Virtualni tir na splosno ne izpolnjuje
zakonov mehanike. Virtualno spremembo krajevnega vektorja oznacimo z dr. Ce so
x, Yy, z komponente krajevnega vektorja r, potem so dx, dy in 0z komponente ér. Ker
je or po definiciji neskon¢no majhen, lahko ¢ obravnavamo tudi kot poseben simbol
za odvajanje po krajevnem vektorju. Virtualni pomik je zgolj navidezna in ne nujno
dejanska sprememba lege. Zato cas prehoda iz dejanske lege v sosednjo virtualno lego

ni pomemben. Virtualni pomiki so torej brez¢asni (potekajo z neskon¢no hitrostjo).

V nadaljevanju bomo kot virtualne oznacevali tudi spremembe fizikalnih koli¢in, ki
nastanejo pri prehodu mehanskega sistema v namisljeno sosednjo lego. Nove pojme in

posledice, ki iz tega izhajajo, bomo podrobneje obravnavali pri njihovi uporabi.
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2.3 Masa

Doslej smo obravnavali osnovne kinemati¢ne pojme, s pomocjo katerih lahko dolo¢imo
lego, hitrost in pospesek poljubne tocke telesa v poljubnem ¢asu ¢, ¢e poznamo njen
krajevni vektor kot funkcijo ¢asa. Pri tem ni bilo pomembno, ali je tocka dejansko
telo ali le geometrijska tocka. Ker pa mehanika raziskuje gibanje materialnih teles, pri
dolocanju zakonov mehanike nikakor ne moremo zanemariti materialnosti teles. Izkusnje
nas ucijo, da je v omejeni prostornini AV bistvenega pomena »koli¢ina snovi< in njena
porazdelitev v njej. »Kolic¢ina snovi< telesa je opisana s pojmom masa telesa. 7
ustrezno izbrano enoto mase lahko torej »koli¢ino snovi< katerega koli telesa — njegovo

maso m — izmerimo s primerjavo s to enoto.
V okviru klasi¢ne mehanike veljajo za maso naslednji aksiomi (HAMEL [4]):

1. Masa m telesa je vedno pozitivna: m > 0.

2. Masa m telesa se s ¢asom ne spreminja:
dm
— =0.
dt

3. Telo sestavljeno iz dveh drugih teles z masama m; in my , ima skupno maso

m = my + my (aditivnost mase).
Iz tretjega aksioma neposredno izhaja:

Ce telo z maso m zavzame prostornino V', potem ga lahko s poljubno delitvijo te
prostornine na delne prostornine AV; razdelimo na delna telesa z masami Am;, tako da
velja:

m:ZAmi.

Zaradi raznolikosti fizikalnih lastnosti in geometrijskih oblik dejanskih teles je
v mehaniki vedno potrebno preucevanje gibanja omejiti na ustrezne modele teles.
Najpreprostejsi model telesa je masna tocka. Pri tem modelu — kar je pod dolocenimi
pogoji dopustno — zanemarimo geometrijske razseznosti dejanskega telesa; telo si
predstavljamo skréeno v tocko, kateri je pripisana celotna masa m telesa (zgo$c¢ena
totkovna masa). Posplositev tega modela je sistem tock, ki ga sestavlja konéno ali
neskonc¢no stevilo masnih tock. Drugacen model telesa je togo telo, pri katerem je
razdalja med katerima koli tockama telesa absolutno nespremenljiva. Ce telesa ne
moremo obravnavati kot sistem tock ali togo telo, moramo preiti na splosnejsi model
deformabilnih teles. Ti modeli so poenostavitve (idealizacije) dejanskih teles, kar se
izraza v predpostavljenih fizikalnih lastnostih. Teh tu ne bomo obravnavali. V vsakem
primeru pa lahko dejansko strukturo snovi (atomsko zgradbo) zanemarimo. Nasi modeli
teles tako izkazujejo bodisi diskretno (masna tocka, sistem masnih tock) bodisi zvezno

(togo telo, deformabilno telo) porazdelitev mase.
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Slika 2/5. Kvader napolnjen z maso v kartezi¢nem koordinatnem sistemu

Za enotno matematicno predstavitev zakonov mehanike se izkaze smiselna uvedba
masnega elementa dm, tako da je razlikovanje med diskretnim in zveznim sprva nepo-
trebno. Da bi lahko izpeljali potrebne pojme, v kartezicnem koordinatnem sistemu z

osmi z, y, z, obravnavamo kvader katerega robovi z dolzinami
a = ay; — agp, b:bl—bo, C=1C —( (230)

lezijo vzporedno s koordinatnimi osmi, tako kot kaze slika 2/5. Tocka Py, ki je najblizje
koordinatnemu izhodiscu, ima koordinate ag, by, ¢o, diagonalno nasprotno oglisée P,
pa ima koordinate a;, by, ¢;. Potem lahko vsako tocko P znotraj kvadra (vkljuéno s

tockami na mejnih ploskvah, robovih in oglis¢ih) dolo¢imo s koordinatami z, y, z kjer je

ag < T < ap
bo <y < b (2.31)
cpLz<.

Naj bo v prostornini V' = abc kvadra porazdelitev mase poljubna. Potem m (z, vy, 2)

pomeni maso, ki je v prostornini

Ve =(x—ao) (y—bo) (z — ). (2.32)
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Masa m (ag, by, ¢o) je npr. enaka posamicni masi, zgosceni v oglis¢u Fj. Ce te mase
ni, je m (aop, by, co) = 0. Skupno maso v kvadru ozna¢imo z m (ay, by, ¢;). Upostevamo
tudi, da je funkcija m (x,y, 2) iz fizikalnih razlogov nepadajoca funkcija, saj se, ko se
omejena prostornina poveca, masa v njej ne more zmanjsati. V tockah nezveznosti

(tockah skoka) funkcije m (z,y, z) predpostavimo zveznost z desne v skladu z zvezami

m(x+0,y+0,z+0) =m(x,y, 2)
m(z+0,y+0,2)=m(z,y,2)
m(x+0,y,z24+0) =m(z,y, 2) (2.33)
m(z,y+ 0,2+ 0) =m (z,y, 2)
m(z+0,y,2) =m(z,y+0,2) =m(z,y,z+0) =m(z,y, 2)

Sedaj si predstavljamo, da je kvader z ravnimi rezi, vzporednimi s koordinatnimi
ravninami, razdeljen na poljubno stevilo manjsih kvadrov. Upostevamo taksen delni
kvader, pri katerem se dolzine robov Ax;, Ay;, Az, nahajajo v celoti znotraj kvadra.
Oglisce P, ;x, ki je najblizje koordinatnemu izhodiscu, ima koordinate x;, y;, 2, diago-
nalno nasprotno oglisce, tj. tocka @); jx pa ima koordinate z; + Ax;, y; + Ay;, 21, + Az,

S Am, ;; oznac¢imo maso, ki se nahaja na obmocju

r; < x <+ Axy
yj <y <y;+Ay; (2.34)
2 <2< zp+ Az

in je
J Amy e =m (2 + Az, y; + Ayj, 20 + Azy)
—m (@; + Az, y; + Ayj, 20) — m (@, y; + Ayj, 20 + Azy)
—m (z; + Awy, yj, 26 + Azi) + m (@ + Awi, y;, 21) (2.35)
+m (xi, y; + Ay;, zi) +m (24, Y5, 2 + Azg)

—m (xia Yj, Zk) .
Pri tem vedno velja
mijk 2 0. (236)

Iz neenach (2.34) je razvidno, da tocke na ravninah = = z;, y = y; in z = 2, ne spadajo
v obravnavano obmocje. To zagotavlja enolicno porazdelitev mase posameznim kvadrom
tudi v primeru, ko so posamezne mase zgosc¢ene na presecnih ploskvah, robovih ali
ogliscih. Za preprostejso obravnavo lahko brez izgube splosnosti predpostavimo, da na
mejnih ploskvah celotnega kvadra ni zgoséene porazdelitve mase (posamiénih mas). To
je vedno mogoce doseci, ¢e mejne ploskve kvadra izberemo tako, da je masa v celoti

porazdeljena v njegovi notranjosti. Poleg tega naj bo podana funkcija f (z,y, z), ki je
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zvezna na obmocju

ap < T < ap
bo <y < b
cpLz<.

Tvorimo vsoto

q
Z f 617 M5, Ck Amz,] k

k=1

f (627 M55 Ck) :

M

Jk:

n
1=

—_

J

NE
M= L
M- L

1j5=1

B
Il

1
m (x; + Az, y; + Ayj, 2 + Azg) (37)
m (z; + Awy, y; + Ayj, 21) — m (2, y; + Ayj, 2 + Azy)

—m (z; + Az, y;, 21 + Azg) +m(x; + Azy, y;, 2)
m (
m

-
Il
.
Il

d

+

T, Y5 + Ayj, 2) +m(x, Y5, 2 + Azy)

(xh yj7 Zk)] )

kjer je
<6 <

y; <y <y + Ay, (2.38)
<G <

Ce zdaj z ustrezno izbiro vse bolj drobne delitve kvadra na prostornine AV ik =
Ax;Ay; Az, preidemo v limito (za ve¢ podrobnosti o natanc¢ni izvedbi tega limitnega
prehoda glej npr. v . SMIRNOV, vol. 5 [5]), potem pod zgoraj navedenimi pogoji limitna

vrednost obstaja in velja
H&%@)f(gw [y, 2) = f(P)
hmZZZf i) Amigr = [ f(P) dm (P)

(2.39)

V tem primeru pravimo, da je funkcija f (P) integrirana glede na funkcijo m (P), sam
integral pa imenujemo STIELTJESov integral . Za f (P) = 1 je z enacbo (2.39) podana

celotna masa, ki je v prostornini V:

/ dm = m. (2.40)

Ce na obravnavanem obmocju obstaja zvezna porazdelitev mase, obstaja tudi limita

Am  dm

AAY T oy P
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Slika 2/6. Nosilec z zvezno porazdelitvijo mase in tremi posameznimi masami

izraz dm = pdV pa je integrabilen po RIEMANNu. Tu je p(z,y, z) gostota mase ali
preprosto gostota kontinuuma, ki je odsekoma zvezna funkcija lege. V tem primeru se

masa masnega elementa z dV' enakomerno priblizuje nicli.

Kot primer si oglejmo nosilec s konstantno linijsko porazdelitvijo mase py = pF' in
tremi posameznimi masami, v skladu s sliko 2/6. Potek funkcija m () je prikazan na
sliki 2/7. Pri tem je

m () masa na intervalu [a, x],
m (a) zgosCena enojna masa my,
m (b) skupna masa.

Zaradi zveznosti z desne, izrazene z m (z +0) = m (z), je m(¢) —m (c—0) = my

(zgoStena enojna masa pri z = ¢) in m (b) —m (b — 0) = my (zgos¢ena enojna masa

pri x = b). Ker je Am; = m (x; + Azx;) — m (z;) masa v intervalu z; < z < z; + Az,

mix)} j

mi(b)

Slika 2/7. Porazdelitev mase m (x) za primer na sliki 2/6
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skupna masa m izhaja iz

b
m = ll_I)% dm = ll_r}no [m (b) —m (a —¢€)] =m(b). (2.41)
V dosedanji obravnavi smo uporabljali kartezi¢ni koordinatni sistem. Jasno pa je,
da je mogoc¢e na enak nacin uporabiti katere koli druge krivocrtne koordinate (a, 3, 7),
¢e so te taksne, da omogocajo nedvoumen opis vsakega prostorninskega elementa AV, ;
ali masnega elementa Am; ; (o, 3,7) v skladu z enac¢bo (2.35). Pri tem koordinatni

sistem obravnavanih obmocij ne sme pokriti ve¢ kot enkrat.

2.4 Sila

Enako temeljnega pomena za strukturo mehanike, kot so kinemati¢ni pojmi in pojem
mase je pojem sile, ki ga bomo obravnavali v nadaljevanju. Pri odkrivanju zakonov
mehanike moramo predpostaviti, da vsak mehanski sistem (sistem materialnih teles)
vzajemno deluje z drugimi materialnimi telesi, ki so v njegovi bliznji ali daljni okolici.
Posamezni elementi znotraj sistema prav tako medsebojno vplivajo drug na drugega.
Pri tem je treba opozoriti, da je razmejitev med obravnavanim mehanskim sistemom in
njegovo okolico vedno povsem svobodna in namisljena ter je na splosno dolo¢ena zgolj
glede na namenskost raziskave. Namrec, da bi bil mehanski sistem dostopen raziskavi,
ga je treba lociti od okolice, ga iz nje »izrezati<. Izkusnje kazejo, da ni pomembno,
ali je namisljeni »rez< narejen skozi »prazen prostor<, ki obdaja materialna telesa, ali
skozi sama materialna telesa. Zato lahko rez v celoti lezi tudi v materialnem telesu.
Na podlagi te predpostavke si lahko vsako telo predstavljamo kot telo, razdeljeno na
masne elemente dm, kot je predstavljeno v razdelku 2.3, z ustreznimi »rezi<. Mehansko
obnasanje podsistema, locenega od okolice, je seveda mogoce smiselno raziskati le, ¢e se
uposteva vpliv okolice na sistem. Od vseh moznih interakcij med mehanskimi sistemi
nas zanimajo le tiste, ki skusajo pospesSiti masne elemente obravnavanega sistema. Za

opis taksnih interakcij se uporablja izraz sila.

Vsak vpliv masnega elementa na kateri koli drug mehanskega sistema, ki skusa
povzrociti pospeseno spremembo lege slednjega, lahko predstavimo s silo. Vendar
pospesek masnega elementa ni nujen za obstoj sile. Mozno je, da obravnavani masni
element deluje z drugimi masnimi elementi, ki navzven povsem izni¢ijo vpliv prvega
elementa in tako preprecijo njegov pospesek. Iz izkusenj vemo, da so sile vektorji, ki
so na splosno vezani na tocko delovanja. Iz tega sledi, da lahko sile, ki delujejo v isti
tocki, vektorsko sestevamo (izrek o paralelogramu sil). To ni zgolj geometrijska, temvec
fizikalna lastnost, ki izraza, da prisotnost drugih sil ne vpliva na uc¢inek posamezne sile.

Predpostavimo torej, da je mogoce ucinek okoliskih masnih elementov na obravnavani



2 Osnovni pojmi in definicije 17

Slika 2/8. Primer razmejitve med mehanskim sistemom in okolico

masni element nadomestiti z eno samo silo dF. Sile, ki delujejo na mehanski sistem od
zunaj, imenujemo zunanje sile in jih oznac¢ujemo z dF, ali F,. Sile, s katerimi podsistemi
znotraj obravnavanega sistema delujejo drug na drugega, se imenujejo notranje sile dF;
ali F;. Katere sile so notranje in katere zunanje, je odvisno izklju¢no od razmejitve
med mehanskim sistemom in njegovo okolico. S spremembo meja sistema lahko vsaka
zunanja sila postane notranja in obratno. Na primer, obravnavajmo sistem treh masnih
elementov (glej sliko 2/8), ki drug na drugega delujejo s silami dF; (i,k =1,2,3). V
sistemu “1” so vse sile notranje, medtem ko v sistemu “2” le sili dF'3; in dF;3 spadata
med notranje sile. Nasprotno pa sta dFs; in dF93 postali zunanji sili, ker na ta sistem
delujeta masna elementa dms, ki ne pripadata sistemu “2”. V tem primeru nas sili dFo
in dF35 ne zanimata vec, ker ne delujeta na sistem “2”. Pomembni sta le pri obravnavi
mehanskega obnasanja masnega elementa dms. Nazadnje, v sistemu “3” obstajata le
zunanji sili dFy; in dF3;, ki izhajata iz masnih elementov dmsy in dmg, ki ne pripadata
sistemu. Sisteme, na katere ne delujejo zunanje sile, imenujemo zaprti sistemi. Vsi

drugi sistemi so nezaprti.

Predpostavimo, da so sile, ki delujejo na masni element, odvisne le od njegove lege
in hitrosti ter lege in hitrosti drugih masnih elementov, casa in fizikalnih konstant,
ne pa tudi od pospeska ali visjih odvodov krajevnega vektorja. Ker iz homogenosti
prostora izhaja, da je dolocitev lege in hitrosti masnega elementa smiselna le glede na
drugo telo, tj. da obstajajo le relativne lege in hitrosti, so zato sile odvisne le od razlik
v koordinatah in hitrostih. Ce masni element dms deluje s silo dF9; na masni element

dmy, je ta sila na splosno lahko odvisna od ra;, o1 in ¢ (slika 2/9):

dF91 = dF9 (r21,T21,t) = dF9y (11 — 1o, T — I, 1) .
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Slika 2/9. Ucinek sile med dvema masnima elementoma

Poleg tega se v tem zakonu sile lahko pojavijo Se druge fizikalne konstante. Ce
nastala sila dF deluje na masni element dm mehanskega sistema in se ta elementi

navidezno premakne za dr , potem izraz
d(dW) =dF - or (2.42)

imenujemo virtualno delo, ki bi ga ta sila opravila na obravnavanem masnem elementu
pri pomiku dr. Z integracijo tega izraza po vseh masnih elementih sistema dobimo
virtualno delo vseh notranjih in zunanjih sil, ki delujejo na sistem pri virtualnih pomikih
vseh masnih elementov:
SW = / dF - ot . (2.43)
(S)
Dejansko delo dW, ki ga opravijo sile dF pri diferencialnem pomiku masnih elementov,
dobimo iz enacbe (2.43), ¢e vzamemo, da so virtualni pomiki dr enaki dejanskim
pomikom dr:
AW = / dF - dr. (2.44)
(S)
Posebej pomemben je primer, ko so sile odvisne le od lokacije masnega elementa, ne pa
tudi od njegove hitrosti in casa:
dF = dF (r) (2.45)

Pri tem je r krajevni vektor obravnavanega masnega elementa, na katerega deluje dF.
(Morebitna odvisnost te sile od krajevnih vektorjev elementov, ki so v interakciji z njo,
tu ni navedena). V tem primeru je mogoce, da obstaja potencialna funkcija dU (r), na

kratko imenovana tudi potencial, ki je z dF povezana takole
dF = -V (dU) = —grad (dU) . (2.46)
Potreben pogoj za obstoj taksne potencialne funkcije je, da velja

V x dF =rotdF =0, (2.47)
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to pa izhaja iz enacbe (2.46)
VxdF =-V xV(dU),

ki zaradi V x V = 0 izgine. Toda pogoj (2.47) je tudi zadosten, saj iz enacb (2.43) in
(2.46) sledi:

d(dW)=dF -or=—-V(dU) - or

0 0 0 (2.48)
= — <6xax + 5y87y + 5282) (dU) = =6 (dU) .
Operator
0 0 0

uporabljen na dU, daje popolno spremembo te spremenljivke pri virtualnem pomiku
dr masnega elementa. Pri integraciji enac¢be (48) po virtualni poti masnega elementa
vzdolz krivulje C' je torej rezultat odvisen le od kon¢nih tock integracijske poti, ne pa
tudi od same integracijske poti. Tako za silo dF, ki izpolnjuje pogoj (2.47), obstaja
potencial dU

dU (r) = dU (rg) — /rdF -0r. (2.49)

Iz tega je razvidno, da je razlika potencialov dU (r) — dU (ry) enaka negativnemu delu
sile dF, ki ga opravi pri virtualnem pomiku tocke njenega delovanja ry v tocko r. Zato
dU (r) imenujemo tudi potencialna energija sile dF glede na zacetno tocko, ki jo doloca
ro. Poseben primer, ko je virtualni pomik ér enak dejanskemu pomiku dr, je vsebovan
v enacbi (2.49) in v prejsnji izpeljavi. Sile dF | ki jih je mogoce na tak naéin izpeljati iz

enoli¢ne potencialne funkcije dU (r), imenujemo konservativne sile.

Pri tem je treba Se posebej poudariti razliko med splosnim znakom ¢ v § (dW) in
tistim uporabljenim v enacbi (2.48). Medtem ko v izrazu ¢ (dU) lahko razumemo 6 kot
diferencialni operator, ki se uporablja za funkcijo dU, ki je odvisna samo od krajevnega
vektorja, je tak$no razumevanje v izrazu ¢ (dWW) mogoce le, ¢e imajo obravnavane sile
potencial. V splosnem primeru znaka ¢ ni mogoce lo¢iti od dW, saj 6 (dW) kot celota

pomeni virtualno delo sile dF pri pomiku dr.

Posplositev pojma potencial dobimo, kadar lahko silo dF (r,t), ki je eksplicitno
odvisna od lege in ¢asa, izpeljemo iz skalarne funkcije dU (r,t), torej ¢asovno odvisnega

potenciala, in sicer po enacbi
dF(r,t) = =V (dU (r,1)) . (2.50)

Za obstoj taksnega potenciala je ponovno potrebna in zadostna veljavnost enacbe (2.47).

V nasprotju s potencialom, ki je odvisen samo od lege, je tukaj zveza (2.49) smiselna
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zgolj za virtualne premike. Za dejanski pomik dr namre¢ iz enacbe (2.48) sledi

d(dW) = dF - dr = —V (dU) - dr
0 0 0

0
——(d—atdt> dUu .

Iz enacbe (2.51) pa ni ve¢ mogoce doloc¢iti dU kot funkcijo, ki bi bila neodvisna

od integracijske poti. Zato koli¢ina dU (r,t) nima ve¢ prej omenjenega preprostega
fizikalnega pomena kot potencialna energija. Sile, ki so odvisne od ¢asovno odvisnega

potenciala, ne spadajo med konservativne sile.



Aksiomi mehanike

3.1 Temeljni aksiom mehanike

Na zacetek tega poglavja postavimo aksiom, ki v povezavi z aksiomati¢nimi lastnostmi
prostora in Casa, mase ter sile, navedenimi v drugem poglavju, omogoca izpeljavo vseh

splosnih zakonov klasi¢ne mehanike. Ta aksiom lahko izrazimo na naslednji nacin.

Obstaja vsaj en koordinatni sistem (inercialni sistem), v katerem za vse mehanske
sisteme S veljata zvezi
/ (dF, — dm§) = 0 (3.1)
(S)
in
/rx (dF, — dm¥) = 0. (3.2)
(S)
Integracijski simbol pomeni, da je treba integrirati preko vseh masnih elementov, ki
pripadajo sistemu. Integrale je treba razumeti kot STIELTJESove integrale v smislu,
pojasnjenem v razdelku 2.3. V teh enacbah predstavlja r krajevni vektor obravnavanega
masnega elementa, dm pa njegovo maso. Sila dF, oznacuje rezultanto vseh sil, ki

delujejo na obravnavani masni element in so posledica interakcij s telesi zunaj sistema

S.

Produkt mase dm masnega elementa in njegove hitrosti dolo¢a njegovo gibalno
kolicino

dp = dmr.

Izraz dm ¥t je torej ¢asovna sprememba gibalne koli¢ine. Zato enacbo (3.1), ki jo

lahko zapisemo v obliki

/ (dF, — dp) =0 (3.3)
s)

imenujemo tudi zakon o gibalni kolicini.
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Vrtilna kolicina masnega elementa je definirana z izrazom
dL=r xdp.
Njen odvod po casu je
dL = jt(rxdmi') =TI xdnit+rxdnft.

Prvi ¢len na desni strani je v skladu z definicijo vektorskega produkta identi¢no enak

ni¢. Zato enacbo (3.2), zapisana v obliki

/ (r x dF, —dL) = 0 (3.4)
(s)

imenujemo tudi zakon o vrtilni kolicina.

3.2 Newtonovi aksiomi mehanike

Iz pravkar obravnavanega aksioma lahko izpeljemo sklepe, ki sami po sebi, ¢e jih
razumemo kot aksiome, odrazajo zgodovinski razvoj mehanike. Taksna razclenitev
zakona o gibalni koli¢ini in zakona o vrtilni koli¢ini na vrsto delnih aksiomov je poleg
tega zelo koristna za razumevanje in uporabo zakonov mehanike. V nadaljevanju bomo

zato obravnavali te delne aksiome.

3.2.1 Newtonov prvi aksiom: zakon vztrajnosti

Ce zakon o gibalni koli¢ini (3.1) uporabimo na masni element, na katerega ne delujejo
sile, sledi:
dmi =0, (3.5)
tj.
dp = dm T = const. (3.6)

To pomeni, da je v inercialnem sistemu gibalna koli¢ina masnega elementa konstantna, ce
nanj ne delujejo sile. Ker je masa konstantna, sledi, da tudi hitrost ostaja nespremenjena.

NEWTON je to ugotovitev izrazil takole:

Vsako telo ostane v svojem stanju mirovanja ali enakomernega premocrtnega gibanja,

dokler ga zunanje sile ne prisilijo, da to stanje sprement.

Kot vidimo, je NEWTONovo >telo< identi¢no z nasim masnim elementom, kadar za

dolocitev njegove lege zadostuje krajevni vektor r.



3 Aksiomi mehanike 23

3.2.2 Drugi Newtonov aksiom: temeljna enacba dinamike

Ce zakon o gibalni koli¢ini uporabimo na masni element, ne da bi posebej zahtevali, da

sile izginejo, dobimo iz enacbe (3.1) naslednje
dF, —dm¥=20.

Za posamezni masni element lahko opustimo oznacevanje sile in mase kot diferencialnih
koli¢in ter prav tako indeks a pri sili, saj notranjih sil masnega elementa ne upostevamo.
Tako dobimo zvezo:

F=mft=mv=ma, (3.7)

ali
F=p. (3.8)

To je tako imenovana temeljna enacba dinamike (masne tocke). Ce opustimo dobesedni
prevod NEWTONove formulacije!, lahko drugi NEWTONov aksiom podano v obliki (3.7),

izrazimo takole:
Sila, ki deluje na masni element, je enaka produktu njegove mase in pospeska.
Zapis (3.8) izraza naslednjo trditev:

Sila, ki deluje na masni element, je enaka casovni spremembi njegove gibalne kolicine.

3.2.3 Newtonov tretji aksiom: zakon vzajemnega ucinka

Obravnavamo mehanski sistem S, ki je z namisljenim rezom razdeljen na dva podsistema
Sy in Sy, glej sliko 3/1. Iz vsakega podsistema izberemo masni element. Z dF,; in dF
ozna¢imo rezultanti zunanjih sil, ki delujejo na ta masna elementa glede na sistem S. Z
dF5 oznacimo rezultanto vseh sil, s katerimi sistem Sy deluje na obravnavani element
v S1. Temu ustrezno dF; predstavlja rezultanto vseh sil, s katerimi sistem S; deluje
na obravnavani element v S,. Ce uporabimo zakon o gibalni koli¢ini v obliki (3.1) na

podsistema S; in S5, dobimo naslednje:

/ (dF; + dFy — dm¥) = 0 / (dF 45 + dFy — dm¥) = 0.
(S1) (S2)

Ce obe enacbi sestejemo ter upostevamo, da veljata zvezi

/dFa1+/dFa2:/dFa; /dm'r'Jr/dm'f:/dm'f,
) (%) (s) () (%) s)

I'NEwTONova formulacija je naslednja: Sprememba gibanja je vedno sorazmerna z vtisnjeno gibalno

silo in poteka v smeri ravne cérte, na kateri je ta sila vtisnjena. (OP)
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dobimo

/ (dF, — dm¥)+ [ dFy+ / dF, = 0. (3.9)
) (S2)

(S) (S1

Slika 3/1. Mehansko vzajemno delovanje med dvema podsistemoma

Prvi integral je zaradi veljavnosti zakona o gibalni koli¢ini za celoten sistem enak

nic. Ce skupno silo, s katero Sy deluje na S;, oznac¢imo z

Fy = / dF,
(S1)

skupno silo, s katero S; deluje na Ss, pa z

F = / dF,
(S2)

potem iz enacbe (3.9) sledi
F12 = —F21 . (310)

Uporaba zakona o vrtilni koli¢ini na podsistema nam daje:

/rx(dFa—dmi‘)+/rxdF2+/rxdFlzo. (3.11)
s) (1) (%)

Prvi integral odpade zaradi veljavnosti zakona o vrtilni koli¢ini (3.2) za celotni sistem.
Iz tega sledi
/rxdF2+ /rxdFlzo,
(51) (S2)
tj. moment sil
M, = / rx dFy =1, x Fay (3.12)
(S1)
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s katerimi sistem 2 deluje na sistem 1, je nasprotno enak momentu sil

M12 = / r X dF1 =Ty X F12 (313)
(S2)

s katerimi sistem 1 deluje na sistem 2:

M21 = —Mlg . (314)

Slika 3/2. Skupna smernica sil vzajemnega delovanja

Zvezi (3.12) in (3.13) dolocata premici opisani s krajevnima vektorjema r; in ry; glej
sliko 3/2. Iz tega, z upostevanjem enacb (3.10) in (3.14), sledi

F12 X (I’l — I'Q) = O, (315)
tj. sili Fgy in Fyy lezita na isti smernici. Izraza (3.10) in (3.15) zajemata tako imenovani

zakon vzajemnega udinka, imenovan tudi nacelo akcije in reakeije?:

Sila, s katero telo 2 deluje na telo 1, in sila, s katero telo 1 deluje na telo 2, sta

enako veliki, nasprotno usmerjeni in leZita na skupni smernici.

3.3 D’Alembertov aksiom

Ce zakona o gibalni koli¢ini in vrtilni koli¢ini uporabimo na sisteme, katerih elementi
v inercialnem sistemu mirujejo ali se gibljejo enakomerno premocrtno, dobimo za te

sisteme naslednji temeljni enacbi statike:
/dFa:O; /rxdFazo. (3.16)
(S) (S)

To pomeni, da sistem ohranja stanje mirovanja ali enakomernega gibanja le tedaj in

samo tedaj, ko sta vsoti zunanjih sil in njihovih momentov za ta sistem in vse njegove

NEWTONOVa formulacija: Vsaki akciji je vedno nasprotna enaka reakcija; ali vzajemno delovanje

med dvema telesoma je vedno enako in usmerjeno v nasprotne strani. (OP)
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podsisteme enaki ni¢. To stanje na splosno imenujemo stati¢no, saj je obravnava

ravnoteznih stanj v mehanskih sistemih naloga statike.

Ce sistem ni v staticnem ravnotezju, tj. Ce niso vsi dmt enaki ni¢, potem lahko
koli¢ino —dm ¥ obravnavamo kot silo, ki jo imenujemo vztrajnostna ali masna sila, in
postavimo

dF = dF, — dmf . (3.17)

S tem lahko enacbi (3.1) in (3.2) zapiSemo v obliki

/dF;:o; /rxdF;;:o, (3.18)
(9) ()

ki formalno ustrezata ena¢bama (3.16). Ce torej uvedemo pojem dinamicnega ravnotezja,

potem enacbi (3.17) in (3.18) izrazata naslednje:

Ce silam, ki se pojavijo v sistemu, dodamo vztrajnostne sile —dm ¥, potem lahko

vsak mehanski problem obravnavamo kot problem ravnotezja.
To je d’Alembertov aksiom, ki ga imenujemo tudi d’Alembertovo nacelo.

D’ALEMBERTov aksiom je enakovreden temeljnemu aksiomu, obravnavanemu v
razdelku 3.1. Izkaze se, da sta pri obravnavi mehanskih sistemov mozna dva bistveno
razlicna pogleda. Prvi, imenovan dinamicni pogled (BUDO [6]), temelji na nacelu, da sile
povzrocajo pospeske, kar je najbolj jasno izrazeno v NEWTONovem temeljnem zakonu.
Drugi, tako imenovani static¢ni pogled, obravnava koli¢ine —dm ¥ kot sile, imenovane
vztrajnostne sile, ki skupaj z drugimi silami vzpostavljajo ravnotezje. To je osnovna
ideja D’ ALEMBERTovega aksioma. Nas temeljni aksiom mehanike dopusca oba pogleda.
V primerjavi z NEWTONovimi aksiomi, obravnavanimi v razdelku 3.2, je nas Sirsi, saj
vkljucuje tudi nacelo rezov, ki je postulirano v razdelku 2.4. To nacelo je nujno za

obravnavo poljubnih mehanskih sistemov z uporabo NEWTONovih aksiomov.

3.4 Neinercialni sistemi, Galileievo nacelo relativnosti

Zdaj razis¢imo, kaksno obliko imata zakon o gibalni koli¢ini in zakon o vrtilni koli¢ini, v
koordinatnem sistemu, ki se giblje glede na inercialni sistem. Naj bo r krajevni vektor
masnega elementa v inercialnem sistemu z izhodis¢cem v O, r; krajevni vektor istega
masnega elementa, v sistemu, ki se giblje glede na inercialni sistem z izhodis¢em v O
in naj bo ro = r — r; krajevni vektor izhodis¢a O;, glede na inercialni sistem. Vektor
kotne hitrosti w oznacuje vrtenje gibljivega sistema, glej sliko 2/4. Za ¥ dobimo skladno

z enacbo (2.26) izraz

F=fitwxr+wx(wxr))+2wxr +1/. (3.19)
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Zakon o gibalni koli¢ini (3.1) tako dobi obliko:
/{dFa —dm [fo+wxri+wx (wxr)+2wxr +1/]} =0. (3.20)
(S)
Ta zveza se za poljubne sisteme poenostavi na enacbo
/ (dF, — dmr!) = 0 (3.21)
(S)

le v primeru, ko sta ¥y in w identi¢no enaka ni¢. V tem primeru iz zakona o vrtilni
kolicini sledi
/ (ro + 11) X (dFy — dmr!) = 0., (3.22)
(S)

Ce od te enatbe odstejemo enacbo (3.21), vektorsko pomnozimo z ry, dobimo
/ r % (dFy — dmr!') = 0. (3.23)
(S)

Razen uporabljenega simbola za ¢asovno odvajanje krajevnega vektorja in indeksa 1,
se enachi (3.21) in (3.23) ne razlikujeta od enacb (3.1) in (3.2). Za ¥y =0inw =0
sta torej oba koordinatna sistema enakovredna; oba sta inercialna sistema. Z drugimi
besedami:

Vsak opazovalni sistem, ki se glede na inercialni sistem giblje enakomerno premocrtno

(fg = const., w = 0), je prav tako inercialni sistem.

To je vsebina Galiletevega nacela relativnosti. 1z pogojev enakomernega gibanja
o =const., w=20,
dobimo iz enacbe (3.19) po dvakratnem integriranju
r =vot+r(0) +ry, (3.24)
ali v koordinatnem zapisu

T = Uxot + Xo (O) + 21
Y = vyt + Y0 (0) + y1 (3.25)
Z:UZ0t+Zo(O)+Zl.
Tu je
Vg =T = [Ua;o, Uyo, Uzo]

konstantna hitrost translacije sistema O; glede na sistem O in

Io (0) = [xO (O) » Yo (O> ) 20 (0>]



28 3.4. Neinercialni sistemi, Galileievo nacelo relativnosti

krajevni vektor koordinatnega izhodis¢a O; v ¢asu t = 0. Enacbe (3.24) 0z.(3.25)

predstavljata tako imenovano Galileievo transformacijo.

Kadar pogoja ¥y = 0 in w = 0 nista izpolnjena hkrati, tj. ne velja GALILEIeva
transformacija, se v zakonu o gibalni koli¢ini in zakonu o vrtilni koli¢ini pojavijo dodatni
cleni pospeska, ki jih je treba upostevati za sistem, ki je pospesen glede na inercialni
sistem. Toda tudi v tem primeru lahko zakona o gibalni koli¢ini in vrtilni koli¢ini
formalno izrazimo v obliki (3.1) in (3.2), ¢e dodatne ¢lene pospeska v enacbe (3.19),
pomnozene z —dm, obravnavamo kot sile, tako imenovane navidezne sile, in jih dodamo
k dF,. Izraz

—dm [fo+w X1 +w X (w X 171)]

imenujemo sistemska sila. Ce je w konstanten in izhodisce gibljivega sistema miruje, jo

imenujemo centrifugalna sila. CORIOLISOV pospesek, pomnozen z —dm
—dm 2w xr'y)

pa imenujemo Coriolisova sila.



Izreki mehanike

4.1 Izreki o skupni gibalni koli¢ini, vrtilni koli¢ini in energiji mehanskega

sistema

Aksiomi, obravnavani v poglavju 3, omogocajo neposredno izpeljavo splosnih izrekov
o obnasanju celotnega sistema. Iz teh izrekov bo jasno razviden velik pomen gibalne

koli¢ine, vrtilne koli¢ine in energije sistema.

4.1.1 Izrek o masnem srediScu
Masno sredisce, pogosto imenovano tudi tezisc¢e mehanskega sistema, je definirano s
svojim krajevnim vektorjem r,,:

fdmr

1
r fdm ms/mr (4.1)
(5)

kjer m oznacuje skupno maso sistema. Iz enacbe (4.1) po odvajanju po ¢asu in ob

upostevanju nespremenljivosti mase sledi:

p:/dmi':mr"m. (4.1)
(s)

Skupna gibalna koli¢ina sistema je torej enaka produktu skupne mase in hitrosti tezisc¢a.
Nadaljnji odvod da

p:/dm'r':mr'm. (4.3)

(S)
Oznac¢imo F, rezultanto vseh zunanjih sil, ki delujejo na sistem, potem po enachi (3.1)
velja
Fo= [ dF.= [dmi=mi,
() (S)

29
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In s tem

F, = m#i,, . (4.4)
Ce primerjamo enacbo (4.4) z NEWTONovim temeljnim zakonom, enacbo (3.7), pridemo
do izreka o masnem sredis¢u (teziséni izrek):

Masno sredisce (tezisce) mehanskega sistema se giblje, kot da bi bila v njem zdruZena

celotna masa in bi nanj delovale vse zunanje sile.

Ta izrek pod dolo¢enimi pogoji omogoca, da telesa kon¢nih razseznosti obravnavamo
kot masne tocke.

4.1.2 Izrek o ohranitvi gibalne koli¢ine in izrek o ohranitvi vrtilne kolicine
Iz enacb (4.3) in (4.4) za F, = 0 sledi tako imenovani izrek o ohranitvi gibalne kolicine
p=m¥, =0, p=mr, = const. (4.5)

za celoten mehanski sistem. To pomeni, da ¢e zunanjih sil ni ali ¢e njihova rezultanta
enaka nic, skupna gibalna koli¢ina ostaja konstanta, masno sredisc¢e pa se giblje enako-
merno premocrtno. Ta izrek ne pove ni¢esar o gibanju posameznih masnih elementov

sistema. Ti se lahko gibljejo tudi drugace.

Podoben izrek lahko izpeljemo iz enacbe (3.4) za skupno vrtilno koli¢ino mehanskega

sistema. Ce oznadimo
M, = /r x dF, (4.6)
(S)

kot rezultanto momentov vseh zunanjih sil in
L:/dL:/rxdmf (4.7)
(S) (S)
kot vrtilno koli¢ino sistema, ter upostevamo, da velja
L:/dL:/a(rxdmr):/(rxdmr+r><dmr):/rxdmr,
(S) (S) (S) (S)

dobimo iz enacbe (3.4):
M, = L. (4.8)
Ce zunanjih sil ni ali pa je njihov moment enak ni¢, sledi iz enacbe (4.8) izrek o ohranitvi

vrtilne kolicine

L=0, L =const. (4.9)
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4.1.3 Izrek o kineti¢ni energiji (zakon o ohranitvi energije)

Izhajamo iz zakona o gibalni koli¢ini, enac¢ba (3.1), ki ga za posamezni masni element

zapisemo v obliki

dF = dm¥. (4.10)

Indeks a pri sili je tukaj izpuscen iz istega razloga kot pri razlagi NEWTONovega aksioma
v razdelku 3.2. Po mnozenji enacbe (4.10) z diferencialno majhnim pomikom dr masnega

elementa na levi strani dobimo delo sile dF pri pomiku dr:
d(dW)=dF -dr =dm¥ -dr. (4.11)

Ce se masni element pod vplivom sile dF premika po krivulji C' (slika 4/1), potem je

delo, ki ga sila dF opravi na masnem elementu na poti od P; do P, skladno z enac¢bo
(4.11)

ro ro
dW:/dF-drzdm/'r'-dr. (4.12)

Slika 4/1. Delo sile dF pri gibanju masnega elementa po krivulji C'

Desno stran lahko preoblikujemo na naslednji nacin:

ro erf' ro dr V2 1 V2
.o o - _ . L . _ = 2
dm/r-dr—dm/dt dr—dm/dr dt—dm/v dV—Qdm/d(V)
ry ry ry Vi Vi

= ;dm (v§ — V%) = ;dm (Ug - 'U%) :

(4.13)
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Koli¢ino 1
dT‘::idn1v2 (4.14)

imenujemo kineticna energija masnega elementa. Iz enacb. (4.12), (4.13) in (4.14) sledi
izreka o kineti¢ni energiji:

dW = dTy — dT; . (4.15)
Z besedami:

Delo, ki ga sila dF opravi na masnem elementu, je enako spremembi kineticne

energije tega masnega elementa.

Z integracijo enacbe (4.15) ¢ez vse masne elemente sistema dobimo izrek o kineti¢ni

energiji za celoten sistema:

1
WU://ﬂFdrzi/ﬂng—ﬁ>:B—JL (4.16)

tj.
W=T,—T. (4.17)

Enacba (4.16) definira delo in kineti¢ne energije celotnega sistema. Pri doloanju
celotnega dela je treba pri integraciji upostevat vse sile dF, ki delujejo na masne

elemente, tj. vse notranje in zunanje sile celotnega sistema.

Zdaj obravnavamo primer, ko so vse sile, ki opravljajo delo na sistemu, v skladu z

enacbo (2.50) izhajajo iz potencialne funkcije. Potem za delo po enacbi (4.16) sledi:

W:/fﬂﬂmz—/fvwrﬂ
// (dx + dy ~|— dz(;?) dU

S P

(4.18)
——//Qidt)dU— //ldU—aﬂ%4
d
:—/d% dU, — /aUﬁ Uy~ U1+/—%t
Z vstavitvijo enacbe (4.18) v enacbo (4.17) dobimo
T+ Uy = ﬂ+m+/—m (4.19)

V primeru konservativnih sistemov, za katere velja

ou

= 0
ot ’
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sledi
T+ Uy =T + Uy

oz.
T + U = E = const. (4.20)

To je zakon o ohranitvi mehanske energije, ki ga imenujemo tudi zakon o ohranitvi

energije ali na kratko energijski zakon.

4.2 Nacela

4.2.1 Uvodna pojasnila

Kot je bilo zZe pojasnjeno v poglavju 3, zakona o gibalni koli¢ini in vrtilni koli¢ini, vzeta
kot temeljna aksioma skupaj z upostevanjem osnovnih pojmov prostora, casa, mase
in sile (poglavje 2), zadostujeta za obravnavo vseh problemov klasi¢ne mehanike, ¢e

poznamo posebne zakone sile dF = dF (r, 1, t).

Nalogo obravnave mehanskega sistema brez kakrsnihkoli idealizacij je treba Steti
za prakti¢no neresljivo. Ce 7e zanemarimo dejstvo, da klasi¢éna mehanika temelji na
idealiziranem modelu fizikalne realnosti, pa predvsem raznolikosti u¢inkov notranjih in
zunanjih sil ni mogoce na splosno zajeti. Obravnava posebnega problema s pomocjo

splosno veljavnih aksiomov je mogoca Sele po nadaljnji idealizaciji sistema.

Eden temeljnih pojmov v modelih mehanskih sistemov je toga vez. Ta pojem temelji
na predpostavki, da med posameznimi masnimi elementi ali med neskon¢nim Stevilom
teh elementov ter njihovo okolico obstajajo prostorske vezi, ki so povsem nespremenljive.
Upravic¢enost taksne predpostavke izhaja iz dejstva, da v doloc¢enih mehanskih sistemih
med nekaterimi masnimi elementi nastopajo le majhne spremembe leg, saj sile med
njimi preprecujejo vec¢je medsebojne premike. Pri idealizaciji taksne majhne spremembe
leg izenac¢imo z ni¢. Sile, ki na ta nacin vzpostavljajo toge vezi med masnimi elementi,
imenujemo wvezne sile. Teh sil ni mogoce doloc¢iti na podlagi zakonov sil, ki veljajo za
dejanski sistem, saj njihova odvisnost od fizikalnih lastnosti ni dolocena. Da jih lo¢imo

od ostalih sil, vse sile, ki niso vezne, imenujemo vtisnjene sile.

Uvedba veznih sil ima za virtualno delo v celotnem sistemu posledice, ki jih bomo
podrobneje obravnavali v nadaljevanju. Ce virtualni pomiki zadosSc¢ajo predpisanim

togim vezem, velja za virtualno delo veznih sil naslednja zveza

/ dF® . o1 > 0. (4.21)
(s)

Virtualno delo vtisnjenih sil, ki pri prehodu v togo vez postanejo vezne sile, lahko ob

poznavanju posebnih zakonov sil dokazemo kot pravilno. Vendar pa splosen dokaz ni
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mogo¢. Veljavnost neenakosti (4.21) je zato za sisteme s togimi vezmi treba obravnavati

kot aksiom.

Pri togih vezeh je treba razlikovati med tako imenovanimi enostranskimi in dvo-

stranskimi vezmi.

Naj bo dan poljuben nabor virtualnih pomikov dr, ki pripadajo masnim elementom
in so zdruzljivi z vezmi. Ce je ta nabor moZen tudi v nasprotni smeri (—dr), govorimo
o dvostranskih vezeh. Ce pa —dr ni zdruzljiv z vezmi za vse mozne nabore dr, taksne

vezi imenujemo enostranske vezi.

V primeru dvostranskih vezi v izrazu (4.21) velja enakost. Pravilnost tega izreka je
razvidna, ¢e predpostavimo, da je leva stran neenakosti (4.21) za neko dr pozitivna. Ce
nato or zamenjamo z —or, integral dobi negativno vrednost, kar vodi v protislovje. Pri
enostranskih vezeh pa izraza (4.21) ni mogoce bolj natanéno opredeliti.

Izkaze se, da neposredna uporaba temeljnega aksioma, tj. enacb (3.1) in (3.2), Se
posebej ob prisotnosti togih vezi, ni vedno najbolj ugodna. Vendar pa je iz njega mogoce
izpeljati izreke, ki so zaradi svoje matemati¢ne dodelanosti bolje prilagojeni dolo¢enim
nalogam. Ti izreki so splosno znani kot nacela mehanike. V nadaljevanju jih bomo,

skupaj z njihovo uporabo, podrobno obravnavali.

4.2.2 d’Alembertovo nacelo

Eno od temeljnih nacel mehanike je d’Alembertovo nacelo. Za njegovo izpeljavo

izhajamo iz temeljnega aksioma tj. enacbe (3.1) za posamezen masni element dm:
dF —dmi =0.
Ce ta izraz skalarno pomnozimo z virtualnim pomikom Jr, potem seveda velja
(dF — dm¥)-or=0.

To enacbo nato integriramo v STIELTJESovem smislu prek vseh masnih elementov
sistema in dobimo
/ (dF — dm#) - or = 0. (4.22)
(S)
Pri tem so dF vse notranje in zunanje sile, ki delujejo na posamezni masni element
sistema. Ce te sile nadalje razdelimo na vtisnjene sile dF® in vezne sile dF*), potem

iz (4.22) ob uposStevanju aksioma (4.21) dobimo:

/ (dF© — dm¥) - or = / dF® . 51 < 0
() (S)
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0Z.
/ (dF© — dm¥) - r < 0. (4.23)
(S)
Enacba (4.23) je D’ ALEMBERTovO nacelo v LAGRANGEvVi obliki (HAMEL [4]). V njej
se pojavljajo virtualni pomiki, ki niso ve¢ povsem poljubni; ustrezati morajo togim
vezem sistema. Prav tako kot v zvezi (4.21) velja znak enakosti, ¢e so prisotne zgolj
dvostranske vezi. V nadaljevanju bomo vedno predpostavljali prisotnost dvostranskih
vezi, razen ¢e bo navedeno drugace. Ce torej ni enostranskih vezi, velja D’ ALEMBERTOVO
nacelo v obliki
/ (dF© — dmF) - 6r = 0. (4.24)
(S)

Za izpeljavo tega nacela smo iz temeljnega aksioma uporabili zgolj zvezo (3.1). Zato
enacba (4.24) sama ni enakovredna celotnemu temeljnemu aksiomu, tj. enacbama (3.1)
n (3.2). To se kaze v tem, da je pri preuCevanju sistemov obi¢ajno treba uporabiti tudi
zakon vzajemnega delovanja za notranje sile (glej 3.2). Zveza (4.24) je sama po sebi
zadostna le v primeru, ko so vse notranje sile vezne sile, saj aksiom (4.21) vkljucuje

zakon vzajemnega delovanja za vezne sile.

Iz povedanega sledi, da sta D’ ALEMBERTovo nacelo v obliki (4.24) skupaj z izrekom
o vzajemnem uc¢inku za notranje sile povsem enakovredno temeljnemu aksiomu t;j.
enacbama (3.1) in (3.2). Ce ta dva izreka obravnavamo kot aksioma, potem na enak

nac¢in kot zakona o gibalni in vrtilni koli¢ini omogocata izgradnjo mehanike.

4.2.3 Nacelo virtualnega dela

Za sisteme, katerih masni elementi niso pospeseni, iz D’ALEMBERTovega nacela v

LAGRANGEVi obliki izhaja nacelo virtualnega dela :

W = /dF(e) T =0. (4.25)

V statiki preucujemo sisteme, ki glede na inercialni sistem mirujejo ali pa so v stanju
enakomerno premocrtnega gibanja. Nacelo virtualnega dela lahko torej razumemo kot

splosno nacelo statike.

Posebej pomembni so sistemi, pri katerih vtisnjene sile izhajajo iz potenciala. Zanje
velja, skladno z dF® = —grad (dU) [gl.enacbo (2.46)]:

W — /dF /grad (dU) /5 (dU)

(5)
:_/d(éU):_(SU:(]
()
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tj.
SU=0. (4.26)

Pri tem je treba tukaj simbol § razumeti kot znak variacije v smislu variacijskega racuna.

0U torej predstavlja prvo variacijo potencialne energije U.

4.2.4 Hamiltonovo nacelo

Iz D’ ALEMBERTovega nacela (4.24) lahko izpeljemo se eno nacelo, ki ima pomembno
vlogo pri uporabi in temelji na osnovnih pojmih dela in energije. Za njegovo izpeljavo

zactnemo 7z enacbo (4.24), ki jo lahko zapisemo v obliki:

/ dm¥ - or = / dF© . by, (4.27)
() ()

Desna stran enacbe (4.27) predstavlja virtualno delo, ki ga vtisnjene sile opravijo
na celotnem sistemu pri virtualnih pomikih posameznih masnih elementov celotnega

sistema. Ozna¢imo ga z dW©:

SWE) = / dF© . or. (4.28)
(s)

Levo stran enacbe (4.27) lahko preoblikujemo na naslednji nacin:

/dmi‘-ér:d/dmi‘-ér—d/;dmi‘2+/dmi‘-M. (4.29)
S

Veljavnost te zveze zlahka preverimo z odvajanjem prvega integrala na desni strani.

1
/ —dm 72
2

(5)

Ker pa je v skladu z (4.14) integral

kineticna energija celotnega sistema, je
1
5 / Sdmi* = oT (4.30)
(S)

sprememba kineti¢ne energije sistema. Skladno z ena¢bami (4.28), (4.29) in (4.30),

dobimo iz enacbe (4.27) tako imenovano posploseno Lagrangevo centralno enacbo:

d ) B 1 .5 ) . dor
ﬁ/dmr-dr—é/idmr —|—/dF-(5r—/dmr~<5r—dt>
(9) (9) (9) (9)

s (4.31)
= 6T + oW — /dmf~ <51‘~— r)
()

dt
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Integracija LAGRANGEve centralne enacbe po ¢asu med dvema poljubno izbranima

casoma t; in t9 privede do naslednjega rezultata:

to

/(5T+5w<e>) dt = /dmf~ et +//dmr <5r— dg) dt.  (4.32)

t1 (S) t1 (S)
To je najsplosnejsa oblika Hamiltonovega nacela .

Virtualni pomiki predstavljajo poljubno diferencialno spremembo lege sistema, ki je
v vsakem trenutku znotraj intervala t; < ¢ < t5 povsem poljubna. Torej, v sploSnem
vsakemu Casu t pripada drugac¢na vrednost dr. Dogovorimo se, da v Casih ¢; in ¢y ni

virtualnih pomikov, tj. postavimo
or (t;) = or (t2) =0, (4.33)

pri Cemer prvi Clen na desni strani enacbe (4.32) izgine. Poleg tega predpostavimo, da

sta za krajevni vektor zamenljivi operaciji 0 in d:

ddr — dor = (51‘ - ddr) dt = 0. (4.34)
dt

Pri uporabi prikazani v nadaljevanju, bomo videli, da ima nezamenljivost obeh opera-

torjev pomembno vlogo pri doloc¢enih sistemih s konénim stevilo prostostnih stopenj.

Pogoji za zamenljivost so podrobno opisani v poglavju 5.2. Z upostevanjem (4.33) in

(4.34) dobimo iz enacbe (4.32) HAMILTONovo nacelo v obliki

to
/ (57 +6W®) dt = 0. (4.35)

t1

Kot je razvidno iz izpeljave, se tu razlikuje pomen simbola ¢ v izrazih 67 in 61
V prvem primeru ima § natanko tak pomen kot znak variacije v variacijskem rac¢unu.
Tako je 67 prva variacija kineti¢ne energije T sistema. Nasprotno pa dW® oznacuje
virtualno delo vtisnjenih sil in ga je treba razumeti kot enoten simbol. Na splosno ni
mogoce obravnavati 61 © kot variacijo dela W® vtisnjenih sil. Da bi poudarili te
razlike, nekateri avtorji, na primer HAMEL [4] in BUDO [6], v izrazu za virtualno delo

vtisnjenih sil namesto & uporabljajo znak &', za samo virtualno delo pa &' W)

Posebnega pomena so sistemi, pri katerih je vtisnjene sile mogoce izpeljati iz

potenciala. Z upostevanjem enacbe (2.26) izhaja iz enacbe (4.28)

W — /dF /grad (dU) /5 (dU)

) (4.36)
S / d(5U) =
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Poudarjamo, da ta predstavitev velja tako za konservativne sisteme kot tudi za sisteme,
v katerih imajo vtisnjene sile ¢asovno odvisen potencial (za ve¢ podrobnosti glej poglavje
2.4.). V enacbi (4.36) predstavlja U prvo variacijo potencialne energije U sistema. 1z
enacbe (4.35) sledi z enac¢bo (4.36) HAMILTONovo nacelo za sisteme, v katerih imajo

vtisnjene sile potencial:

to to to
/ (67 +6W ) dr = /(5T _§U) dt = /5 (T — U)dt = 0. (4.37)
t1

t1 t1

Ce uvedemo tako imenovano Lagrangevo funkcijo (imenovano tudi kinetiéni potencial)
L=T-U (4.38)

in uporabimo zamenljivost integracije in variacije, dobimo

/5Ldt:5/Ldt - (4.39)

0Z.

/Ldt = stac. (4.40)

V obliki enacb (4.39) oziroma (4.40) HAMILTONovo nacelo postane problem ekstremnih

vrednosti v smislu variacijskega racuna, tj. variacijsko nacelo.

4.2.5 Jourdainovo nacelo in Gaussovo nacelo najmanjse prisile

Za sisteme z zapletenimi vezmi D’ ALEMBERTovo nacelo ni primerno (za ve¢ podrobnosti

glej 5.2.2.). Bolj primerna sta Jourdainovo nacelo in Gaussovo nacelo najmanjse prisile.
Namesto aksioma (4.21), ki v primeru dvostranskih vezi zahteva ni¢nost skupnega
virtualnega dela veznih sil, JOURDAINovo nacelo predpostavlja
/dﬁ”ﬁ%:q (4.41)
(S)
GAUSSsovo nacelo pa
/dF@-Mrzo (4.42)
(S)
Za oznako Jourdainove variacije uporabljamo simbol &’ za katero velja

dr=0, 0t=#0, §t=0. (4.43)
Simbol ¢” je oznaka Gaussove variacije za katero je

§'r =8t =0, &F#£0, §'t=0. (4.44)
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To pomeni, da JOURDAINova variacija primerja sisteme z enako lego, vendar razlicnimi
hitrostmi, medtem ko GAUSSova variacija primerja sisteme z enako lego in hitrostjo,

vendar razli¢nimi pospeski.

Podobno kot pri izpeljavi D’ ALEMBERTovega nacela v razdelku 4.2.2, v enacbo
(4.22) namesto or vstavimo ¢t oziroma ¢"¥. Za dvostranske vezi ob upostevanju enach
(4.41) in (4.42) dobimo JOURDAINovo nacelo

/ (dF© — dm) - 't = 0, (4.45)
(9)

oziroma (GAUSSovo nacelo
/ (dF© — dm¥) - 8" = 0. (4.46)
(9)

Oc¢itno je, da sta obe naceli za proste sisteme zaradi poljubnosti §'t oziroma §"%
identi¢ni z D’ ALEMBERTovim nacelom. Kot bomo videli v razdelku 5.2.2, se dodatne
moznosti uporabe za vezane sisteme pojavijo le, ko so prisotne tako imenovane nelinearne

neholonomne vezi.

Neodvisnost sil od pospeskov, obravnavana v razdelku 2.4, omogoca formulacijo
GAUssovega nacela (4.46) kot ekstremalnega nacela. Ce simbol §” razumemo kot
variacijski simbol in ga uporabimo na vtisnjene sile, potem velja na podlagi GAUSSove
variacijske predpostavke (4.44)

OdF ) 5 OdF )
or or

Zaradi tega je v enacbi (4.46) mogoce znak variacije zapisati pred integral, kar izrazimo

kot: )
dF©) dF©)
o" [ dm (i - =2 [dm i - 5
dm dm
(S) () (4.48)
— -2 / (dF© — dm¥) - 5"F = 0
(S)
Ta ugotovitev je enakovredna zahtevi, da mora imeti integral na levi strani enacbe

§"dF© = §"dF© (r,t,t) = 5" = 0. (4.47)

(4.48) ekstrem. Ker ta izraz predstavlja pozitivno definitno kvadratno formo, je to

minimum. Nacelo je torej mogoce zapisati v obliki

F\?
7= /dm (r _d ) — min, (4.49)

0Z.

8'7Z =0. (4.50)
Koli¢ino Z imenujemo prisila, nacelo v obliki (4.49) ali (4.50) pa GAuUSsSovo nacelo
najmanjse prisile. Ponovno poudarjamo, da je pri oblikovanju Z nujno upostevati

pravila variiranja, podana z enacbama (4.44).
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Sistemi s konc¢nim stevilom prostostnih stopenj

5.1 Modeli s kon¢nim stevilom prostostnih stopenj

V poglavju 2.3 je bilo Ze pojasnjeno, da se raziskovanje gibanja mehanskih sistemov
vedno nanasa na modele teles. Med drugim so bili omenjeni masna tocka in togo telo.

Te modele bomo zdaj podrobneje obravnavali.

Realno telo je mogoce idealizirati kot masno toc¢ko, kadar so njegove dimenzije glede
na sistem kot celoto zadostno majhne ali kadar ne izvaja rotacijskega gibanja okoli
svojega masnega sredisca in kadar medsebojno gibanje njegovih elementov ni pomembno.
V takih primerih je vrtilna koli¢ina, povezana z masnim srediS¢em, zanemarljivo majhna
ali enaka ni¢. V skladu z enacbo (4.4) je to enakovredno redukeiji telesa na njegovo
masno sredisce. Vec¢ taksnih teles, ki medsebojno delujejo, je mogoce obravnavati kot

sistem masnih tock.

Telo, katerega mere glede na celotni sistem niso majhne in katerega vrtenja okoli
osi skozi masno sredis¢e ni mogoce zanemariti, je mogoce reducirati na model togega
telesa, Ce so spremembe razdalj med njegovima poljubnima elementoma tako majhne,

da jih lahko pri obravnavi problema privzamemo kot enake nic.

Ce je sistem sestavljen iz vecC teles, za katera so izpolnjeni navedeni pogoji, je mozna
redukcija na sistem togih teles. V taksnem primeru lahko med togimi telesi sistema
obstajajo brezmasne vezi, ki praviloma niso toge, na primer elasti¢ne vzmeti. Pogosto

se uporabljajo tudi sistemi, sestavljeni iz togih teles in masnih tock.

5.2 Kinematika sistemov s kon¢nim stevilom prostostnih stopenj

5.2.1 Kinematika holonomnih in linearno neholonomnih sistemov

Naj bo dan mehanski sistem, sestavljen iz koncnega stevila masnih elementov ali

neskon¢no mnogih masnih elementov, med katerimi obstajajo taksne vezi, ki omogocajo,

41
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da je lega sistema v vsakem trenutku enolicno doloc¢ena s kon¢énim stevilom parametrov
q;- Krajevni vektor vsakega masnega elementa je nato mogoce izraziti kot funkcijo teh

parametrov, tako imenovanih posplosenih koordinat, v obliki:
r=r(q,q,....q51). (5.1)

Posplosene koordinate g; so sprva neznane funkcije ¢asa.

Gibanje vsakega masnega elementa in s tem gibanje celotnega sistema je popolnoma
opisano, ¢e je mogoce posplosene koordinate ¢; izraziti kot funkcije Casa, saj so krajevni
vektorji r podani z enacbo (5.1).

Ce je za popoln opis gibanja sistema potrebnih natanko f posplosenih koordinat
¢1,92, - --,qf, potem je f Stevilo prostostnih stopenj sistema. Vcasih je smiselno uvesti

ve¢ posplosenih koordinat, kot ima sistem prostostnih stopenj:
r:r(q17q27"'7qn7t)' (52)

V tem primeru med posplosenimi koordinatami obstajajo pogojne enacbe — imeno-

vane tudi vezi — ki imajo obliko

fp(Ql>q27"'aQ7lat):0; p:1,2,...,r:n—f. (53)

Z izracunom totalnih diferencialov f, dobimo linearne zveze med diferenciali posploSenih

koordinat:

af, f,
df, = =2dg; + —Ldt = a,; dg; dt =0,
I = G0+ ¢ U = i i+ o (5.4)
p:172",,,r; Z':]_,27...,n
kjer velja
of af
aq]; :api(ql,qg,...,qn,t); aitp:apO(qMQQw”a%%t)'

Za poenostavitev zapisa smo uporabili EINSTEINov dogovor o seStevanju. Ta doloca,
da je v primerih, ko se indeks v zmnozku pojavi veckrat, treba sesteti po tem indeksu v
predpisanih mejah. V nadaljevanju bomo ta dogovor o sestevanju vedno uporabljali. V

izjemnih primerih bomo indekse, ki se ne sestevajo, navedli v oklepajih.

Koeficienta a,; in a,o izpolnjujeta pogoje integrabilnosti, tj. velja:

dayi  Oapj _ 0
dq; dg; N
aapi - 8Clp[) —0 (55)

To izhaja iz veljavnosti SCHWARZovega pravila o enakosti mesanih odvodih za funkcije

fo
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Pogojne enacbe v obliki (5.3), v katerih se poleg Casa t pojavljajo le posploSene
koordinate g;, ne pa tudi njihovi odvodi po casu, imenujemo holonomne pogojne enacbe.
Poleg tega jih imenujemo skleronomne, ¢e v njih ¢as ne nastopa eksplicitno, sicer jih
imenujemo reonomne. Mehanski sistem pa lahko imenujemo skleronomen le, ¢e ni
reonomnih pogojnih enacb in ¢e krajevni vektorji masnih elementov niso eksplicitno

odvisni od c¢asa.

V splosnem primeru se v pogojnih enacbah poleg posplosenih koordinat lahko
pojavijo tudi njihovi prvi ¢asovni odvodi ¢;, tako imenovane posplosene hitrosti ali

koordinate hitrosti. Takrat imajo obliko

Op (1,925 -, Gns @1, G5 - -, Gnyt) =0, p=1,2,...,s. (5.6)

in jih imenujemo neholonomne pogojne enacbe. Razlikujemo tudi med skleronomnims
in reonomnimi neholonomnimi pogojnimi enacbami. Med neholonomnimi pogojnimi

enacbami so posebej zanimive tiste, ki so linearne v koordinatah hitrosti. Ker velja
dg; = ¢; dt,
lahko pogoje (5.6) po mnozenju z dt zapisemo v obliki:
©p dt = aydg; + aydt = 0. (5.7)

Tako kot pri enacbi (5.4) so tudi tu koeficienti a,; in a,y odvisna od posplosenih koordinat
¢; in Casa t. V nasprotju z enacbo (5.4) pa koeficienti v enacbi (5.7) ne izpolnjujejo
vseh pogojev integrabilnosti (5.5). Ce bi jih izpolnjevali, bi bilo mogoce enacbo (5.6)
reducirati na obliko (5.3). Zato tudi ni mogoce zmanjsati Stevila potrebnih posplosenih

koordinat s pomoc¢jo neholonomnih pogojnih enach.

Pogojne enacbe (5.4) oziroma (5.7) omejujejo dejanske moznosti gibanja sistema.
Zahtevamo lahko, da virtualni pomiki prav tako izpolnjujejo te pogoje. Ustrezne pogojne

enacbe za virtualne pomike imajo zaradi 6t = 0 obliko:
apidq; = 0. (5.8)

Tovrstne pogojne enacbe ustrezajo dvostranskim vezem, definiranimi v tocki 4.2.1.
Predpostavimo Se, da v mnozici vrednosti posplosenih koordinat ¢; ne obstaja kombina-
cija, za katero bi vsi koeficienti a,; (¢1, g2, - - -, ¢n) v eni od teh enacb izginili. Pogoje,
ki teh predpostavk ne izpolnjujejo, bomo imenovali izrojeni. Za holonomne sisteme

koeficienti a,,; izpolnjujejo pogoje integrabilnosti:

8am- _ 8apj

=0.
5%’ dq;
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Ce virtualne pomike podvrzemo pogojem (5.8), sledi, da operatorja d in 0 za
neholonomne sisteme nista zamenljiva, medtem ko sta za holonomne sisteme vedno

zamenljiva. To lahko pokazemo na naslednji nacin. Ce uporabimo operator d na enacbo
(5.7), dobimo:

Oy, Dayg
8q; dg; + a0 (dg;) + —=26q; dt = 0. 5.9
aqj J P ( ) 8%‘ J ( )
Z uporabo operatorja d na enacbo (5.8) dobimo:
Oay, Oay,
D, 2015+ @ (0g:) + —5,~0q (5.10)

Ce oblikujemo razliko ena¢b (5.9) in (5.10) ter zamenjamo indeksa sestevanja i in j v

prvih dveh ¢lenih zadnje enacbe, dobimo:

Oay;  Oay, Oayy  Oay,
: — dq; dg; 2 P Gg;dt i (0d —db) q; = 0. 5.11
Izrazi v oklepaju prvih dveh ¢lenov v enacbi (5.11) v skladu z enacbo (5.5) odpadejo samo,
¢e so izpolnjeni pogoji integrabilnosti, kar pa za vse izraze v neholonomnih sistemih ne

velja. Poleg tega, ker lahko d¢; izberemo poljubno, je enacba (5.11) izpolnjena le, ¢e

velja:
Oa,;  Oay; da,y  Oay;
i (0d — db) q; = — ( g p]>5q~dqi+< L _m) dg; dt| #0,
i ) { dg;  9q )V dq; ot )V (5.12)
p=12...,s8; 4,5=12 ... n.
To je s nehomogenih linearnih enacb za n izrazov (dd — dd) q;, 1 = 1,2,...,n. Zato

lahko n — s teh izrazov izberemo poljubno, tj. lahko jih izena¢imo z ni¢. Ostalih s
izrazov je nato mogoce enolicno dolociti, pri ¢emer ti izrazi praviloma niso enaki nic¢. Iz

tega sledi, da za s posplosenih koordinat ¢; ne velja zamenljivost operatorjev d in d.

To pomeni, da prav tako velja:
ddr # dor.

Za dokaz te trditve pokazemo, da iz enacbe (5.1) sledi:

or or
in 5
r
or = —0¢;.
' 0 1
Nadalje sledi:
2 2
Sdr = ﬂdqiaqj g+ 2 i g,

0q;0q; dq; Otdq;
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in
0°r or 0%r
dor = —2 5 Sq.dg; + - 6dg; + ———
" D0, T 96, T g0t

Ce uporabimo SCHWARZovo pravilo o enakosti mesanih odvodov in zadnji dve enacbi
medsebojno odstejemo, dobimo:

or

(3d — do)r = 5

(6d — dé) ¢; (5.13)

Ker vsi ¢leni na desni strani enacbe (5.13) ne izginejo, je trditev dokazana.

Druga moznost je, da izpolnitev pogojev v obliki enac¢be (5.7) zahtevamo le dejanske
pomike. Virtualni pomiki potem na splosno ne izpolnjujejo ustreznih pogojev v obliki
enacbe (5.8). V tem primeru sta tudi za neholonomne sisteme operatorja d in §
zamenljiva za vse posploSene koordinate. Vendar pa sile, pogojene z enacbami (5.7),
pri virtualnih pomikih opravijo virtualno delo, kar je treba pri uporabi raznih nacel

upostevati.

5.2.2 Splosne pogojne enacbe

Zdaj si oglejmo primer poljubnih pogojnih enacb (5.6), ki so nelinearne v koordinatah
hitrosti. Te pogojne enacbe dolo¢ajo omejitve za dejanska gibanja. V tem primeru ni
mogoce podati pogojnih enac¢b med virtualnimi pomiki v obliki (5.8). Z uporabo pojma
Jourdainove variacije, skladne s pogoji (4.43), pa lahko navedemo zveze za virtualne

hitrosti ¢§'¢;, ki so podobne ena¢bam (5.8).

Najprej ugotovimo, da so spremenljivke §'¢g; lahko enake ni¢, saj iz enacb (5.2) in
(4.43) sledi:

or

oll

Zato z uporabo operatorja ¢’ na enacbo (5.6) dobimo zvezo:

5, = %‘Z?’a’qi —0. (5.15)

Ce so poleg pogojnih enach (5.6) prisotni tudi holonomni pogoji, ki ustrezajo enacbi
(5.3), jih je pred uporabo JOURDAINove variacije treba totalno odvajati po casu. Tako

dobimo:
. 0 0
fp afPQz + a'];p = 07
.o, O 08 g, = O (516)
¢ e Yip / _



46 5.2. Kinematika sistemov s konénim Stevilom prostostnih stopenj

Podobno JOURDAINovo variacijo vektorja hitrosti oblikujemo s pomocjo enacbe (5.2):

. Or Or
r= @Qi + o
5 — or 5/q _ i (arq N ar> /q" _ or (slq (517)
dg; " 9¢; \ g Ot "oog

Tudi variacija po GAUssu, skladna s pogoji (4.44), omogo¢a obravnavo pogojnih

enacb v obliki (5.6). Pri tem sta koli¢ini 6”¢; in §”¢; enaki ni¢, kar sledi iz:

or
'r = 8q; = 1
r 94, g =0 (5.18)
or or
3 = 8" q; 8"q; = 0. 1
r 9 g + 90 q (5.19)

Podobno kot pri izpeljavi enacb (5.15) do (5.17) dobimo ob uporabi GAUSSove variacije

naslednje zveze:

: OPp .. 0Py .
5" _ P56 — PG — 9
: O0fp . Ofs .
5// — p(sl/ ; = p5// ;= 21
or or
"e "e o _ "ei. 929
0'F aqzd qi an qi (5 )

Vidimo, da bi z uporabo GAuUSSove variacije lahko obravnavali tudi pogojne enacbe
v obliki:

wp (q17 q2; -, qn, Q17 qQ? s 7QTL7 (jlu qQ? cee 7qn7t) =0. (523)
Pogojne enac¢be med virtualnimi pospeski bi bile:
o
6", = =L0"G; = 0. 5.24

Mehanski sistemi, za katere veljajo pogoji v skladu z enac¢bo (5.23), HAMEL [4] imenuje
neholonomni sistemi drugega reda. Vendar vezi, ki vkljucujejo pospeske, nasprotujejo
aksiomu, ki pravi, da sile, vkljuéno z veznimi silami, ne morejo biti eksplicitno odvisne od
pospeskov (glej tudi 2.4). Zato menimo, da se taksne pogojne enacbe pojavijo kvecjemu
kot posledica eliminacijskih postopkov in se jim je zato mogoce vedno izogniti. V skladu
s tem lahko sisteme, za katere veljajo pogoji v skladu z enac¢bo (5.6), obravnavamo
ze 7z uporabo JOURDAINove variacije. Vendar pa uporaba (GAUSSove variacije ponuja

prednost, saj omogoca formulacijo GAUSSovega nacela kot ekstremalnega nacela.

5.2.3 Kvazihitrosti, kvazikoordinate

Na tem mestu zelimo predstaviti pojma kvazihitrost in kvazikoordinata. Naj obstaja

linearna kombinacija posplosenih koordinat hitrosti ¢; v obliki:

Ww; = aiij + a;o, Z,j = 17 2, .o, N (525)
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Koeficienti a;; in a;o so v splosnem funkcije posplosenih koordinat ¢; in ¢asa t. Poleg

tega predpostavimo, da so enacbe (5.25) med seboj linearno neodvisne, tj. velja:

Spremenljivke w; lahko obravnavamo kot nove hitrostne koordinate le, ¢e desna stran
enacbe (5.25) predstavlja totalni odvod po casu. To velja, Ce koeficienti a;; in a;o

izpolnjujejo pogoje integrabilnosti:

%_aaik_o

O 04 (5.27)
Oaij Ot _ k19 n |
8t aq] - Y 7]7 Ty Ay ey IO

Naj bo:
w; = 7:ri7
pri cemer lahko spremenljivke 7m; obravnavamo kot nove posplosene koordinate. Ce pa

enacbe (5.27) niso izpolnjene, spremenljivke w; imenujemo kvazihitrosti. Integrali
t
mi(t) = / Wi dt + (L) (5.28)
to

niso odvisni samo od stanja sistema, oznacenega s q1, ¢, - - - , ¢n, V ¢asu t, temvec tudi od
integracijske poti. Ker m; niso ve¢ dejanske koordinate, jih imenujemo kvazikoordinate.
Ce zahtevamo, da kvazikoordinate ne opisujejo le dejanskih, temvec¢ tudi virtualnih

stanj sistema, iz enacbe (5.25) ne sledi le:
dﬂ'i = Qi dqj —+ a;o dt, (529)

temve¢ tudi:
67TZ' = Q45 5QJ (530)

Ce tvorimo razliko (8d — dé)m;, dobimo:

aaij 8aik aaio aaik
_ a(Sd — _ _ . U (531
(0d — do)ym; — a;;(6d — do)q; < m m > dqrdq; + ( m " ) dqrpdt. (5.31)

Ker kvazikoordinate na desni strani enac¢be (5.31) ne odpadejo, lahko sklepamo, da je

zamenljivost operatorjev d in § mogoca le za m; ali za g;.

5.3 Ravnotezne lege sistemov s kon¢nim stevilom prostostnih stopenj

Preden se lotimo raziskovanja gibanja mehanskih sistemov, obravnajmo ravnotezne
lege takih sistemov. Ravnotezna lega je vsaka lega, v kateri lahko sistem pod vplivom

vtisnjenih in veznih sil ostane v mirovanju. Pri tem ne zahtevamo, da je koordinatni
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sistem, na katerega se nanasajo krajevni vektorji r; masnih elementov, inercialni sistem.
Najprej izpeljemo nacelo virtualnega dela za poljuben koordinatni sistem. V ta namen
izhajamo iz D’ ALEMBERTovega nacela, tj. enacbe (4.24):

/ (dF© — dm) - v = 0. (5.32)
(5)

Pri tem je ¥ drugi odvod krajevnega vektorja po ¢asu, ki se nanasa na inercialni sistem.
Zveza med tem tako imenovanim absolutnim pospeskom in relativnim pospeskom a,., ki

se nanasa na poljubno gibajo¢i se koordinatni sistem, je glede na ena¢bo (2.26):
f=a;+a.+a,. (5.33)
V skladu z enacbo (2.18) velja:
r=rg+r;

in ker se izhodisce gibljivega koordinatnega sistema, oznacenega z ry, ne spreminja, je
o¢itno:

or = Ory. (5.34)
Z enacbama (5.33) in (5.34) dobimo iz enacbe (5.32):

/S [dF© — dm (a; +a. +a,)| - 61, = 0. (5.35)

Ce vztrajnostni sili, tj. sistemsko silo in CORIOLISovo silo, zdruzimo z vtisnjenimi
silami dF® v silo:
dF* = dF) — dma; — dma,, (5.36)

dobimo D’ ALEMBERTovo nacelo glede na poljubni gibljiv sistem:
/ (dF* — dma,) - or; = 0. (5.37)
S

V skladu z zgoraj podano definicijo ravnotezne lege mehanski sistem ostane v mirovanju
glede na gibljiv koordinatni sistem, Ce sta relativna hitrost v, in relativni pospesek
enaka ni¢. V tem primeru se nacelo virtualnega dela za poljubno gibajoc¢i se koordinatni
sistem glasi:

SW* = /S dF* - 61, = 0. (5.38)

Opozoriti je treba, da je v tem primeru:
dF* = dF© — dmay, (5.39)

saj a, = 2w X v, zaradi v, = 0 odpade.

Pri sistemih s kon¢nim stevilom prostostnih stopenj so krajevni vektorji odvisni od
kon¢no mnogo posplosenih koordinat, ki jih izberemo tako, da r; ni eksplicitno odvisen
od Casa:

rq :1'1(917(]2;---7%)' (540)
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Taksna izbira posplosenih koordinat, ki je vedno mogoca, se zdi najprimernejsa pri

preucevanju ravnoteznih leg. Iz enacbe (5.40) sledi:

)
oty — (;(]jéqi, i=1,2,...,n. (5.41)

Virtualno gibanje je lahko omejeno z r holonomnimi in s neholonomnimi pogoji oblike:
ayidq; =0, 1=1,2,....n; p=12,....r+s. (5.42)

Ce enacbo (5.41) vstavimo v enacbo (5.38), dobimo:

SW* = (/ dF* - grl
S qi

Iz integrala lahko izpostavimo dg;, saj jih je treba obravnavati kot konstantne glede na

integracijo prek masnih elementov sistema. Kolicine

Y ]
Qi = /S dF 9 (5.44)

imenujemo posplosene vtisnjene sile, saj pomnozene z virtualnimi spremembami po-

splosenih koordinat dajo virtualno delo:
W™ = Q7 dq;. (5.45)

Ce je ¢; dolzinska koordinata, je Q7 sila, ¢e je ¢; kotna koordinata, pa moment. Q7 so

na splosno odvisne od vseh ¢; in Casa t.

Iz nacela virtualnega dela v obliki:
W™ =Q7:6g; =0 (5.46)

Se ne sledi splosno izni¢enje posplosenih sil @7, saj dg; zaradi enacbe (5.42) niso medse-
bojno neodvisne. Ce enacbi (5.46) pristejemo pogoje (5.42), pomnoZene z neznanimi
mnozitelji A, dobimo:

Pri tem je r 4+ s virtualnih pomikov medsebojno odvisnih, preostalih n — (r 4 s) pa
medsebojno neodvisnih. Neznane mnozitelje A\, dolo¢imo tako, da koeficienti, pripadajoci
r + s virtualnim pomikom, odpadejo. Tudi preostali n — (r + s) koeficienti morajo biti
enaki ni¢, saj so pripadajoci virtualni pomiki zdaj poljubni. Enac¢ba (5.47) tako vodi do

pogojev ravnotezja sil v obliki:

Qf + My =0, 1=1,2,...,n; p=12,....,r+s. (5.48)
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Za fizikalno interpretacijo mnoziteljev A\, predpostavimo, da virtualni pomiki d¢; ne
izpolnjujejo pogojnih enacb (5.42). V tem primeru, kot je navedeno v tocki 4.2.1, vezne
sile opravljajo virtualno delo, zato moramo namesto enacbe (5.43) zapisati:

Ory
0

Sedaj uvedemo posplosene vezne sile, ki so definirane z:

SW* + 6w = / (aF* +dF@) - T 6q, = o, (5.49)
S

QY = /S dF ) . g;l (5.50)
Z enacbama (5.44) in (5.50) se enacba (5.49) preoblikuje v zvezo:
(Qr + Q) dg; = 0. (5.51)
Ker so dg; poljubni, sledi, da se njihovi koeficienti iznicijo:
Q +Q =0 (5.52)
Primerjava enacbe (5.48) z enacbo (5.52) daje:
Q) = N\ap. (5.53)

Vsak ¢len v vsoti A\pa,; predstavlja delez vezne sile QZ(Z), ki ga povzroci p-ti pogoj.

Koli¢ina QEZ) je tako posplosena vezna sila, ki pripada ¢-ti koordinati g;.

Posebno poenostavitev dosezemo, ¢e so vtisnjene sile konservativne in vztrajnostnih

sil ni, ali pa so tudi te konservativne. V tem primeru v skladu z enac¢bo (2.51) velja:
dF* = =V (dU™).

Iz enacbe (5.44) tako dobimo:

ory d(dU*) Ory a(dU™) ou*
< /S Vi) dq; /s ory g /s dq; dq; (5:54)
Ravnotezni pogoji (5.48) nato dobijo obliko:

Ce so prisotne zgolj holonomne pogojne enacbe, lahko koeficiente a,,; interpretiramo kot

delne odvode funkcije f,(q1,¢2,...,¢s) = 0:

ofp
Qp; = aiql

V tem primeru iz enacbe (5.55) dobimo:
ou* ofy

—— A =0
dg; * paQi 7
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OZ.

0
dq;

Opozoriti je treba, da so mnozitelji A, lahko funkcije ¢;. Kljub temu je zapis enacbe

(=U"+XM\fp) =0, i=1,2,....n; p=12,...,7r+s. (5.56)

(5.56) mogo¢, saj zaradi f, = 0 velja:

) L of, oA,
dq; o) =2 oq  Oq

(5.57)

Enak rezultat dobimo, ¢e izhajamo iz nacela virtualnega dela v obliki (4.26) in ga

obravnavamo kot ekstremalno nacelo z omejitvami:

fr=0.

Pri tem je treba upostevati, da je potencial vztrajnostnih sil vkljuéen v U.

Za dolocitev ravnoteznih leg imamo na voljo n enachb (5.48) ali, zlasti za konservativne
holonomne sisteme, enacbe (5.56) in 7 holonomnih pogojev (5.42), ki jih lahko zapisemo
v obliki:

fp<q1>q27--'7Qn):Oa p:172>"'77n' (558)

Kolicine Q7, ki se pojavljajo v teh enacbah, so lahko odvisne od posplosenih koordinat
in c¢asa, medtem ko so a,; funkcije zgolj posploSenih koordinat.
Ce velja

n—(r+s)=k>0,

je mogoce A, dolociti iz 7+ s enacb (5.48) ali (5.56) kot funkcije ¢; in Casa t. Iz preostalih
k enacb lahko A, izlo¢imo, kar vodi do k zvez med posplosenimi koordinatami in casom:

hu(Qlaq2a'-'7qn;t) :Oa H= 172a"'7k' (559)

Zveze (5.58) in (5.59) predstavljajo n — s pogojev za ravnotezne lege sistema. Glede na
lastnosti teh enacb lahko ravnotezne lege ne obstajajo, obstaja ena, vec¢ ali neskonéno
mnogo resitev. Ravnotezne lege so zgolj tiste resitve, pri katerih so ¢; ¢asovno neodvisne

in realne.

V primeru
n—(r+s)=k=0,

lahko iz enacb (5.48) oziroma (5.58) enoli¢no dolo¢imo vseh n-vrednosti A, kot funkcije
posploSenih koordinat g;, saj so te enacbe linearne v \,, determinanta njihovih koefici-
entov pa - Ce ne gre za izrojen primer - ne more biti ni¢ zaradi linearne neodvisnosti
pogojev (5.42). Zato so lahko ravnotezne lege odvisne le od pogojev (5.58), ne pa tudi

od vtisnjenih sil.
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éeje
n—(r+s)=k<0,

je za dolo¢itev r 4+ s > n mnoziteljev na voljo samo n linearnih enacb (5.48) ali (5.56).
To pomeni, da v tem primeru A, ni mogoce dolociti, tj. veznih sil ni mogoce dolociti

brez spremembe modela.

V primeru k = 0 so ravnotezne lege obicajno dolo¢ene z geometrijo sistema in so
zato znane zZe na zacetku. ObstojeCe enac¢be v tem primeru sluzijo za dolocitev veznih sil.
Ker je to za ne-degenerirane sisteme vedno nedvoumno mogoce, take sisteme imenujemo
staticno doloceni. Nasprotno pa sisteme, za katere velja k£ < 0, imenujemo staticno
nedoloceni. Stopnja staticne nedoloCenosti je |k| in je enaka stevilu veznih pogojev, ki
bi jih lahko izpustili, ne da bi to vplivalo na ravnotezno lego za katero koli vtisnjeno silo.
V primeru k > 0, ko vsaka sprememba vtisnjenih sil obi¢ajno povzroci tudi spremembo
ravnotezne lege ali motnjo ravnotezja, sistem imenujemo premicen. Med take sisteme

sodijo tudi tako imenovane kinemati¢ne verige.

Ker na zacetku izracuna vezne sile Se niso znane, je obicajno treba preveriti, ali
imajo te smiselne vrednosti za izbrani model. Na primer, za vezne sile se lahko omejimo
glede njihove velikosti in smeri. Ce je bilo na primer v modelu predpostavljeno, da
se dve sticni povrsini drzita druga druge brez drsenja, to velja le do dolocene mejne
vrednosti tangencialne sile med povrsinama. Ce je ta mejna vrednost presezena, pride
do drsenja in tangencialno silo, ki deluje med povrsinama, je treba obravnavati kot
vtisnjeno silo drsnega trenja. To pa pomeni spremembo modela. Drugacéne pogoje
dobimo, ¢e v modelu prvotno enostranske vezi obravnavamo kot dvostranske. Takrat je
treba preveriti, da te ne popustijo pod vplivom dolo¢enih veznih sil. Do popuscanja
vezi pride na primer pri vrveh in verigah, ¢e se izkaze, da je vezna sila tla¢cna. Pri
sistemih z znano ravnotezno lego, k£ = 0, je pogosto smiselno opustiti uporabo nacela
virtualnega dela in iz osnovnega aksioma, enacb (3.1) in (3.2), dobiti potrebne enacbe
za dolocitev veznih sil. Pri tem izhajamo iz enacb (3.16), opisanih v razdelku 3.3 kot

osnovne enacbe statike, ki jih zapisemo v obliki:
 — [ gFt=o, *_:/ r; x dF* = 0, 5.60
S; ) S; (1) 1 a ( )

pri cemer je treba podsisteme S; izbrati tako, da dobimo potrebno stevilo linearno
neodvisnih enacb. V ta namen je treba upostevati tocke delovanja in smeri veznih sil,

kot izhajajo iz pogojev.
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5.4 Enacbe gibanja sistemov s kon¢nim stevilom prostostnih stopenj

5.4.1 Lagrangeve enacbe gibanja prve vrste

Za izpeljavo tako imenovanih LAGRANGEvih enacb gibanja prve vrste izhajamo iz
D’ ALEMBERTovega nacela, tj. enacbe (4.24),

/ (dF© — dm¥) - 6r = 0.
()

Za sisteme s kon¢nim Stevilom prostostnih stopenj lahko v skladu z enacbo (5.2)
krajevni vektor r masnega elementa dm podamo kot funkcijo posplosenih koordinat ¢;,

n=12,...,nin t:
rZr(Qlaq2>"'7QH7t>'

7 dvakratnim odvajanjem krajevnega vektorja po ¢asu dobimo pospesek masnih ele-

mentov:
0 0
fziQk+£a k:172a y TV
. 82r..+262r-+8r,,+82r L 119 ’
r= — = Z° _ n
6qkaql qrq 8Qkat qk 6(]k qk atQ: ) y &y )
Poleg tega, ker je ot = 0, je:
or
or=—>abq;,, 7=12,...,n. 5.62
aqj J ( )

Z uporabo enacb (5.61) in (5.62) lahko enacbo (4.24) zapiSemo na naslednji nac¢in:

0%r 0%r or 0%r or
Fe _— g +2——ap + —Gr + — || - =—0dq;, = 0. .
( S/) [d dm < T R )] 500 =0 (5.63)

Ce so posplosene koordinate med seboj neodvisne, tj. ¢e med njimi ni povezave, potem

iz enacbe (5.63) izhaja, da so d¢; poljubni '

821' 821- or @Zr or
dF© — ¢ SR UL or.  or\ or o o
(S/) [ " (anaQZ e+ 8%875% + oqy, G+ a#)] dq; 0 (5.64)

Kadar pa med dg; obstajajo povezave, ki jih skladne z enac¢bo (5.8) zapisemo v obliki

api0g; =0; p=1,2,...,8; j=12,...,n (5.65)

1V izvirniku so odvodi zapisani v krajsi obliki. Npr. odvod po qu je zapisan s simbolom r|,. (OP)
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ta sklep sprva ni mogo¢. Ko pa enacbi (5.63) dodamo enacbe (5.65) s Se neznanimi
mnozitelji \,, potem lahko, kot je bilo pojasnjeno ze v razdelku 5.3, izni¢imo koeficiente
pri vseh dg;. Tako dobimo

0°r 92r or 9%r or
dF© _ g v 5 9T . or . PNl Or 0 s
(5/) [ m (aqkaqlqwz + aqkat% + aqqu + (,%2)] 94, + Aplyp; (5.66)

Te Lagrangeve enacbe gibanja prve vrste zaradi velikega Stevila potrebnih integracij
niso povsem primerne za splosno uporabo. Njihov pomen je pri uporabi za sisteme
z masnimi tockami, saj se pri tem STIELTJESevi integrali pretvorijo v konéne vsote.
Vendar pa je mogoce stevilo potrebnih integracij precej zmanjsati in tako enacbe (5.66)
spraviti v obliko, ki je primernejSa za uporabo za sisteme togih teles. Da bi to pokazali,

uvedemo oznake

or Or
Juv = Gop = / dm— - . (567)
S temi koli¢inami lahko CHRISTOFFELove simbole prve vrste zapisemo na naslednji

1 (09ou | Oguo  Ogu
F‘m:2<0q: " 0g, 8q’1>'
Ce enacbo (5.67) vstavimo v enacbo (5.68), dobimo:
1 O*r or or 0*r
e =3 fym Kaqgaqu Og. 00 aquaq)
( 0r ‘ﬁ+8r. O%r )
04,99, 09qs ~ 9q, 04s0qy
_< O°r .8r+@. O0°r )]
04,045 90q,  9gu 0¢,0q,
= / dm Or ﬁ
s 0q.0q, 04y

nacin:

(5.68)

(5.69)

Ce v skladu z enatbo (5.44) uvedemo posploSene vtisnjene sile

Q) = / dF(© . ?, (5.70)
(%) K

dobimo iz enacbe (5.66) z uporabo enacb (5.67) in (5.69)

Gk + Thijdeds + 2Tkojn + Tooj = Q5 + Mpay } (5.71)

g, kl=1,2,....n
Nadaljnje zdruzevanje na levi strani enacb (5.71) je mogoca, ¢e ¢as t formalno nado-

mestimo s koordinato gy in razsirimo vsote po kinlod O don. Z o =0in ¢y = 1
dobimo

girdi + Triyinds = Q) + My (5.72)
p - 17 2’ ) S

7=12,....n; k/i1=0,1,2,... n;
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Za dolocitev g,, v skladu z enacbo (5.67) je v splosnem primeru treba zaradi
(n+1)(n+2)

Gup = G izracunati 1 +2+4--- 4+ (n+1) = integralov. Z neposredno

n(n+1)(n+3)

2
Pospeske v enacbah (5.72) je mogoce izpostaviti, Ce je matrika koeficientov gjy

uporabo enacbe (5.66) pa bi bilo potrebnih

integralov.

nesingularna, in sicer z mnozenjem z recipro¢no matriko koeficientov. Elemente te
matrike definiramo s
: b Gt F (5.73)
9ij95k = Oik;  Oik = :
v 0 i#k
Ce uvedemo CHRISTOFFELove simbole druge vrste, ki so podani z
T = 95 hj (5.74)

potem dobimo iz enacbe (5.72) po mnozenju z g;; in sestevanju po indeksu j Clene s

samostojnimi pospeski

i+ Thadnd = 975 (Q) + Apayy) } (5.75)

,7=112....n; kJI=0,1,2,....n

V primeru, da so vtisnjene sile konservativne in so prisotne samo holonomne pogojne
enacbe v obliki f, (q1,¢2, ..., ¢) = 0, iz enacb (5.72) oz. (5.75), ker sta

© oU of, ot
= - =P 5.3
QJ aqj’ Qpj By (glej ),
dobimo o of
Girr + Trijing = ——— + =2k 1=1,2,....n
R 0g; T 0, (5.76)
p:1727 7S
OZ.
: oU of
di+quq:g;‘4<—+Ap> i, 5, k1=1,2,....n
kl4k4l ¥ aqj Paqj (577>
p=12...,s

5.4.2 Lagrangeve enacbe gibanja druge vrste

V prejsnjem razdelku smo enacbo (5.72) izpeljali iz d’Alembertovega nacela, ki omogoca
doloc¢itev enacb gibanja za sisteme s kon¢nim stevilom prostostnih stopenj, ¢e poznamo
funkcije r = r(q1,42,...,Gn,t) in morebitne vezi. Pomanjkljivost te metode je v
nejasnosti koeficientov gj; in I'y;. Poleg tega so Stevilne koli¢ine I'y;; pri uporabi

pogosto enake ni¢, vendar tega na splosno ni mogoce ugotoviti pred njihovo dolocitvijo.
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Te pomanjkljivostim lahko odpravimo z uporabo tako imenovanih Lagrangevih enacb

gibanja druge vrste, v katerih ima pomembno vlogo pojem kineticne energije.

V nadaljevanju bomo te enacbe gibaanja izpeljali iz D’ ALEMBERTovega nacela v
razli¢ici (4.24). Najprej v skladu z enacbo (5.70) uvedemo posplosene sile in tako iz
enacbe (5.62) dobimo

/F<e or = /F —5q] QWsq; j=1,2...n (5.78)
&)
Poleg tega tvorimo
0
/dmf-ar: /dmi‘-—réqj. (5.79)
9q;
S) (S)
or
Izpeljavo izraza ¥ - — izvedemo na naslednji nac¢in :
45

ST A R
an' dt an 8qj dt 8q] 8qj

5.80
_1d (0 10() .
©2dt \ g 2 0g,
Pri tem smo uporabili zvezo
0 Of
g (5.81)
dq; 04
katere veljavnost lahko dokazemo na naslednji nacin:
Iz
r= r<q17QQ7"'7Qn7t)
dobimo
. or . N or
r—= —q-: -
9q; " " ot

in iz tega, po parcialnem odvajanju po ¢; enac¢bo (5.81), saj r ni odvisen od ¢;.

Ko vstavimo enacbe (5.80) v enacbo (5.79) ter upostevamo izraz za kinetiéno energijo

1
(5)

Jomee Jom s () =55
/ ldt 4 (dﬂ;r > - aaqj (dﬂ;ia)] 0gj (5.82)

(aor_ory,
dt 9q qj 0 qj &

dobimo:




5 Sistemi s kon¢nim Stevilom prostostnih stopen;j 57

Z enacbama (5.78) in (5.82) dobimo iz enacbe (4.24):

doT oT
() (252 Y% -
le ( e aqjﬂ 8q; = 0. (5.83)

Ce upostevamo splosni primer, da med dg; obstajajo vezi v obliki
a,j06g; =0; p=1,2,...,r; j7=1,2,...,n

potem iz enacbe (5.83) izhajajo LAGRANGEve enacbe gibanja druge vrste skladno z

metodo sklepanja, uporabljeno v 5.4.1:

(5.84)
p=12,....r; 7=12,...,n

Pokazimo, da ¢e odvajamo levo stran enacbe (5.84) potem dobimo LAGRANGEve enacbe

gibanja prve vrste, tj. enacbe (5.72). To pokazemo tako, da kineti¢no energijo

1
(%)
s pomocjo enacbe (5.61) zapisemo v obliki
j k,1=0,1,2,...
2 / aqk ql> ) ) Ly 4y y
Primerjava z enac¢bo (5.67) pokaze
1
TZﬁleQle; l{:,l:0,1,2,...,n (585)
7 odvajanjem dobimo:
or 1
g 2 (g51dr + 9rjdn)
j
dor 1 99 Ogr;
at aq] B} (g3 + grjle) + 5 (aqk + 20 dkqi
g1 | Ogr;
= qid + 5 (8 Jk + 8(]] Grds
oT  10gu . .
3qj B dq; =k

Ce to vstavimo v enacbo (5.84) in uporabimo CHRLSTOFFELove simbole prve vrste
potem iz enacbe (5.68) sledi

G5k + Urijdeds = Q§e) + Apy;

1=12,....,n; k,1=0,1,2,...,n
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kar dokazuje naso trditev.

Ce so vtisnjene sile konservativne, lahko ponovno (glej 5.3) dolo¢imo

oU
aq]

7 upostevanjem, da potencialna energija vtisnjenih sil ni odvisna od posplosenih

Qg'e) _

koordinat hitrosti ¢;, torej da velja

ou
=0,
8q]
lahko enacbo (5.84) z uvedbo Lagrangeve funkcije
L=T-U, (5.86)
zapisemo v obliki
d oL 0L
—— — — = A\, ;. 5.87
dtog; g p Apj ( )
Za holonomne vezi, kjer velja
o, =9
PJ aqj )
lahko enacbo (5.87) z uporabo
F=L-X\/f, (5.88)
n ) of,  OX
— (A =ML+ Lf =0, 5.89
5 Owl) = hg 2 + 52 fy = (559
kjer sta
Afp
=0, f,=0
8qj P
preoblikujemo v
d OF OF
——— ——=0; j=12... 5.90
dt aq] 8q] Y .] Y Y ) n ( )
Ce pri dolo¢anju enach gibanja ne potrebujemo tudi dolocitve posploSenih veznih sil
9 _ 9.
QY = p=12....1 j=12...n
p aqj

je za holonomne sisteme priporoc¢ljivo odpraviti r» koordinat. Med preostalimi koordina-
tami f = (n — r) potem ni ve¢ pogojnih enach, tako da lahko namesto enacbe (5.90)

zapisemo

ol =0 j=1,2,..,f (5.91)

Enacbe (5.91) so Fulerjeve enacbe variacijskega problema, ki izhajajo iz HAMILTONovega

nacela za
L= L((]hq%--->Qf7917(12;---7Qf7t) .
[glej 4.2.4., enacba (4.40)]
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5.4.3 Kanonic¢ne enacbe gibanja za holonomne sisteme s konservativnimi

vtisnjenimi silami

Iz LAGRANGEvVih enach gibanja druge vrste za holonomne sisteme s konservativnimi
vtisnjenimi silami brez preseznih koordinat, bomo zdaj izpeljali tako imenovane ka-
nonicne enacbe. Te imajo elegantno obliko in prednost, da neposredno vodijo do sistema
diferencialnih enacb prvega reda. So izhodis¢e za obsezno integracijsko teorijo in pogosto

omogocajo neposredne kvalitativne sklepe o gibanju sistema.

Najprej z zvezo

oL
=T i=1.2... 5.92
D; 90, jg=12,...,f (5.92)

uvedemo tako imenovane koordinate impulza p;. To omogoca zapis LAGRANGEvih
enacbe gibanja (5.91) v obliki
. 0L
p] - aqj

1z zveze (5.92) je razvidno, da so koordinate impulza — tako kot LAGRANGEova funkcija

(5.93)

L — na splosno odvisne od posplosenih koordinat ¢;, koordinat hitrosti ¢; in od cCasa:

P; = DPj (Q17Q2>---an,Q1792>---7Qfat) . (594)

Ker je L kvadratna forma v ¢;, so p; linearno odvisni od koordinat hitrosti. Resitev

enacbe (5.93) po ¢; je mogoca, kadar je matrika koeficientov

0*L o*T
9ii = A A = A s (5.95)
3%‘3% 3%3%
nesingularna. To predpostavimo in zapisimo:
q.i:Qi(QIaQQ7'"7Qfap1ap27--'7pf>t)' (596>
Cev
L:L(QD(]%'--7Qf7QI7427'--7Qf7t) (597>

s pomodjo enacbe (5.96) nadomestimo ¢; s koli¢inami ¢;, p; in ¢, dobimo Se eno funkcio-

nalno odvisnost LAGRANGEve funkcije, ki jo oznac¢imo z

L =1L (q17QZ7"'7Qfaplap27"'>pf>t) . (598>

Hamiltonovo funkcijo

H= H(q17q27"'7qf7p17p27"'7pf7t)

ali, zapisano enostavnejse

H = H(q,p,t)
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uvedemo z zvezo

H = H (q,p.t) = prr (¢, p,t) — L (¢, p, 1) (5.99)
in tvorimo
O ., 04 0L 04 0L i
Op; ! kﬁpj Op; ! kﬁpj g, Op;
Ce izraz oF nadomestimo s py v skladu z enacbo (5.92), dobimo:
qk
o0H
8pj J
1z

o _ O oL _ 04 OL _ OL0g
oq; 0q;  Oq “0q;  0¢;  Odr Oq;
sledi z ena¢bama (5.92) in (5.93)

0OH
_ = _p
0q; !
Tako dobljene enache
. oOH
4 = 5 —
oD
paJH (5.100)
)y =——13 J=1,2,...
b= g I f

so iskane kanoni¢ne enacbe gibanja, ki tvorijo sistem 2f diferencialnih enacb prvega
reda. HAMILTONovo funkcijo, ki nastopa v njem, je treba v sploSnem primeru doloc¢iti

v skladu z enacbo (5.99). Pri skleronomnih sistemih, kjer krajevni vektor

r=r(q,q,-,qf)

ni eksplicitno odvisen od ¢asa, je kineti¢na energija

r .. .
T:§gZ]quJa 17]21,27...,71

kvadratna forma koordinat hitrosti, prim. (5.85). Tako je v skladu z enacbo (5.92)
zaradi — =0
A4y, o
Prde = T%Qk = Gik ¢i gp = 21" = 21" (5.101)

Zvezdica pri spremenljivki 7 ponovno oznacuje, da smo s pomocjo enacbe (5.96)
odpravili koordinate hitrosti. Tako iz enacbe (5.99) z uporabo enacbe (5.101) HAMIL-

TONova funkcija za skleronomne sisteme postane

H(q,p)=T"+U, (5.102)
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kar je enako celotni mehanski energiji sistema.

Ce se v HAMILTONovi funkciji H (g, p,t) nekatere koordinate ¢; ne pojavijo eksplici-
tno, se te posplosene koordinate imenujejo ciklicne. Po enacbi (5.101) za te koordinate
velja

pi=0
in
pi = const. (5.103)

5.4.4 Hamiltonova-Jacobijeva parcialna diferencialna enacba

Predpostavimo, da je resitve kanononi¢nih enacb (5.100) znana. Potem je mogoce

koordinate impulzov izraziti kot znane funkcije posplosenih koordinat in ¢asa:

bi = w; (q17q27"'an7t)- (5104)

Zdaj je potrebno preveriti, katere pogoje morajo funkcije w; izpolnjevati, da so kanoni¢ne
enacbe (5.100) izpolnjene. Za razlikovanje bomo za oznacevanje HAMILTONove funkcije

v kanoni¢nih enac¢bah uporabljali

H(Qap7t) = H(qqu)‘ - qf,P1,P2, - - - 7pf7t) ; (5105)

za oznacevanje te funkcije, ki jo dobimo iz enacbe (5.105) z zamenjavo znanih funkcij
(5.104), pa
H(qw,t)=H(q1,9,.-.,qf, w1, Wa, ..., wy,t) . (5.106)

Medtem, ko iz enacbe (5.104) izhaja

= —24, 5.107
dobimo iz enacbe (5.106) z uporabo enacbe (5.100)
0 0 0 ow;
) ‘H<qaw7t) = B .H(%pat) + 87H<Q7p7t) B} ]
qZ q’L " p_] qZ (5108)
S S Mt )
= —Pi t4q; oq;
Z izlotitvijo p; iz enacb (5.107) in (5.108) sledi
ow; 0 ow;  Jw;
‘= - H t e 5.109
Teh f enach je oc¢itno neprotislovnih le, ¢e lahko w; izrazimo kot
oG
w; = G=G(q1,q,---,q1). (5.110)

B aqi7
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Iz enacb (5.109) potem sledi

0 |0G oG 0G oG
= H g, g2 oy o it | =0, 5.111
9q; [375 (Ch B 9g By Bgy )] oAt

Integracijska »konstanta<, ki nastopa pri integraciji teh enacb, je lahko le funkcija casa:

oG oG 0G oG
— 4+ H — — ..., —,t] =c(t). 112
ot + <Q17€727 »df, 8(]1’ aq27 aaqf7 ) C( ) (5 )

Resitve te diferencialne enacbe se pri razliénih izbirah ¢ (¢) razlikujejo le za aditivno
funkcijo ¢asa. Pri tem, kot je to razvidno iz enacb (5.104) in (5.110), vrednosti p; niso
odvisne od te funkcije ¢asa. Iz tega sledi, da funkcija ¢ (t) ni pomembna pri dolo¢anju
p; in ji zato lahko pripiSemo vrednost ni¢. Na ta nacin dobimo Hamilton-Jacobijevo

parcialno diferencialno enacbo

oG oG oG oG
—+ H . — — ..., —,t] =0. 5.113
ot + <q17Q27 7qf7aql7aq27 7aqf7 ) ( )
Tako ugotovimno, da so koordinate impulzov p; podane z izrazom
oG
i = ) 5.114
P=g, (5.114)

pri Cemer mora funkcija G zadoscati enacbi (5.113).

Funkcija G v splosnem ni odvisna le od f koordinat g; in ¢asa, temvec¢ tudi od f + 1

poljubnih konstant ag, a1, ..., ay:
G=G(q1,q,---,q5t,a0,a1,...,af). (5.115)

Ce oblikujemo f + 1 parcialnih odvodov

oG 0G
i L
at ) aql ) ’ ? Y f
lahko izlo¢imo f + 1 konstant ayg, ay, ..., ay in ponovno dobimo enacbo (5.113). Ena

od konstant, npr. ag , je aditivna, saj sta tako G kot G + qg reSitev enacbe (5.113).

Resitev v obliki (5.115) se v matematiki imenuje popolna resitev.

S pomocjo popolne resitve (5.115) lahko dobimo tudi posplosene koordinate kot

funkcije casa v implicitni obliki. V ta namen tvorimo

406,
dt 8(12"

i=1,2,...,f
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in z enacbami (5.113), (5.114), (5.115) in (5.112) dobimo

oG _ PG oG
dt 6qz N 8t8ai 8(]]‘8@qu
0H (q,w,t) 0*G
8@2' + 8qj8ai 9
oH (q,p,t)Op; = O°G .
T Op,  Oa | 0q00,%
Dj a; q;0a;
_ PG PG
n qJ (9qj8ai 8qj(9ai q] n

(5.116)

0.

Iz tega sledi, da so parcialni odvodi funkcije G po a; konstante. Skupaj z enac¢bo
(5.114) dobimo zveze:

i = oG
T dq;

Py . (5.117)
b; = i =1,2,...,f

8&2‘

Pri tem so b; nove konstante, ki jih je treba, tako kot a;, dolociti iz zacetnih pogojev.
Prva enacba (5.117) podaja impulze kot funkcije posplosenih koordinat in ¢asa, druga
enacba pa implicitno doloca koordinate kot funkcije ¢asa. Tako smo resitev kanonskih
enacb (5.100) nadomestili z resitvijo HAMILTON-JACOBIjeve parcialne ena¢b (5.113).

Uporaba HAMILTON-JACOBIjeve parcialne diferencialne enacbe ima prednosti v tako
imenovanih locljivih sistemih, kjer je mogoce funkcijo GG zapisati kot vsoto parcialnih

funkcij, pri ¢emer je vsaka odvisna le od ene koordinate in casa:

f
G=Gy(t,ar,az,...,a5)+ ZG%’ (¢i, a1, a2, ... ,ar) + ao. (5.118)

=1

Poseben primer predstavljajo skleronomni sistemi, kjer je HAMILTONova funkcija,
torej celotna energija sistema, neodvisna od casa. V tem primeru je H (p, q) konstantna,

in enacbo (5.113) nadomestimo z

oG 0G oG
Hlg,q,....0/,—,—,...,— | =F 5.119
<Q1 a2 ar 8q1’ O 8qf> ( )
kjer velja
oG
- _E
ot
in
G:ao—Et—@(ql,q2,...,qf;E,al,a2,...,af) (5.120)

Pri tem smo konstanto a, izrazili z as do ay in skupno energijo £. Namesto enacbe
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(5.117) tako dobimo B
oG

i = ) >:1727"'7
Pi= g0 f
oG
b — —t 1+ 2% 5.121
1 7+8E ( )
oG
b= ——: i=23...
Oai ! f

Srednja enacba v (5.121) podaja odvisnost ¢; od ¢asa, zadnja enacba pa opisuje >tir< sis-
tema v >konfiguracijskem prostoru< sistema, ki ga doloc¢ajo ¢; povsem geometrijsko
in neodvisno od ¢asa. Locljive skleronomne sisteme imenujemo Stdackelovi sistemi. O

posplosenih Stickelovih sistemih govorimo, ¢e so lo¢ljivi, niso pa skleronomni.

Tehni¢nih sistemi z ve¢ prostostnimi stopnjami v ve¢ini primerov niso locljivi. Zato
ima HAMILTON-JACOBIjeva parcialna diferencialna enac¢ba v tehni¢ni mehaniki majhen
pomen. Po drugi strani pa se uporablja v nebesni mehaniki in kvantni mehaniki. Vec
podrobnosti o STACKELovih sistemih lahko najdete npr. v delu FORBAT [7].

5.4.5 Predstavitev Lagrangevih enacb gibanja s pomocjo kvazikoordinat

Oglejmo si moznost doloc¢itve LAGRANGEvVih ena¢b gibanja druge vrste za linearne-
neholonomne sisteme brez uporabe LAGRANGEvih mnoziteljev. Uporabimo splosno
predstavitev v kvazikoordinatah. Prednost tega pristopa je, da omogoca doloc¢itev enacb

gibanja tudi za holonomne sisteme, pri katerih je uporaba kvazikoordinat smiselna.

Za uvedbo kvazikoordinat uporabimo enacbo (5.29), ki jo zapisemo v obliki:
= a;; ¢, Gij =a;j(qo,q1,---,qn), q=1t 1,j=0,1,....n (5.122)

Iz tega sledi
Go=1, 0g=0.

Doloc¢imo se:
7:('0 = 1, 67'('0 = 0
n
ag; =00;, Jj=0,1,...,n. (5.123)

Nadalje predpostavljamo, da je matrika koeficientov a;; nesingularna. Inverzna matrika

ima elemente b;;, tako da velja
aijbjk:&k; i,j,k:O,l,...,n (5124)
Iz enacb (5.123) in (5.124) sledi

bOk:50k; k;:O,l,...,n (5125)
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Poleg tega iz enacb (5.122) in (5.124) izhaja
G = birir; 5 k=0,1,...,n. (5.126)

Med virtualnimi spremembami dejanskih koordinat in kvazikoordinatami obstajata
v skladu z enacbama (5.122) in (5.126) zvezi

(571'1' = aij (5(]]', (5q] = jk(sqlw i,j, k = 07 1, .o, n. (5127)

Za izpeljavo iskanih enacb gibanja izhajamo iz D’ ALEMBERTovega nacela, enacba

(4.24), in najprej obravnavamo izraz i - dr. Iz

r=r(qo,q1,---,qn) (5.128)

sledi 9
r:aiq'q¢:r(q07q17'"7QH7QI7q27"'7qn)7 220717"'7n' (5129)

V tem izrazu zamenjajmo ¢; v skladu z enacbo (5.126) s kvazihitrostmi, nato pa za

oznacevanje te nove funkcionalne odvisnosti namesto I uvedemo oznako r*:

I.‘(ql%ql)"'a%la(haq'%'"7q.n)

=1 (G0, G1s- -+ s Gy D16T ks - - - 5 Ot T (5.130)
=1 (G0s Gy -y Gny T1y - -+, Tp) -
Iz enacbe (5.129) dobimo
o g;bijﬁj —a;7;, 4,j=0,1,....n (5.131)
in
or* = g;dqi = g;bij&rj = a; 0T, (5.132)
kjer je
a; = g;bij, i,7=0,1,...,n. (5.133)
Iz enacbe (5.131) sledi g
g;j —a,. (5.134)

Pri tem upostevamo, da tukaj j tece samo od 1 do n, saj je odvod po 7y = 1 ni smiseln.

Zdaj z enacbo (5.132) tvorimo
F-dr=¥%-0r=¥%.a;0m;, j=12,...,n (5.135)

in izraz ¥ - a; pretvorimo na naslednji nacin:

d
7%(

cox
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Prvi ¢len desne strani lahko z enacbo (5.134) zapiSemo v obliki

oo gy @ O _1d 0 yino

Za preoblikovanje drugega ¢lena desne strani enac¢be (5.136) a; totalno odvajamo po

¢asu in upostevamo enacbi (5.133) in (5.126):

Lo ﬁb-- _dfor b..+8rabij'
A= dt \og; ?)  dt\0g;) Y Og O %

Ot or ob;; , . :
= L+ XDy, i (5.138)
dq; dq; Ogy,
1=0,1,...,n, 7=12,...,n.
Po drugi strani velja
or* 0 Grb i or b + or by .
=— | —bum | = =—F—bum + s——-—7
0gi — 9q: \Ogx ')~ O0qidgs " Og Dg;
or  Or 0b
_or or O (5.139)
dg;  Oqr Dg;
ik 1=01,...,n
: . . y . or
Pri tem smo uporabili zveze (5.131), (5.126) in (5.129). Enacbo (5.139) resimo po 5
di
in tako dobljeni izraz vstavimo v enacbo (5.138):
77 \0¢  Oqu dg ')V g 0qr (5.140)

i, k,1=01,....,n, j=1,....n

Ce iz enacb (5.133) in (5.134) odpravimo a; za j # 0, potem z uporabo enacbe (5.124)
dobimo naslednji odvisnosti:

or or* , or or*
—_ 1mn —_—

a_ as . Qs
Oq,  Omy ™ Oq; O, (5.141)
s,k,i=1,2,....n

Zaradi posebnosti doloc¢itve (5.123) ostanejo zveze (5.141) za k,i # 0 pravilne, tudi

Ce pri sestevanju po s izpustimo clene z indeksom s = 0. éeprav po enacbi (5.141) izrazi

or . or
1n

37% 3612‘

za k,i = 0 niso definirani, jih lahko vstavimo v enac¢bo (5.140) pri seStevanju po k oz. i

od 0 do n, saj ¢leni
ovoby o oy
dqo Oq;  0qo Oqk
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zaradi enacbe (5.125) odpadejo.
Poleg tega iz enacbe (5.124) izhaja:

0 Oag 0b

87(]‘ (askbkl) = (;qubk:l + askaik'l =0 oz

0 Oag; 0b;;

o (asibi) = 62 bij + i3 ]Z —0 (5.142)
i k=0,1,....n

Z uporabo enacb (5.141) in (5.142) dobimo za &; naslednje izraz:
or* or* aasz aask .
A = —b;; — —b;;b -
o 9q; 7 o 7oK (8 dk Iq; ) !
i, k,1=0,1,...,n; gj,s=1,....n

(5.143)

Z enac¢bami (5.135) do (5.137) in (5.143) dobimo z uporabo D’ ALEMBERTovega nacela
ter enacbe (5.128)

d a (1 2 9 (1 2 )
[dtaﬁj (2/(S)dm(r)> 8%( /S)dm(r)>bu

5 IO (5.144)
Qg Ask .
- d b; b _ 5‘:/ dF© . a.67
* or, (2 /(s> m (&) ) . <8Qk 94, )Wl] 7 s 2907
Naj
2/ dm (1 T (o, q1y- -« s QniTjy - -y T) (5.145)

oznacuje kineti¢no energijo, izrazeno z obi¢ajnimi koordinatami in kvazihitrostmi. Naj

_ / dF©) - a; = Qb (5.146)

oznacuje posploseno silo, povezano z j-to kvazikoordinato. Tako iz enacbe (5.144)

dobimo
d 8T* aT* 8T 8(IS, 8ask . (e)
— — —by + =—b;;b — om; = I om;
&t o, oq 0T o, M <8 G Oq; )7”] A A (5.147)
1, k,1=01,...,n; gJ,s=1,....n
Ce je prisotnih r vezi
ajro0q, =0, j=m+1m+2...,n (5.148)

kjer je m = n — r, potem lahko izberemo kvazikoordinate tako, da zadnjih r koli¢in d;

identicno izgine:

omj=a,0q, =0, j=m+1m+2,...,n; k=12...,n (5.149)
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Prvih m koli¢in d7; je potem poljubnih, zato enacba (5.147) lahko obstaja le, Ce velja

(Zgz;j N %je;ibij " gib” e (gaqj - 8;;;) =T (5.150)
1, k,1l=01,....,n; s=1,2,....n; ,7=12,....m
To so LAGRANGEve enacbe druge vrste v kvazikoordinatah.
Seveda je mogoce r vezi izraziti tudi kot pogojne enacbe med d7; v obliki
cpiomy =0, p=1,2,....,r; 7=12,...,n (5.151)

Potem so vezi po mnozenju s mnozitelji A, prav tako >povezane< z enacbami (5.147),

kot je razlozeno v prejsnjih razdelkih. Tako dobimo

d oT* oT™* oT* 6asz 8a8k . (e)

— — bij + bi;b - =IL" + Aycps

a0 g 0 o, (8% 04; ) T (5.152)

i, k,1=01,...,n; gJ,s=1,2,....,n; p=12 ... r
Oblikovanje dvojne vsote v enacbah (5.150) in (5.152)
8%, 8a5k

s = bi;b — 5.153
Vjst = bijbu <8q a4, ) (5.153)

za vse kombinacije indeksov 7, s, [ hitro postane nepregledno. Zato v nadaljevanju
prikazemo moznost, kako te koli¢ine izracunamo na enostavnejsi nacin. Izhajamo iz
enacbe (5.31) in predpostavimo zamenljivost operatorjev § in d za naravne koordinate
4aj:

(0d—dd)g; =0 (5.154)

Z dogovorom, uvedenim v tem razdelku,

do = t7
dobimo 5 5
Agj A
od — db) g = — 0qi dg; . 5.155
(0 ay = (G O (5.155)

Z uporabo enacb (5.126) in (5.127) iz tega sledi
(0d — do) mg = s Om d; (5.156)
Opazimo, da so izrazi v;y antisimetriéni glede na zunanje indekse, tj. velja

Vist = —Visjs (5157)

Jag  Oay da, da
Visj = birbr; ( L k) = bpbij <k — l) = —Yjsl -

ker je

o Oq dg;  Oqy

Iz tega sledi tudi, da te koli¢ine izginejo, ¢e sta oba zunanja indeksa enaka.
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5.4.6 Lagrangeve enacbe gibanja druge vrste brez uporabe Lagrangevih

mnoziteljev

Seveda je mogoce dolociti tudi LAGRANGEve enacbe gibanja, ki ustrezajo ena¢bam.
(5.150) z uporabo dejanskih posplosenih koordinat namesto kvazikoordinat. V nadalje-

vanju bomo pokazali, kako jih lahko iz enac¢b (5.150) izpeljemo.
Pri tem predpostavljamo, da jo prisotno r vezi

a;i;jg; =0, i=12,...,r; j=0,1,....n; g =1 (5.158)

Te razresimo glede na zadnje r koordinat hitrosti ¢;. To je vedno mogoce, ¢e so vezi med
seboj linearno neodvisne in ¢e so posplosene koordinate ustrezno ostevil¢ene. Enacba

(5.158), resena glede na »presezne< koordinate hitrosti, ima lahko obliko
gi=¢cj¢; t=m+1lm+2,....n; j=0,1,...,m; m=n-—r. (5.159)

Med kvazihitrostmi in dejanskimi koordinatami hitrosti obstajajo naslednje zveze:

T = q; za 1=0,1,....m
(5.160)
T = ¢ — Cijq; za t=m+1m+2,...,n; 7=0,1,...,m

Potem enacbe
=0 za i=m+1m+2,...,n (5.161)

izpolnjujejo vezi (5.158). Inverzija enacb (5.160) daje
Qz:ﬂ'l zZa i:(),l,...,m
(5.162)
Gi = T + ¢ za t=m+1m+2....n; 7=0,1,....m

Primerjava zvez (5.160) in (5.161) z enacbama (5.122) in (5.126) vodi do

aij:dij za i:O717"'7m
(5.163)
a;j =0;;—c¢y za i=m+1m+2,....n
in
bl]:5’£j 7 i:O,l,...,m
(5.164)

bz‘]:(sz‘j—i_cl‘] 7.9 @:m+1,m+2,,n

Opozoriti je treba, da je v skladu z enacbo (5.159) ¢;; za j > m enaki 0. Kineti¢no

energijo T, ki jo doloca enacba (5.145), lahko na podlagi enacbe (5.160) zapisemo kot

T <QO7QI7 v 7Qn;7:‘-177:r27 s 77Tn>
= T* (q07Ql7 s 7Qn;Q1>QZ7 s aq.m;'/:rm-i-la e aﬂ—n) (5165)
= T(QO:Qla'"7qn;q.17q.27"‘7qn)
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1z tega sledi za izraze v enacbi (5.160)

or*  orT*
or; 04
oT* 0T 8¢,  OT
Oy 0¢; 0y 94y

za j=1,2,...,m

za s=m-+1,m+2 ..., n.

Za vrednosti s < m izraz iz okroglega oklepaja v enacbi (5.150) izgine, kar je razvidno
iz, primerjave z enacbo (5.163). Na podlagi teh transformacijami iz enac¢be (5.150)
izpeljemo LAGRANGEvVe enacbe gibanja za sisteme z linearnimi neholonomskimi vezmi,
izrazene z dejanskimi koordinatami, brez LAGRANGEvih mnoziteljev
i@r* B @sz i albijbkl (aasl 0a5k> — Qb
dt 9¢; g 94 Oq  Oq
,k=0,1,....,n; 5l=12,....m; s=m+1lm+2 ...,n

(5.166)

Za s > m te enaCbe nimajo ve¢ odvodov po 7, zato lahko te koli¢ine v T v skladu

z enacbo (5.165) postavimo enake ni¢, tj.

T*:T*(qO7Q1,--->QnQQI7Q27~~aq'm)

je preprosto izraz za kineticno energijo sistema po izlo¢itvi »preseznih< koordinat

hitrosti. Vendar je pomembno poudariti, da po drugi strani v izrazu v kineti¢ni

945
energiji ni mogoce izloc¢iti nobenega hitrostnega parametra, kar pomeni, da je

T:T(QO:QD"%Q’M@I:QQ:"'7Q’n>'

Tako m enacb (5.166) skupaj z r pogojnimi enacbami (5.158) ali (5.159) daje
m + r = n diferencialnih enacb za n posplosenih koordinat. Nasprotno pa enacbe (5.84)
z LAGRANGEvimi mnozitelji skupaj z r pogojnimi enacbami dajo n + r diferencialnih
enach za dolocitev n posplosenih koordinat in r» mnoziteljev. Vendar pa s pomocjo

enacbe (5.166) ni mogoce doloéiti veznih sil.

5.4.7 Appellove enacbe gibanja

Z LAGRANGEvimi enacbami gibanja, obravnavanimi v prejsnjih dveh razdelkih, je bilo
mogoce upostevati tudi neholonomske vezi brez »spajanja< z LAGRANGEvimi mnozitelji.
Drugo moznost za obravnavo neholonomskih vezi, ki so linearne v koordinatah hitrosti,

brez uvajanja LAGRANGEvih mnoziteljev, omogocajo Appellove enacbe gibanja.

Ponovno obravnavamo sistem s kon¢énim stevilom prostostnih stopenj, ki je doloc¢en

r:r(QOJqla"'7Qn> QO:t (5167)
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in vsebuje pogojne enacbe v obliki
apdg;=0; i=0,1,....,n; p=1,2...,r (5.168)

pri ¢emer je vsaj ena od njih holonomna. Iz enacbe (5.167) najprej sledi

)
dr = a;dqi, i=01,....n (5.169)

Enacbe (5.168), za katero predpostavljamo, da so linearno neodvisne, resimo za r

diferencialov dg;:

dg; ="b;;dg;; 1=m+1m+2,...,n, j=0,1,....m
q j a4 J } (5.170)

m=n-—r
Pri tem smo predpostavili, da je mogoce enacbe resiti za zadnjih r diferencialov dg;. To

je vedno mogoce doseci s ustreznim preurejanjem indeksov. S pomocjo enacbe (5.170)

te dg; odpravimo iz enacbe (5.169) in dobimo

Oor Or
dr = (aq] + 8(]1sz> de = Cj de

Cj:cj (QOJQD"WQW,)
t=m+1m+2,....,n; 7=0,1,...,m

(5.171)

Iz enacbe (5.171) dobimo naslednje izraze za hitrost in pospesek masnih elementov:

f:Cij; ij,l,...,m (5172)
. de.+ .. aCj..+ ..
F=—"d+c;d=—-"ad;+c;d
a VT 9 Y T (5.173)
il=0,1,...,m
GAUSsSsova variacija 1 je torej
8" =c;8"G;, j=1,2,...,m. (5.174)

Ce izhajamo iz GAUSSovega nadela, enacba (4.46),

[ (aF© — dmi) - " = 0
(S)
in uporabimo enacbo (5.147), dobimo

1
0" / dmi = / dF© . ¢; §"j;. (5.175)
(8) (8)
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Podobno kot v 5.3. v skladu z enacbo (5.44) uvedemo posplosene sile
ne = / dF© . c, (5.176)
(S)

Tako uvedene koli¢ine se od posplosenih sil po enacbi (5.44) razlikujejo v tem, da c; na
splosno niso parcialni odvodi krajevnega vektorja po koordinatah. Poleg tega s pomocjo

enacbe (5.173) uvedemo Appellovo funkcijo:

1
&)

(5.177)
= S5(qo0,q1s -+ Gni 415 G2 - - - s Gy G G2y - - 5 Gim)
Zaradi ) 05 |
) S:a—qjé gi; 7=12,...,m
dobimo iz enacb (5.175) in (5.176)
(H? - %) §"G; = 0. (5.178)

Pri tem je m spremenljivk 6”¢; med seboj neodvisnih in so poljubno izbirne. Zato je

enacba (5. 178) mogoca le, ¢e velja

oS () .
— =17, j=12,....m 5.179
94; ( )

To so APPELLove enacbe gibanja. Njihova struktura je posebno preprosta. Vendar

pa je izracun funkcije S lahko racunsko precej zahteven, se posebej, kadar ne gre za

tockovne sisteme in je prisotno vecje stevilo prostostnih stopenj.

5.4.8 Enacbe gibanja za sisteme z nelinearnimi neholonomnimi vezmi

V prejsnjih razdelkih smo izpeljali enacbe gibanja za sisteme, za katere v najbolj
splosnem primeru veljajo holonomne in linearne neholonomne pogojne enacbe v skladu
z enacbo (5.8)

a0, =0, p=1,2,....,r; i=1,...,n.

Zdaj bomo omogocili tudi nelinearne pogojne enacbe v obliki (5.6)
Sph(q17q2a"'7qn7q‘17q27"'aQ7lat) = Oa h = 1727"'78'

v koordinatah hitrosti.

Kot je bilo navedeno v razdelku 5.2.2, ni mogoce dolo¢iti pogojnih enacb med

virtualnimi pomiki tako, kot je to mogoce v enacbi (5.8). Zaradi tega uporaba
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D’ ALEMBERTovega nacela za izpeljavo enacb gibanja ni mogoca. Po drugi strani
pa obstajajo linearne zveze med JOURDAINovimi ali GAUSSovimi variacijami, v skladu
z enacbo (5.15):

o
& 8¢ =0 5.180
o= e (5.180)
ali v skladu z enacbo (5.20)
: o
5" —20"G; = 0. 5.181
Yh = EX ( )

Zato sta JOURDAINovo in GAUSSovo nacelo (glej 4.2.5) primerna za izpeljavo enacb
gibanja za sisteme z nelinearnimi neholonomskimi vezmi. V nadaljevanju bomo uporabili

JOURDAINovo nacelo, pri ¢emer omenimo, da GAUSSovo nacelo daje enake rezultate.

Iz enacbe (4.45) in z uporabo enacbe (5.17) sledi:

/ (dF) — dm¥) - @5’% = 0. (5.182)
& dq;

Namesto enacbe (5.63) uporabimo enacbo (5.61):

9%r 9%r or 0%r or
F© — 2+ G+ = || - =04 5.183
(5/) [d dm <8qk8 leQl + 8qk8tQk+ 3qqu + 8t2>] a4, ( )

Iz tega dobimo iskane enacbe gibanja, ¢e premisleke iz razdelka 5.4.1, ki so se nanasali

na zveze med dg;, povsem analogno prenesemo na zveze (5.180) med ¢'g;. Te enacbe se

glasijo
0r O%r or 92r or
dF(e) —d .. 9 or \ |
(S/> l " <5qk3qlqwl T2 g™ T g, 8752)] dg;
0 5.184
A (5.184)
0q;
klLj=12...n p=12...1 h=12.5s

in v skladu z enacbo (5.72)
. . . e a
J

(5.185)

Zlahka vidimo, da lahko iz JOURDAINovega nacela izpeljemo tudi LAGRANGEve
enacbe gibanja druge vrste ob prisotnosti nelinearnih neholonomskih pogojnih enacb.
Enacbe gibanja lahko izpeljemo na podoben nacin kot v razdelku 5.4.2. Namesto enach
(5.84) so to enacbe
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Seveda je mogocCe uporabiti tudi posebne oblike enac¢hb gibanja za konservativne
vtisnjene sile, opisane v razdelkih 5.4.1 in 5.4.2, ob prisotnosti neholonomnih nelinearnih
pogojev, e jih razsirimo z dodatnimi ¢lenom

0
A2
8qj

5.5 Enacbe gibanja za togo telo

5.5.1 Kineticna energija in kotni moment togega telesa, vztrajnostni mo-

menti

V prejsnjih poglavjih smo obravnavali razli¢cne metode dolo¢anja diferencialnih enacb
gibanja za poljuben mehanski sistem s kon¢nim stevilom prostostnih stopenj. Smiselno
pa je, da enacbe gibanja za pogosto uporabljen model togega telesa podrobneje preucimo

in jim s pomocjo ustreznih pojmov damo obliko, ki je primernejsa za neposredno uporabo.

N
——

x|

Slika 5/1. Opis gibanja togega telesa

Najprej obravnavamo izraz za kineti¢no energijo, ki ga dobimo iz enacbe (4.14) z

integracijo po masnih elementih togega telesa

1
T / dm i, (5.186)
(s)
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Za opis gibanja togega telesa uvedemo koordinatni sistem x, y, z z izhodis¢em O.
Gibanje tega koordinatnega sistema in s tem gibanje telesa je povezano s nepremi¢nim
koordinatnim sistemom Z , ¢/, Z z izhodis¢em O, glej sliko 5/1. Vektor ry; oznacuje lego
masnega sredisca telesa glede na koordinatni sistem z, y, z. Kot je znano, lahko vsako
diferencialno majhno spremembo lege togega telesa opisemo s premikom tocke O in

zasukom okoli trenutne osi, ki poteka skozi tocko O.

Ker so na sliki 5/1 poleg oznak navedene tudi enake zveze kot na sliki 2/4, lahko
uporabimo enacbo (2.23). Vektorju r'y = v; damo vrednost ni¢, saj pri togem telesu

oddaljenost vseh masnih elementov drug od drugega in od tocke O ostane nespremenjena:
r = I"() +w X1 (5187)
ali, po mnozenju z dt

dr = drg+ dtw X ry. (5.188)

Enacbo (5.187) v enacbo (5.186) in dobimo:

1. S B )
T—§ (fo +w x r7) dm—§ {r0+2r0-w><r1+(w><r1)}dm. (5.189)
() (S)

7 uporabo pravila o zamenjavi vrstnega reda mnozenja za mesani produkt dobimo:
21"0-w X I :21'0 X W TIq. (5190)

Vektorja w in r; lahko v koordinatnem sistemu telesa zapiSemo s pomocjo enotskih
vektorjev i, j, k v obliki
w=w,i+w,jtwk (5.191)
in
r=zit+yj+zk. (5.192)
Z upostevanjem enacb (5.191) in (5.192) dobimo

(W x11)* = (wyz — w.y)° + (Wer — we2)” + (Wey — wy)?

= w? <y2 + 22) + w? (xz + 22) + w? (xz + y2) (5.193)
— 2wy T Y — 2WaWo Y 2 — 2W,We2 T

Iz enacbe (5.189) dobimo z enac¢bama (5.190) in (5.193) kineti¢no energijo

1
Tzifg/dm—l—foxw-/rldm

(S) (S)
1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2
—|—2wx(4 (y +z)dm—|—2wy(s/) (x +z)dm—|—2wz(!) (:c —|—y)dm (5.194)

— Wy / Ty dm — wyw, / yzdm — w,w, / zxdm
©)) (S) (9)
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Pri tem smo kolicine Ty , w, w;, wy in w, zapisali pred integrale, saj jih pri integraciji
masnih elementov lahko obravnavamo kot konstante. Vidimo, da se drugi integral v
enacbi (5.194) iznici, ¢e tocka O

« miruje glede na prostorsko nepremicen sistem O ali pa

e sovpada z masnim sredis¢em telesa.

V prvem primeru se faktor pred integralom iznici, ker je 1y = 0, v drugem primeru
pa odpade sam integral v skladu z definicijo masnega sredis¢a po enacbi (4.1), ker je

I‘M:O.

V nadaljevanju bomo predpostavili, da je eden od teh dveh pogojev izpolnjen. Poleg

tega uvedemo naslednje masne vztrajnostne momente
I — /dm (P +22), Jpy= /dm (¢ +2%), .= /dm (¢* +4)  (5.195)
() () ()
in naslednje deviacijske ali centrifugalne momente

ny:Jyx:—/dm:Uy, JyZ:JZy:—/dmyz, sz:JxZ:—/dmzz.
9) (9) (S)

( (5.196)

Ce upostevamo Se, da je
m = / dm
(S)

skupna masa togega telesa, dobimo iz enacbe (5.194) za kinetiéno energijo izraz

I 51 2 2 2
T = §m Iy + 5 (mex + Jyywy + Joaw; (5.197)
+ 23y wawy + 2Jywyw, + 2J5ww, )
Ocitno je, da
1
T'trans = im I.'(2) (5198)

predstavlja translacijsko energijo telesa zaradi gibanja tezis¢a in jo zato imenujemo

translacijska energija. Rotacijsko energijo zapisemo kot

1
Tt =+ = meﬁ + J,w? + Jzzwg
=5 W (5.199)

+ 2y wawy + 2Jwyw, + 2J5w0w,)

To je energija, ki jo ima telo, ko izvaja Cisto rotacijsko gibanje okoli osi skozi tocko O.
Tako lahko celotno energijo togega telesa zapisemo kot vsoto translacijske in rotacijske
energije:

T = Thsans + Tor- (5.200)
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Treba pa je opozoriti, da je ta razclenitev celotne energije mogoca le, ¢e so izpolnjeni
zgoraj navedeni pogoji glede tocke O. V nasprotnem primeru se pojavi dodatni energijski

¢len, ki je odvisen od translacijskega in rotacijskega gibanja telesa.

Masne vztrajnostne in deviacijske momente, ki jih doloc¢ajo enac¢be (5.195) in (5.196),

lahko razumemo kot elemente tenzorja drugega reda, vztrajnostnega tenzorja

Jx;t Jﬂcy Ja:z
‘7 - Jyx vy Yz
Jz:}c 2y 2z

Kot je razvidno iz enacbe (5.196), je ta tenzor simetri¢en. Elementi vztrajnostnega
tenzorja so odvisni od izbranega koordinatnega sistema. Spreminjanje elementov
vztrajnostnega tenzorja pri rotaciji koordinatnega sistema lahko jasno ponazorimo, ¢e s
pomocjo vztrajnostnega tenzorja preuc¢imo zvezo med vrtilno koli¢ino L in vektorjem

kotne hitrosti w.

V skladu z enacbo (4.7) lahko gibalno koli¢ino predstavimo kot

L:/rxdmi'
(9)

S pomocjo enacbe (5.187) in

r=ry+1r;

dobimo

L:/(ro+r1) x (o + w X r1) dm
()

:I'0><I"0/dm+r0>< wx/rldm +/r1dm><1'"0+/r1><(w><r1)dm

(3) (3) (3) (3)
(5.201)

Pri tem predpostavimo, da je tocka O bodisi miruje glede na prostorsko doloc¢en sistem
O (v tem primeru zaradi enostavnosti dolo¢imo tudi ro = 0) bodisi da je identi¢na z

masnim sredis¢em telesa. V prvem primeru ostane v enacbi (5.201) samo zadnji integral
L, = /r1 % (w x 1) dm (5.202)
(S)

v drugem primeru pa
L= mrg X I.'O + Ll (5203)

Koli¢ina L; je v obeh primerih vrtilna koli¢ina telesa glede na tocko, fiksirano na telesu,

ki je hkrati tocka, fiksirana v prostoru, ali masno sredis¢e. Delez mry x 1ty je vrtilna
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kolicin masnega srediSca glede na izhodisc¢e prostorsko nepremicnega koordinatnega

sistema, ¢e vzamemo, da je celotna masa zgos¢ena v masnem srediscu.

Sedaj obravnavo omejimo na Lj in v enacbo (5.202) vstavimo vektorja w in ry, ki
sta podana v razélenjeni obliki z ena¢bama (5.191) in (5.192). Sledi

L1:/(xi+yj—|—zk)><[(wzi—i—wyj—i—wzk)x(xi+yj+zk)]dm
()
:/(xi+yj+zk)><[(wyz—wzy)i+(wza:—wxz)j+(wxy—wyz)k]dm
(5)

= / {[(yz + 22) Wy — TYWy — xzwz] i+ [—wywx + (:1:2 + y2) Wy — yzwz} J
(9)
+ [—{EZ(,UI — Y2wy + (:B2 + y2) wz] k} dm
Z uporabo enacb (5.195) in (5.196) dobimo

L1 = (mex + Jzywy + Jzzwz ) i+ (Jyxwm + Jyywy - Jyzwz )J } (5204)

+ (Logwy + Jowy + Jow, ) k

Desno stran enacbe (5.204) lahko razumemo kot skalarni produkt tenzorja vztrajnosti z

vektorjem kotne hitrosti. To simboli¢no zapisemo kot
Li=Jw (5.205)

ali raz¢lenjeno v matri¢nem zapisu:

le Jxx ny sz Wy
Ly | = | Sy Jyy Jyz Wy (5.2006)
le sz 2y 2z Wy

Vidimo, da komponente vrtilne koli¢ine na splosno niso sorazmerne komponentam kotne
hitrosti, tj. vektor vrtilne koli¢ine in vektor kotne hitrosti nista kolinearna. Vprasamo
se, ali obstajajo smeri, za katere velja sorazmernost med vektorjema L; in w, tj. za
katere velja

Li=)\w (5.207)

Ce enacbo (5.207) odstejemo od enacbe (5.206), dobimo homogen sistem enacb za

komponente w:

oz — A ny Sz Wy 0
Jya Jyy = X Iy wy | =10 (5.208)
. Sy Sz — A W, 0
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Ta sistem enacb ima netrivialne resitve le, ¢e je determinanta koeficientov nicna:

me - A ny Jzz
Ty Ty = Ay =0 (5.209)
Jza: Jzy Jzz - A

Po izracunu determinante dobimo z uporabo simetrijskih zvez

)\3 _ (JII + Jyy + Jzz ) )\2 + (Jyyjzz + Jzzc]a:x + JmJyy - Jy22 - JxQZ - JxQ?J) >\ (5 210)
N (Ja:a: Jnyzz + J:Ey Jyzjmz + Juz Jfﬂy‘]yz — Jaw sz B Jyy ']IQZ — Jz JIQ?/) =0

Najprej predpostavimo, da so trije koreni algebrske enacbe (5.210) med seboj razli¢ni,
tj. A1 # Ay # A3. Potem lahko pokazemo, da so ustrezni lastni vektorji wy, ws, w3 , ki
nastanejo po vstavitvi korenov A1, A2, A3 v enacbo (5.218), med seboj pravokotni. V ta
namen dolo¢imo desni strani enacb (5.205) in (5.207) in jih zapiSemo, npr. enkrat za

wi in enkrat za ws:
J(.dl = )\1(.01

JWQ = )\2(.02
Ce prvo enacho skalarno pomnozimo z ws, drugo pa z wi, dobimo
wWo le = )\1(.4.72 W1
Wi JUJQ = )\le cWo

Na levi strani druge enacbe zamenjamo faktorja, kar je dovoljeno zaradi simetrije J.

Nato obe enacbi odstejemo drugo od druge in dobimo
0= ()\1 — )\2) Wi - Wy (5211)
Ce se A\, in Ay med seboj razlikujeta, potem je skalarni produkta med w; in wy enak

nic, iz ¢esar sledi nasa trditev o ortogonalnosti lastnih vektorjev.

Ce zdaj tri medsebojno pravokotne smeri lastnih vektorjev uporabimo kot osi novega
koordinatnega sistema &, 1, ¢ z izhodis¢em O , je zveza med komponentami L; in w

zdaj v skladu z enacbo (5.207) predstavljeno z zvezo

L1§ )\1 0 0 We
Lln - 0 )\2 0 wn (5212)
LlC 0 0 )\3 we

Lastne vrednosti A\, Ay in A3 so torej, kot kaze primerjava z enacbo (5.206), elementi

vztrajnostnega tenzorja, vezani na koordinatni sistem &, 7, ¢, in predstavljajo masne
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vztrajnostne momente

Ao = Jpy = / (52 + 62) dm (5.213)

Koordinatni sistem &, n, ¢ se od vseh drugih koordinatnih sistemov z istim izhodis¢em
razlikuje po tem, da pri njem deviacijski oziroma centrifugalni momenti izginejo. Zato
osi tega koordinatnega sistema imenujemo glavne vztrajnostne osi, masne vztrajnostne
momente, podane z enac¢bo (5.213), pa glavni masni vztrajnostni momenti. Prehod
iz poljubnega ortogonalnega koordinatnega sistema x, y, z v sistem glavnih osi &, 7,
¢ imenujemo transformacija glavnih osi. Velja tudi, da je vsaka simetrijska os telesa
hkrati glavna vztrajnostna os. Vendar pa obrat tega izreka ne velja, tj. ni vsaka glavna

os tudi simetrijska os.

Zdaj obravnavajmo primer, ko sta dve od lastnih vrednosti A ali vse tri lastne
vrednosti med seboj enake. Ce velja, na primer, \; = Ay # A3, potem obstajata dva
linearno neodvisna lastna vektorja za lastno vrednost A\; = \y. Ta vektorja lezita v
ravnini, pravokotni na w3, v kateri je vsak vektor lastni vektor. Dve poljubni med seboj
pravokotni osi v tej ravnini lahko izberemo za osi £ in 7 sistema glavnih osi. Ti skupaj
z osjo ( tvorijo enega izmed neskonéno mnogih moznih sistemov glavnih osi. Primeri
teles, za katera veljajo ti pogoji, so vsa rotacijsko simetricna telesa, ¢e koordinatno

izhodisce lezi na osi simetrije tega telesa.

Ce so vse lastne vrednosti med seboj enake, \{ = Ay = A3 = A, potem so vse osi, ki
potekajo skozi koordinatno izhodisce, glavne vztrajnostne osi. V tem primeru je vsaka
ortogonalni sistema &, n, ¢ sistem glavnih osi. Telesi, pri katerih je vsaka os, ki poteka

skozi masno sredisce, glavna vztrajnostna os, sta na primer krogla in kocka.

Zdaj si bomo pogledali, kako se spremenijo komponente vztrajnostnega tenzorja
pri prehodu iz enega nepremicnega telesnega koordinatnega sistema z, y, z v drugi
nepremicni telesni sistem z osmi z*, y*, 2z*. Obravnavali bomo dva posebna primera, iz

katerih lahko sestavimo vsako splosno transformacijo.

V prvem primeru se lahko koordinatna sistema premakneta le vzporedno drug proti
drugemu (glej sliko 5/2), pri ¢emer predpostavljamo, da je izhodisce sistema z, y, z

masno sredisce telesa. Glede na sistem z, y, z ima vektor premika komponente a, b in
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z 4 s

Slika 5/2. Vzporedni premik dveh koordinatnih sistemov

c. Potem dobimo, na primer, za

Jx*m* = / (y*Q + 2*2) dm =
(3) (
= / (12 + 22) + 2by + 2c2 + (B + ¢2)] dm
(3)
= Jpo +m (0P + &) +2b/ydm+2c/zdm
(3) (3)

[+ + ¢z +0] dm
S)

Zadnja dva integrala sta enaka ni¢, saj predstavljata stati¢cna momenta telesa glede na

osi skozi masno sredisce. Tako dobimo:

Jovwe = Joa +m (b + ). (5.214)
Podobno velja:

Jyeye = Jyy +m (a2 + 02)

Jyepe = J, +m <a2 + b2) .

Za centrifugalni moment Jg«,~ dobimo:

Jpryr = —/x*y*dm:/(a:~l—a) (y+b)dm
() (S)
:—/(:vy+ab—|—ay+bx)dm
()
:me—mab—a/ydm—b/xdm
(S) ()



82 5.5. Enacbe gibanja za togo telo

Ker so stati¢ni momenti ponovno enaki nic¢, sledi
J{L‘*y* — Jzy - mab (5215)

Podobno velja
Jyeze = Jy, —mbe

Jprr = Jpy —mac

Transformacijski pravili (5.214) in (5.215) sta znani kot STEINERjev izrek. Omogoca
prehod iz >teziS¢nega sistema< x, y, z v koordinatni sistem, ki je vzporeden z njim,
in obratno. Z dvakratno uporabo STEINERjevega izreka je tako mogo¢ prehod med

poljubnima vzporednima koordinatnima sistemoma.

Slika 5/3. Zasuk dveh koordinat sistema s skupnim izhodis¢em

V drugem primeru imata oba koordinatna sistema lahko isto izhodisce, vendar sta
med seboj zasukana (glej sliko 5/3). Ni nujno, da je izhodis¢e masno sredisce telesa.
Oba koordinatna sistema morata biti povezana le z rotacijo, kar pomeni, da sta oba
hkrati desnosucna ali levosuc¢na sistema. Med koordinatami x, y, z in x*, y*, 2" zato

veljajo homogene zveza

*

" =z cos(x,x%) + ycos (y,x") + z cos (z,27)

*

y* = xcos(z,y") +ycos(y,y*) + zcos (z,y") (5.216)
z* z*

).

*

2t =wxcos(x,2") +ycos(y,2") + 2z cos (z,

Da bi poenostavili zapis naslednjih enac¢h, ponovno uporabimo dogovor o sestevanju
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in odslej oznacujemo koordinatne osi z indeksi, tj. dolo¢imo:

Ty =, T2 =Y, €T3 =z

(5.217)
xy=2a" xy=y", x3=2"
Prav tako zZelimo poenostaviti zapis smernih kosinusov. Naj velja:
Qj = COS (ZBZ,[E;) , 1,7 =1,2,3. (5.218)
Potem enacbo (5.216) lahko zapisemo v obliki
r; = ey 1,7 =1,2,3 (5.219)
Prav tako velja
;= a;r;, 1,7=123 (5.220)

kar je razvidno z zamenjavoe koordinat z, y, z s koordinatami x*, y*, z* v enacbi (5.216).
Vidimo, da so a;; komponente enotskih vektorjev e sistema z;. Zaradi ortogonalnosti
teh vektorjev velja:

e e, =0y, eje=70j. (5.221)

Iz tega na podlagi enacbo (5.119) sledi

* *
e; - € = Qjap€;) - € = QA = iy,

tj. za smerne kosinuse velja zveza

QO = O, (5.222)
Podobno iz enacbe (5.220) dobimo enacbo

Qi = 051 (5.223)

V zgoraj dogovorjenem nacinu zapisa zdaj ponovno zapisemo enacbo (5.206), tako za
z7- kot za r;-sistem:

Ly = Jawi,  Liy = Jywr. (5.224)
Za komponente vektorjev L; in w velja transformacijsko pravilo (5.219), tako da lahko

prvo enacbo (5.224) zapisemo tudi kot:
oLy = Jhapw.

Pomnozimo to enacbo z «;,, in sestejemo po indeksu ¢, kar z enacbo (5.223) daje:
Ly = aujJ .o

S primerjavo z drugo izmed enacb (5.224) dobimo iskane transformacijske enacbe za

elemente vztrajnostnega tenzorja:
Ji = aijJpon; 1,5,k 1=1,2,3 (5.225)
Obratno zvezo dobimo z uporabo ena¢b (5.222) in (5.223). Ta se glasi:

Jiw = i Juom; 4,5k 1=1,2,3 (5.226)

(2
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5.5.2 Eulerjevi koti

Da bi lahko gibanje togega telesa izrazili s posplosenimi koordinatami, tj. da bi zapisali

ZvVeZo

r:r<q17QQ7"'7ant)

v skladu z enacbo (5.2), uvedemo EULERjeve kote. Ti opisujejo vrtenje togega telesa
okoli tocke, ki je pritrjena na telo. Gibanje togega telesa lahko nato v celoti opisemo z

gibanjem te tocke in tremi EULERjevimi koti, ki jih bomo uvedli v nadaljevanju.

|
w
ekt

Ralll |

Slika 5/4. Eulejevi koti ¢, ¥, ¥

Uvedemo mirujo¢ koordinatni sistem xy, o, T3,ki je tak kot je prikazan na sliki
5/1. Osi a7, x5, x5 doloCajo koordinatni sistem, katerega izhodis¢e se nahaja v tocki
O, vezani na telo, njegove osi pa so vzporedne z osmi Zy, Ty, T3 (slika 5/4). Tudi
koordinatni sistem w1, &, x3, prikazan na sliki 5/1, naj bo povezan s togim telesom in
naj ima prav tako izhodis¢e O. Zveze med komponentami vektorja r; glede na sistema

Ty, T2, T3 in xy, x5, 3 spet dajo enacbo (5.216). Zdaj pa trdimo, da lahko smerne
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kosinuse izrazimo s tremi koti ¥, ¢, ¥ tako, da enac¢ba (5.216) dobi obliko

x] cos pcosY —sinpcos¥siny —cospsiny —sinpcosvcosy  sin psind
xy | = | singpcosy + cospcosvsiny  —sinpsiny + cospcost cosyy — cospsindd
x5 sin ¥ sin ¥ sin ¥ cos ¥ cos
x
X |z
x3
(5.227)

Za dokaz zadostuje, da v enacbi (5.222) in (5.223) vstavimo elemente matrike
koeficientov iz enacbe (5.227). Za geometrijsko razlago kotov 9, ¢, 1 s primerjavo enacb

(5.216) in (5.227) najprej ugotovimo, da je
V=4(z,2") = £ (v3,2%)
kot med osema z3 in z3. Oglejmo si vektor K na ravnini (z1, z5), ki je podan z
r1 =cosy, xo=—siny, x3=>~0
(slika 5/4), in mu dolo¢imo komponente v sistemu 7, x5, x5
x] =cosp, x5=sinp, x3=0.

Iz tega sledi, da ravnino (z7,xs) oblikujemo tako, da ravnino (z7,x3) zavrtimo okoli
tako imenovane vozliscne ¢rte k, v kateri lezi vektor K, za kot ¥. Os z] se z zasukom
za kot o v ravnini (z7, 23) spremeni v vozlis¢no ¢rto, ta pa se z zasukom za kot ¢ v
ravnini (1, x) spremeni v os 7. Za doloCitev predznaka ¢ upostevamo, da iz enacb

(5.216) in (5.227) izhaja

cos (z,2") = cos (x3,2]) = sin psin
tj. ¥ je pozitiven, e velja 0 < ¢ < 7 in ¢e osi x3 in z] tvorita ostri kot. Koli¢ine 9, ¢,
Y se imenujejo Fulerjevi koti; oznaceni so na sliki 5/4.

Ce za opis izhodisca O izberemo kartezi¢ne koordinate T10, T20, T30 , je iskana
zveza (5.2) med komponentami krajevnega vektorja masnega elementa s koordinatami

x1, Ty , r3 v koordinatnem sistemu vezanem na telo in posplosenimi koordinatami
n=1v  @=9, @=U,
g4 = T10, Q4 = T20, Q4 = T30

podana z enac¢ho
T = Qip3 + oy 1,7 =1,2,3 (5.228)
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kjer so a;; elementi transformacijske matrike iz enacbe (5.227)

Q11 Q12 Q13
(i) = | ag o o3
Q31 (32 Q33
cos pcosy —sinpcos¥siny —cospsiny —singcosvcosy  sinpsin
= | sinpcosy + cospcos¥siny —sinpsiny 4 cospcoscosy — cospsind

sin ¥ sin ¥ sin ¥ cos ¥ cos

Za komponente hitrosti masnega elementa dobimo:

. O .
gk

Sedaj obravnavamo le Ciste zasuke, zato postavimo:
qa=¢q5=qs = 0.

Poleg tega vektor hitrosti s pomocjo transformacije (5.220) izrazimo z njegovimi kom-
ponentami glede na koordinatni sistem x1, x5, 3 vezan na telo:
aaij .
T = Qj——qpT; - 5.230
an J ( )
Koeficienti z; v enacbi (5.230) so antisimetri¢ni glede na indeksa j in [. Namre¢, iz
enacbe (5.223), ko jo odvajamo po ¢asu, izhaja:
aOéij . Oayy .
Qi Gk + i ——qr = 0.
Ay, 7 Oy,
Primerjajmo enacbo (5.230) z enacbo (5.187) za iy = 0. Zapisano v komponentah

dobimo iz enacbe (5.187) z wy = wy, Wy = Wy, Wy = W,

& = By, (5.231)
kjer je matrika
B Bz Bz 0 —w3 wo
(Bi) =] Par Paz Bos | =] wa 0 —w (5.232)

Bs1 B3z P33 —Wwy Wi 0
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Ker se morata enacbi (5.230) in (5.231) ujemati za vse masne elemente, sledi, da so vsi

koeficienti z; enaki. Podrobneje dobimo:

w o (9omq, o 8ozi3q a q
=03 Q= —0Qp—= (k= A1kqk
1 3 Dar 2 Dar 1
Ouys Oy . .
W = Q41— Gk = — Q43— Gk — G2kqk
gy, Ay, (5.233)
80%’1 . Jda
w3 = Q4 le%) =
3 2 8qk qk 1 ) qr 3kqk
,k=1,2,3

Z uvedba koli¢in ay, as, agr dobimo povezavo z enacbo (5.25), s katero so bile

uvedene kvazihitrosti. Z izrac¢unom dobimo za elemente matrike (a;;):

ai; Q12 Qi3 COS 1/1 sin ¥ sin w 0
(aij) = | an ag asz | = | —siny sindcosyp 0 (5.234)
as1 asz as3 0 cos 1

Elementi te matrike ne izpolnjujejo vseh pogojev integrabilnosti (5.27), zato koli¢ine wy,
wa, ws niso odvodi posplosenih koordinat, ampak so kvazihitrosti. Tvorimo se k (a;;)

inverzno matriko

b1 bia bis cos Y —siny 0
sin Ccos
(bij) = | ba1 by bz | = : L4 . 4 0 (5-235>
sin ¢ sin ¢
bs1 b3z bs3 —cot¥siny —cotdcosy 1

Z enacbami (5.233) do (5.235) dobimo naslednjo zvezo med kvazihitrostmi wy, we, ws
ter EULERjevimi koti in njihovimi odvodi:
wy =V cos )+ Y sin v sin ¢
wy = —Usintp + psind cos Y (5.236)
wsy = ¢ cosV + 1

0 =w coS ) — wWa Sin
S, o8 (5.237)
sin sin ¥

¥ = —wy cot ¥ sin 1y — wy cot ¥ cos 1 + ws

= w

5.5.3 Eulerjeve enacbe

Sedaj s pomocjo enacbe (5.152) izpeljemo LAGRANGEve enacbe gibanja druge vrste

za togo telo. Kineti¢no energijo izra¢unamo po enacbi (5.197), ob predpostavki, da
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izhodis¢na tocka O (slika 5/1) miruje ali se nahaja v masnem sredis¢u togega telesa.
Poleg tega izberemo koordinatni sistem telesa z osmi z = x1, y = x2, 2 = x3 tako, da

so osi glavne vztrajnostne osi. Potem je:
1 . . .
T = 3 {an% + Jogws + Jazws +m (qi + G2 + qé)} . (5.238)

Od 6% = 216 koli¢in 7v;st PO enacbi (5.153) so vse tiste, pri katerih je indeks vecji od 3,
od zacetka enake nic, ker so ¢y, ¢s5, in ¢g odvodi posplosenih koordinat, koordinate gy,
¢s, in g pa se ne pojavljajo v koeficientih a;; in b;;. Z uporabo enacbe (5.156) lahko

preostalih 3% = 27 vrednosti 7,4 izratunamo z enacbama (5.233) in (5.234):
dm = cos g3 dg, + sin ¢q sin g3 dgs
ddm = cos q3 0dgy + sin ¢ sin g3 ddgs — sin g3 dqs dgq
~+ cos qq sin q3 01 dgs + sin ¢q cos q3 dq3 dqgs.
Po drugi strani pa je
0 = cos q30q; + sin ¢ sin g3 0¢o
dom = cos qz ddqy + sin q; sin g3 ddqe — sin ¢z dgs dq1
+ cos qq sin g3 dgq 0ga + sin ¢q cos ¢z dqz 0qs.
Ker je, kot smo predpostavili, za dejanske koordinate podana zamenljivost operatorjev
d in ¢ (glej tudi 5.2.2), sledi:
(0d — do) m = —sings (dgzdgr — dq1dgs) + cos q1 sin gz (dq1dga — 0qadqy)
+ sin g1 cos g3 (9gzdge — dqadgs)

= —sin g3 [cot ¢ (dmdmy — dmadmy)] — cos gz (dmidms — dmsdmy)

COS @3 sin s

+ sin qs (57’(’2(17'(3 - (57T3d71'2) + ((57T1d7'('2 - 57T2d’/T1)

S ¢
sin coS
+ sin @1 COS g3 _Sin Zg (57Tld7T3 — (57T3d71'1) — Sin Zg (571'2d71'3 — 57T3d71'2)
1 1
sin
= —— L ((57Tld7T2 — 57T2d71'1)
s ¢

= — (57T2d71'3 — 57T3d77'2) .
Nadalje velja:
(0d — dd) my = — cos q3 (dqzdqy — 0q1dgs) + cos g1 cos g3 (dq1dga — dgadqy)
— sin g sin gz (dg3dga — 0gadgs)
= ((577'16171'3 - 571'3d7T1> .

In Se:

(0d — do) w3 = —sinqy (dq1dge — 6qadqy)
= — (57T1d77'2 — 57T2d7Tl) .
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Iz tega sledi:
Y213 = +1, Y312 = —1
Y2z = —1, 321 = +1 (5.239)

M3z = +1, 7231 = —1

Za vse druge kombinacije indeksov so ;4 enaki nic.

Z enac¢bami (5.236) in (5.237) dobimo iz enacb (5.152) in (5.153) konéno

Jron — (Jy — Jg) waws = T + Ay

oty — (J5 — Ji) wywr = I + Apepa (5.240)

Jzwg — (J1 — Jo) wiwe = H;(f) + A\pCp3

in

mdy = Hff) + ApCpa
m s = I + A\peps (5.241)
mie = H((f) + ApCps.

Ce ni nikakrnih omejitev in koli¢ine I, I1%?, II”) niso odvisne od koordinat g4, gs,

in gg ali njihovih odvodov, potem enacbe (5.240) in (5.241) medsebojno niso povezane.

Ker so 1\, 11§, ng) momenti vtisnjenih sil glede na osi @1, z2, 23 in 80 A\pcp1, A\pCpa,
ApCp3 ustrezni vezni momenti, lahko enacbe (5.240) zapiSemo tudi v obliki Eulerjevih
enach

Jiwr — (Ja — J3) waws = M
Jatss — (J3 — Jy) wawy = ML, (5.242)
Jss — (Jy = Ja) wiwy = MY

Koli¢ine M, M®, ?fa) so zunanji momenti glede na osi x1, s, ¥3. Ce so ti
momenti bodisi enaki ni¢, konstantni ali funkcije kvazihitrosti wy, wy, ws, potem je
mogoce, Ce je integracija enacb (5.242) uspesna, podati stanje hitrosti, ki ga predstavljajo
wy (t), we (t), ws (). Da bi dolocili lego telesa v odvisnosti od ¢asa, je treba integrirati
enacbe (5.237).

Ce pa so zunanji momenti odvisni od lege telesa, tj. ¢e so funkcije EULERjevih kotov,
potem je treba iz EULERjevih enacb s pomocjo enacbe (5.236) izloc¢iti kvazihitrosti. Tako
dobljene enacbe niso identi¢ne diferencialnim ena¢bam, dobljenim iz LAGRANGEvih
enacb gibanja druge vrste, ¢e je kineti¢na energija ze vnaprej podana kot funkcija
EULERjevih kotov in njihovih odvodov. V slednjem primeru bi bili zunanji momenti na
desni strani teh enach izrazeni glede na posSevni sistem osi, ki ga tvorijo vozlis¢na Crta,

0s x5 in os 3.

Koli¢ine qq4, ¢5, gs so kartezi¢ne koordinate masnega sredis¢a M ali katere koli druge

tocke, ki je nepremitna v prostoru. Ker so I\, IV, TI{”) rezultante vtisnjenih sil v
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smeri koordinatnih osi, Apcpa, ApCps, A\pCps Pa ustrezne vezne sile, lahko enacbe (5.241)

zapisemo tudi kot
(a)
1

mdy =
m s = F\ (5.243)
m s = Fy".

Ce je tocka O masno sredisce, enacba (5.243) predstavlja izrek o masnem srediscéu za

togo telo, ki smo ga za sistem v vektorski obliki ze podali z enacbo (4.4).

5.5.4 Ravninsko gibanje togega telesa

Enacbe gibanja togega telesa (5.240) in (5.241), predstavljajo sistem nelinearnih dife-
rencialnih enacb, za katerega so resitve v zakljuceni obliki znane le za posebna gibanja.
Taksna posebna gibanja so npr.

e ravninsko gibanje,

» vrtenje okoli prostorsko nepremicne osi,

» gibanje z ni¢elnimi zunanjimi momenti,

o gibanje rotacijsko simetricnih teles okoli nepremicne tocke telesa, ki lezi na

simetrijski osi pod vplivom teznosti.

V nadaljevanju se bomo ukvarjali predvsem z ravninskim gibanjem. Zanj je znacilno
premikanje masnega sredisca v ravnini in vrtenje telesa okoli glavne vztrajnostne osi, ki
je vedno pravokotna na to ravnino. Ta glavna vztrajnostna os je os x3. Naj se masno
srediSCe giblje v prostorsko nepremi¢ni ravnini (z;,Z2). Potem ostane os x3 vedno
vzporedna z osjo 3. Kotna hitrost w3 postane dejanska koordinata hitrosti, ker za
v = 0 koli¢ine ag;, v enacbi (5.234) izpolnjujejo pogoje integrabilnosti (5.27).

Postavimo

w3 = @,
kjer je ¢ kot zasuka telesa v ravnini (71,72) glede na zacetno lego, ki je dolocena v
prostoru, in
s = Tim, (5= Tam

kjer sta Typs in Tops koordinati masnega sredisca. Poleg tega naj bo
Js=J, M =M.
S temi izrazi dobimo iz enacbe (5.242):
M@ — Jp=0 (5.244)
in iz enacbe (5.243):

B = mifi =0, } (5.245)

FQ(a) - migM = 0.
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Enacbe (5.244) in (5.245) predstavljajo uporabo enacb (3.18) za ravninsko gibanje
togega telesa. Iz njih je razvidno, da lahko dinamicni problem pretvorimo v staticnega
tako, da momentu zunanjih sil M@ dodamo —J@, zunanjima silama £\ in Fi” pa
—m Ty 0z2. —mTay. Glede na zgoraj navedeno so lahko zunanji momenti in sile
sestavljeni iz vtisnjenih sil in momentov ter veznih sil in momentov. Ker se uporaba
tega nacela, po katerem dinamiéni problem pretvorimo v stati¢nega, pri ravninskih
sistemih pogosto izkaze za smiselno, bomo v nadaljevanju podrobneje razlozili postopek
dolocanja enacb gibanja.

ot

Xim Ay
Slika 5/5. Ravninsko gibanje togega telesa

Ce na koncu vnesemo Se sili zaradi pospeska mase m Ty, in m Topy, ki sta nasprotni
smeri pozitivnega pospeska masnega srediscu, ter moment pospeska mase Jp, ki je
nasproten smeri pozitivnega kotnega pospeska, lahko sistem na sliki 5/5 obravnavamo

kot staticni sistem.

Z F} in Fy oznacimo rezultanti vseh sil v smeri Z; oziroma Ty in z M™ rezultanto

momentov glede na katero koli tocko ravnine. Potem velja:
Ff=0, F;y=0, M"=0. (5.246)

Ce v prvih dveh ena¢bah (5.246) npr. komponente sil, ki kazejo v pozitivne smeri

T, vpisemo kot pozitivnhe, potem moramo nasprotno usmerjene sile obravnavati z
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negativnim predznakom. Enako velja za predznake momentov. Opozoriti je treba, da
moment M™* poleg posameznih momentov vkljucuje tudi momente vseh komponent sil
glede na izbrano referencno tocko ravnine. Pri tem je dovoljeno, da enacbi F} = 0 in/ali
F; =0 v enacbah (5.246) nadomestimo z dvema dodatnima momentnima enacbama

M* =0, ¢e za izracun momentov izberemo drugi referen¢ni tocki ravnine.

Ker ima prosto gibajoce se togo telo v ravnini tri prostostne stopnje, telo ostane
gibljivo le, ¢e med koordinatami T, T in ( obstajata najve¢ dve linearno neodvisni
Zvezi:

ap1 0T1 + Ay 6T2 + ap3 S = 0. (5.247)

Za vsako lego togega telesa obstajajo najve¢ tri linearno neodvisne vezi. Te ustrezajo
trem neznanim komponentam veznih sil ali veznih momentov. Ce je v ravnini med seboj
povezanih m togih teles, obstaja najve¢ 3m linearno neodvisnih vezi in temu ustrezno
3m neznanih komponent veznih sil ali veznih momentov. Sistem ostaja gibljiv le, ¢e je

stevilo vezi najve¢ 3m — 1.

5.6 Metode resevanja diferencialnih enacb gibanja (izpus¢eno)

5.7 Stabilnost gibanja sistemov s konénim Stevilom prostostnih stopenj

(izpusceno)
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V spodnji tabeli je prikazano, na katere dele besedila se nanasajo posamezni primeri.

Primer

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5
6.6
6.7

6.8

Poglavje Primer

5.3 6.9
5.4.2

5.5.4 6.10
0.4.1

0.4.2 6.11
3.3

5.4.1

0.4.2

5.5.4

5.4.2

0.4.2 6.12
0.4.2

5.4.6 6.13
0.4.7

0.4.2 6.14
5.6.1.1

5.6.1.2.2

5.6.2.1.1

5.6.2.1.2
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Poglavje
5.4.2
5.6.1.3
5.4.2
5.6.2.1.2
5.4.2
5.6.1.3
5.6.2.2.1
5.6.2.2.2
5.6.2.2.3
5.6.2.2.4
5.5.3
5.6.1.2.2
5.4.2
5.6.1.2.4
5.4.2
5.71
5.6.2.2.1
5.7.2.1.2
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Kid

m.._

';. & £ &
m; mz % m; m_qé

Slika 6/1. Elasti¢na gred s posameznimi masami

6.1 Ravnotezna lega vrtece elasticne gredi

Na vrteci elasti¢ni gredi je namescenih n diskov (zobniskih koles, vztrajnikov ali podobnih
komponent). Predpostavimo, da lahko sistem reduciramo na brezmasno elasti¢no gred,
na katero so pritrjene posamezne mase (slika 6/1). Elasti¢ne lastnosti gredi in lezajev
so izotropne. V os gredi, za katero predpostavljamo, da je idealno ravna, postavimo os
kartezi¢nega koordinatnega sistema, ki se vrti s kotno hitrostjo €2 gredi (slika 6/2). V
tem koordinatnem sistemu naj bo lega masnega sredisca i-tega diska za ) = 0 podana
s koordinatami &;, n;. Odstopanja od lege & = 0, n; = 0 so lahko posledica proizvodnih

nenatancnosti.

Teznost v nadaljevanju ne upostevamo. Neznanke so koordinate x;, ; masnih sredisc¢

za gred, ki se vrti s konstantno kotno hitrostjo.

I. Dolo¢itev ravnoteznih pogojev

Ce koordinate iy Yi, © = 1,2, ... n, obravnavamo kot posplosene koordinate, potem
so sile, ki delujejo na masne tocke v smeri x in y, ustrezne posplosene sile. V skladu z
enacbo (5.48) so te posplosene sile enake ni¢, ¢e so posplosene koordinate med seboj
neodvisne, zato med njimi ni pogojnih enacb. Ker vrteci koordinatni sistem ni inercialen,
v skladu z enacbo (5.36) vtisnjenim silam F* pripadajo tudi vztrajnostne sile. Za vsako
masno tocko je centrifugalna sila edina vztrajnostna sila, saj je centripetalni pospesek,

ki je posledica sistemskega gibanja, edini pospesek:

Ap; = —I; QZ.

Ce za i-to masno totko zapiSemo enatbo (5.48) ob upostevanju enach (5.36) in
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(5.44), dobimo naslednje izraze za posplosene vtisnjene sile:

X,L-(e)* = XZ.(e) -+ mlflf(z)Qz = O,
, (1)

V=Y bmiyp@® =0, i=12,...

Kolicini Xi(e) in Y;(e) predstavljata tako imenovani vracalni sili [Riickstellkrafte], ki ju

elasti¢na gred izvaja na masno tocko m; v smeri x oziroma y (slika 6/3).

yi
¥

7]

Xy

Xlr'

Slika 6/2 (levo). Lega masnega sredis¢a pri mirujoci in vrteci se gredi.

Slika 6/3 (desno). Vtisnjena sila v masnem srediscu.

Med pomiki f; v tockah, oznacenih z indeksom ¢, in obremenitvenimi silami F}, ki

delujejo pravokotno na os palice, znotraj meje sorazmernosti obstajajo linearne zveze:
flzaZjE77 2,321,2,,7’1, (2)
pri cemer sorazmernostni faktorji
Qij = Qi (3)
predstavljajo vpliv pomikov (slika 6/4).

Ce v skladu z enacbo (2) zapiSemo zveze med premiki in silami v smeri z in y ter

upostevamo
fi=xi =&
V; l F2 f3 fn
s " -

Slika 6/4. Upogib elasti¢ne gredi
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OZ.

fi=yi—mn
in

Fy ==X}
OZ.

Fy ==Y,

dobimo enacbi:

)

(i — &) = —Oéinj(e)a }
(yi —mi) = —Oéijy}(e .

Iz enacb (1) in (4) sledi:
(2 — &) = aymyz; O,
(yi = mi) = 0ymyy; 0,
ij=1,2,....n

oz. ¢e uporabimo Kroneckerjev simbol 9;;:
(ozijmj — 51']‘9_2) .Tj = —fiQ_Q,
(aijmj - (51‘]‘9_2) y; = —mQ7
1,7 =1,2,...,n.
Ko uvedemo nove koordinate:
Ui = \/MiTgy, i = /My,
Vi = V1Y Ey, Vi = A/T0)3),

in spremenljivke:
Bij = /mim;ay),
lahko enacbe (6) po mnozenju z /m; zapiSemo v obliki:
(@‘j - 5ijQ_2) u; = —u 2,
(ﬁij - 5ijQ_2) v = —v27%,
i j=1,2.....n.

Kot je znano, ima sistem enacb (9) enoli¢no resitev le, ¢e velja:

det (Bzy - 6ij972) §£ O, Z,j = 1, 2, ce

(10)

Ce neenakost (10) velja, je deformacije #; in y; mogoce enoliéno doloéiti iz enacb (7) in

(9) ali neposredno iz enacb (6).
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2. Resitev z lastnimi vektorji
Resitve is¢emo v obliki linearne kombinacije lastnih vektorje problema lastnih vrednosti
(B = 052 w; =0, i,j=12...n, (11)
ki izhaja iz ni¢elne desne strani enac¢be (9). Korene karakteristicne enacbe
det (8 — 0,;,072) =0

oznacimo z % za k = 1,2,...,n. Ce te vrednosti zaporedoma vstavimo v enacbo (11)

namesto 72, lahko lastne vektorje wj, doloCimo iz enacb:
(ﬁij - 5,~jQ,;2) wig =0, i5k=1,2,...,n. (12)

Ti lastni vektorji so ortogonalni, ¢e predpostavimo, da so vse lastne vrednosti Q,;z

razlicne. Poleg tega so normalizirani tako, da velja:
Wik Wi = Ok,
tj. matrika (w;;) je ortogonalna. Tedaj velja tudi:
WigWjk = 0ij- (13)
Ce zdaj pomnoZimo prvo od enach (9) z wig, dobimo:
Wik (ﬁz‘j - 5ijQ_2) u; = — w2

Iz simetrije (3;; sledi:
(Bij - 61']'972) Wikt = — Wi,
Iz te zveze z enacbo (12) dobimo:
0ij (QI;Q — QfZ) Wjk)U; = — Wit 22,
oziroma:
Q_2
Wikl = — =55 Wi(k) Mi- 14

Ko enacbo (14) pomnozimo z wj in sestejemo po k, dobimo:

02
U= T g ik ik (15)
ali: 0
u; = ijkwikui. (16)

02— Q2
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Na podoben nac¢in dobimo:

Q2
vy = 7kwjkwikyi. (16)

02—
Iz enacb (15) in (16) je razvidno, da faktor:
Q3

0
pri 2 — Q. priblizuje neskoné¢nosti, zaradi ¢esar postanejo deformacije, povezane s
k-tim lastnim vektorjem, Se posebej moc¢no vzbujene. V mejnem primeru €2 = €2, lahko

deformacije ostanejo koncne le, ¢e je faktor:
Wik  OZ. Wikl

povezan s k-tim lastnim vektorjem, enak ni¢. To pomeni, da morata biti vektorja u;
in v; pravokotna na ustrezna lastna vektorja w;. Poleg tega lahko vidimo, da se pri
(1 = oo deformacije priblizujejo vrednostim u; = 0, v; = 0. Vendar to ne pove nicesar

o stabilnosti te ravnotezne lege.

6.2 Dvigalo

Dvigalo je poenostavljeno prikazano na sliki 6/5. Skica na levi prikazuje zacetno
stanje, ko breme miruje, medtem ko skica na desni prikazuje stanje po zacetku gibanja.

Predpostavimo, da vrv ostane navpicna in jo lahko obravnavamo kot togo in brez mase.

Podani so:

J1 vztrajnostni moment vrvnega bobna in pogona, glede na os vrtenja
bobna,

Jo vztrajnostni moment jermenice, glede na os jermenice, v kateri mora
lezati tudi njeno masno sredisce,

my masa vrvnega bobna,

Mo masa celotnega skripcevija, vkljuéno z jermenico,

ms masa bremena,

71 OZ. T3 povprec¢na polmera navitja vrvi na bobnu oz. na jermenici,

M = M (¢1) pogonski moment, podan kot funkcija kotne hitrosti.
[s¢emo kot zasuka ¢; vrvnega bobna kot funkcijo casa in silo v vrvi.
Enacbe gibanja bomo izpeljali na dva nacina:

» 7z uporabo metodo prerezov in enacb gibanja za togo telo (razdelek 5.5.4),

o 7z uporabo LAGRANGEve enacbe gibanja druge vrste (razdelek 5.4.2).
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Slika 6/5. Dvigalo

1. Resitev s pomocjo enacb za ravninsko gibanje togega telesa

Vrvi in povezavo z bremenskim kavljem prerezemo, da postanejo vsa tri telesa prosta.
Odstranimo Se osne lezaje vrvnega bobna. Obenem vnesemo vezne sile F; do Fy, ki
jih povzrocajo prvotne toge vezi. Nadalje na telesa vnesemo vtisnjene sile mqg, mag
in mgyg ter vtisnjen moment M (¢1). Dodamo Se vztrajnostne obremenitve moi, msi,

J1p1, Jopa, ki so usmerjene v nasprotno smer od definiranih pospeskov (slika 6/6).

Za izrezana prosta toga telesa uporabimo enacbe (5.244) in (5.245), potrebne za

dolocitev iskanih veznih sil F} in F, ter postavitev enach gibanja:

M (p1) — Firy — Jigr = 0, (1)
(Fl - F2) ro — Jopa =0, (2>
F1+F2—F5—m2g—m2:i':0, (3)
Fs —msg — m3i = 0. (4)
7 izloc¢itvijo veznih sil dobimo:
2M (p1) ro — 2J1r9¢1 + Jor1pa — (Mo +mg) (g + &) rireg = 0. (5)

Zaradi nerazteznosti vrvi obstajajo med koordinatami i, (o in x naslednji pogoji:

f1:7“1901—7”2902—$:0 (6>
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m3X

m;q

Slika 6/6. Razrez dvigala

(pogoj nerazteznosti za desni del vrvi),

Jao=r2p2—2=0 (7)

(pogoj nerazteznosti za levi del vrvi).
Pri dolocanju vezi smo dodatno predpostavili, da vrv ne drsi po bobnu in jermenici.
Na podlagi omejitvenih pogojev (6) in (7), ki ju dvakrat odvajamo po casu, lahko v

enachi (5) odpravimo koli¢ini & in @o:

_ AM (p1) 13 — 2 (Mo + m3) grirs
4J17’% + JQT% + (m2 + mg) T%T% '

(8)

1

Po deljenju z imenovalcem ulomka na desni strani in integraciji ob upostevanju zacetnega
pogoja
pr=gq, za t=0,

sledi iz enacbe (8):

$1 .
/ dn B t
) 4AM (p1) 73 — 2 (mo +ms3) grird — 4J1r3 + Jor? + (mo +msa) 733
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Ceje M (1) znan, lahko integral na levi strani enacbe (9) izratunamo numeriéno. Z

razreSitvijo enacbe po ¢, dobimo funkcijo:
Sbl = Sbl (t) )
ki z dodatno integracijo pripelje do iskane odvisnosti:

01 = @1 (t).

(10)

(11)

Iskani sili v vrvi, F} in Fy, dolo¢imo z enac¢bami (1) in (2) ter z uporabo enacb (5)

in (6), kot funkciji ¢y in ¢1:
1

By = —[M(¢1) — il
1

1 . r .
Fy=F — —Japs = F1 — 712J2S017
T 2r;

1 1r?

= 7“71 lM (%01) - (Jl + 27%J2> 901] .

(12)

Z zamenjavo ¢; iz enacbe (8) v enac¢bah (12) lahko F} in Fy izrazimo kot funkciji ¢;.

Nato z uporabo enacbe (10) kon¢no dobimo F; (t) in F ().

2. Resitev z uporabo Lagrangevih enacb gibanja druge vrste

Pri uporabi LAGRANGEVih enach gibanja druge vrste lahko opustimo skico prerezov,

prikazano na sliki 6/6. Vseeno pa je priporocljivo da v skico vriSemo vtisnjene sile, ¢e

Q‘]ﬂsg

Slika 6/7. Dvigalo z oznafenimi vtisnjenimi silami
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te niso vse potencialne sile (glejte sliko 6/7). Na sliki je razvidno, da je delo vtisnjenih

sil pri virtualnem pomiku sistema:
SW© = M (p1) 61 — (Mg +ms) g ox.
Vtisnjene posplosene sile ustrezajo koeficientom virtualnih pomikov v tem izrazu:

QL) = M (¢1),
QL) =0, (13)
QL) = — (ma+ma) g.

Z variacijo pogojev, podanih z ena¢bama (5) in (6), dobimo:

r10p1 — 102 — 0x = 0, (14)
rodpy — 0x = 0.
Kineti¢na energija je podana kot:
(ARG NI S S i? 15
=5 1901+22902+2(m2—|-m3)x. (15)

Na podlagi enacb (14) in (15) dobimo Lagrangeve enacbe (5.71) za

G =%, G2=¢2, (q3=2,
v obliki:
Jipr =M ($1) + A,
Jopa = — (A1 — Aa) 1o, (16)
(mg—i‘mg)j': —(mg—i-mg)g— ()\1—|—)\2>

Ker pogojni enacbi (5) in (6) izhajata iz nerazteznosti desnega in levega dela vrvi, sta,

v skladu s tem, kar je bilo povedano v 5.3 za enacbo (5.41):

df1
M—= = — )\, = F 17
1 817 1 1 ( )
sila v desnem delu vrvi, in
dfs
A—— = - =F 18
25, 2 25 (18)

sila v levem delu vrvi. S tem so enacbe (16) enakovredne enacbam (1) do (4). V prvem
primeru smo dobili dodatno enacbo, saj se z izrezom mase ms pojavi F5 kot dodatna
neznanka. Parameter, ki bi ustrezal tej sili, bi se pojavil v enac¢bah (16), ¢e bi uvedli

posebno koordinato in dodatno omejitev za navpi¢no gibanje mase ms.
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6.3 Prostorsko preprosto nihalo s premikajocim se obesisS¢em

Obesisce preprostega nihala se giblje po predpisanem zakonu gibanja v = ¥ (t) po
kroznici v vodoravni ravnini (slika 6/8).

Pois¢imo diferencialne enacbe za gibanje nihala. Izpeljali jih bomo s pomocjo

LAGRANGEvVih enach gibanja prve in druge vrste.

Slika 6/8. Prostorsko nihalo

Pogled A

Slika 6/9. Prostorsko nihalo z oznacenimi posplosenimi koordinatami
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1. Uporaba Lagrangevih enacb prve vrste

Kot posploseni koordinati uporabimo kota

G =¢, ¢@=71,

prikazana na sliki 6/9. Cas lahko, tako kot v tocki 5.4, simbolicno predstavimo z qq.

Krajevni vektor masne tocke m je podan z naslednjo zvezo:
r =i[rcosty + lsinycos (¢ + )] 0
+j[rsiney + Isinpsin (¢ + 9)] + kil cos g,

kjer so i, j, k enotski vektorji v smeri koordinatnih osi x, y, 2.

Koli¢ine g, dolo¢imo po enacbi (5.67):

or 0 .
Joo = m(‘% : a—; = ma)? (1”2 + 2lrsin ¢ cos ¥ + l2sin2<p) ,
dr 0 .
Jgo1 = J10 = mafz . 8; = mlri cos psin 1,
go2 = G20 = me . 2 mlri sin o cos ¥ + [*¢psinip,
ot 8QQ 9
or Or 2 (2)
= mMm—- — =M
g11 aql aql )
Jr Or
= = m —-—-— - — =
g12 = 921 oq O 5
or Or
— 2 l2 i 2 ]
g2 =M 90 Ot miesin”p

Izmed spremenljivk I';,,, podanih z enacbo (5.68), zapiSemo le tiste, ki imajo

nenicelne zadnje indekse, saj potrebujemo samo te:
Foor = ml cos (rw sind — r¢2 cost — MQ sin gp)
Loge = misinp <r¢ cosY + me sind + 2[& sin gp)

Foin =T =0

Toia = Tiga = mi*y) sin g cos

Lo21 = a1 = —mil?4sin @ cos ¢

Loza = T'a02 = 0 3)
' =0

I'2 =0,

21 =T911 =0

T[99 = oo = mi%sin Y COS P
Ty9; = —ml? sin Y Cos

F222 — O
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Potencialna energija, definirana glede na ravnino z = 0, je
U = —mglcos . (4)

Z uporabo enacb (2) do (4) dobimo iz enacbe (5.76), po deljenju z ml, diferencialni
enachi gibanja:

I+ cosp [rw sind — r1)? cos 19} — [sin gp(w + 19)2 = —gsinp,
Isin®p (w + 19) + rsing <¢ cos ¥ + 9% sin 19) (5)
+2[p sin p cos ¢ (w + 19) =0.

2. Uporaba Lagrangevih enacb gibanja druge vrste

Krajevni vektor, podan z enacbo (1), odvajamo po ¢asu:

r= i{—mbsinw—i—l [gbcoswcos(w—l—ﬁ) — (w—l—ﬁ‘) singosin(wjtf})”
+j{r¢cosz/1+l {gbcosgosin(w—i—z?) + (w—l—ﬁ) Sin@cos(w—l—ﬁ)}}
—klipsine.

Kineti¢na energija je:

1

T = ~mi®
2
1 . .
=gm {7‘21#2 + 12p% + 2lripp cos psiny (6)
. . . . 9 . N\ 2 . 9

+2Ir (1/1 + 19) sin pcost + [ (1/} + 19) sin cp} .

Na podlagi enac¢b (4) in (6) tvorimo LAGRANGEovo funkcijo:

L=T-U.

Iz LAGRANGEvih enacb gibanja druge vrste, v skladu z enacbo (5.91), izpeljemo

diferencialne enacbe gibanja (5), saj so izpolnjeni pogoji:

I . . .
ia— =ml [l¢+r¢cosgosin19 — rppsin p sin ¢ +r¢19(:osgocosﬁ}
dt 0p
oL _— ] .y . . N2 )
a—:ml [—mﬁcpsmgpsm??—f—rw(1/1+19)cosg000519—l(@/}—i—ﬁ) sin ¢ cos ¢ — gsin
2
d OL S L PN .
%%:ml [l (w—l—ﬁ)sm <p—|—2l<p(w—|—19)sm<pcosg0—|—rwsmgocosﬁ—l—m/}(pcosgocosﬁ
—rpd sin p sin 79}
oL

i ml [mﬂ@cosgpcosz?—m/} (w—l—ﬁ) sin@sinﬁ} .
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6.4 Ravninsko nihalo s premikajoc¢im se obesiScem

Obesisce nihala se giblje po premici glede na predpisan zakon gibanja £ = £ (t) (slika
6/10).

Pois¢emo diferencialne enacbe gibanja nihala in silo v vrvici.
Nalogo resimo:

1. s pomoc¢jo LAGRANGEvih enach prve vrste,
2. s pomoc¢jo LAGRANGEvih enacb druge vrste,

3. 7z izrezom mase in uporabo D’ ALEMBERTovega aksioma.

w . »
5 o

JL L

o

Slika 6/10. (levo) Ravninsko nihalo

Slika 6/11. (desno) Ravninsko nihalo z oznac¢enimi posplosenimi koordinatami

1. Uporaba Lagrangevih enacb gibanja prve vrste

V skladu s sliko 6/11 kot posplosene koordinate dolo¢imo:

qQq=¢, q=T.
Pogoj je:
f1<g0,7’,t):l—7’20. (1)
Poleg tega ponovno postavimo:

QQ:t.
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Krajevni vektor masne tocke, glede na izhodis¢e koordinatnega sistema z, y, lahko
izrazimo s funkcijo:

r =1i[¢(t) + rsiny| + jrcos . (2)

Tako v skladu z enacbami (5.67) dobimo koli¢ine g,

Joo = méz g1 = mr?
o1 = g0 = Mrécosp gz = gor =0 (3)
go2 = G20 = mré’ sin  goo = m.
Od koli¢in I',,,,», podanih z enac¢bo (5.68) in o # 0, so od ni¢ razli¢ne naslednje:
Loor = mé Cos
Too2 = mf sin ¢

FHQ = —mr

['1o1 = Fonn = mr.
Potencialna energija, definirana glede na ravnino y = 0, je:
U = —mgr cos p. (5)
Z vstavitvijo enacb (1) ter (3) do (5) v enacbo (5.76) dobimo:
mrig + mré cos @ + 2mrrp = mgrsin ¢
mi + mé sin ¢ — mrg? =mgcosy — A\;. }

Temu dodamo pogoj (1) tj.
=0 (7)

Ce v enacbo (6) vstavimo enac¢be (1) in (7), sledi:
I+ Ecosp + gsing = 0, (8)
kar predstavlja diferencialno enacbo gibanja, in
A = —mé sin g + mip* 4+ mg cos p, 9)

kar dolo¢a vrednost vezne sile. V skladu z enac¢bo (5.53) dobimo silo v vrvici kot

posploseno vezno silo v obliki

(&) _ — )\ % — —\ 1
2 1412 1 or 1- ( O)

Ta vezna sila deluje na masno tocko v smeri narasc¢ajoce koordinate r. Sila v vrvici F,

prikazana na sliki 6/12, je torej enaka

F=-Q =\ (11)
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il

Slika 6/12 Prerez vrvice nihala

2. Uporaba Lagrangevih enacb gibanja druge vrste
Hitrost masne tocke izracunamo kot:
:i<f—|—fsing0—|—rgbcoscp)+j(fcosgp—rgbsingp). (12)

Izraz za kineti¢no energijo je:

1 : .
T = gm [52 + 72 2?4 2€ (7 sin  + 7 cos gp)] : (13)

Ce upoStevamo potencialno energijo iz enacbe (5), dobimo iz enacbe (5.87) zaradi

pogojev:
d 0L . . .
=m (27"7"c,b + 72 + 7€ cos p + 1€ cos p — répsin gp)
dt (9g0
=m ({r cos (p — rfgb sin ¢ — grsin gp)

d 8L - .
prin m(r+§sing0+§<pcosgo)

oL

— :m(rgb2+§gbcoscp+gcos¢)
or

ponovno enacbo (6), oziroma, ¢e upostevamo se enacbo (7), zvezi (8) in (9).
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3. Uporaba d’Alembertovega aksioma

Za dolocitev enacbe gibanja in sile v vrvici uporabimo zveze (3.18). Ce jih uporabimo
na posamezno masno tocko, se glasijo:

F:=0, rxF:=0, (14)

a

pri Cemer je:
F: =F, —mi=F9 +F& _mi.

V skladu z razlago v razdelku 3.3. uporaba teh enacb vodi do pogojev ravnotezja
masne tocke z upostevanjem vztrajnostnih sil. Na sliki 6/12 so prikazane vse sile, ki

delujejo na masno tocko:

« sistemska sila z velikostjo mé,

« sila zaradi relativnega pospeska z velikostjo ml¢ in centrifugalna sila z velikostjo
mig?,

* teza z velikostjo mg (vtisnjena sila),

o vezna sila z velikostjo F'.

CoRIOLISova sila je tukaj enaka ni¢. Vse vztrajnostne sile so prikazane v nasprotni
smeri glede na pozitivno definirane smeri pospeskov.
V skladu s prvo enacbo (14) tvorimo vsoto komponent sil v smeri vrvice in pravokotno
nanjo:
F +mésing —mgcosp —mly® =0, (15)
mé cos o + ml + mgsin ¢ = 0.
Vidimo lahko, da sta enacbi (15) ob upostevanju enacbe (11) identi¢ni z ena¢bama (8)
in (9).

6.5 Bic

Konec vrvice se giblje po premici s konstantno hitrostjo & = v (slika 6/13). Vrvico
obravnavamo kot neraztezno in popolnoma gibko. Masa na enoto dolzZine je konstantna
in jo ozna¢imo z u. Poleg tega predpostavimo, da se vse tocke vrvice gibljejo po isti
premici, pri ¢emer zanemarimo vpliv zemeljske teznosti. V zacetnem stanju je vrvica

dolzine [ v mirovanju in zavzema vodoravno lego:

(1)

[stemo hitrost ¢ prostega konca vrvice.
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X(1)

<

NN

i

il

|
¢ |

SOOI

Slika 6/13. Bi¢

1. Diferencialne enacbe gibanja

Oba dela vrvice z dolzinama 3 (I +« — ¢) in 5 (I — 2 4 ¢) lahko obravnavamo kot toga

telesa s spremenljivo maso, ki se gibljeta premoc¢rtno. Kineti¢na energija je

T:;p[(l+x—q)j:2+(l—$+q)cﬂ. (2)

V skladu z enacbo (5.91) je zaradi U = 0 in & = v = const. Casovni odvod

dor d
aol _d. o 9] — e
7 0 gul-z+ad=pnll-r+qi+(=2+q)d,
in parcialni odvod
or 1 9 .9
5g ~ ot ()
Diferencialna enacba gibanja je:
. 1 .2 .. 1 .9
(l—x+q)q+§q — @3¢+ i =0,
oziroma 1
(I—o+9)§+5(G—3)" =0 (3)
2. Resitev enacb gibanja
S pomocjo koordinatne transformacije
y=l—-—x+q
§=—i+q (4)

=4¢q (ker je £ =v = const)

enacbo (3) preoblikujemo v

1
yg)+§g)2:0
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0Z. ) »
) Y
=== (5)
Y 2y

To diferencialno enac¢bo lahko takoj enkrat integriramo:

[N

y=(cy)
Po ponovnem integriranju dobimo
y=Alt+B)’ (6)

kjer sta novi konstanti A in B. Z enacbo (4) najdemo

wn

g=xz—1+ A(t+ B)3. (7)

Ce v enatbo (7) vstavimo zadetne pogoje (1) dobimo dve enaébi za dolocitev konstant
Ain B : ,
—l+ AB3 =1
2

Razresitev da

1 41
= ~V/36li2, B=———.
2 3z

Tako iz enacbe (7) dobimo

g=x+1]2

3(1—?>2—1} (8)

q-x(l—l/ 1—m). (9)

Dolzina prostega dela vrvice je

Za hitrost ¢ velja

1
§(l—$+Q)

Ce vstavimo enacbo (8) dobimo

s=1 (1—?) (10)

Z enacbama (9) in (10) lahko hitrost prostega konca vrvice predstavimo kot funkcijo

q::b(1— ! )
z/l

njene dolzine:
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ali pri = v,

j 1
KO B (11)
v z/1
Kot je razvidno iz enacbe (11), hitrost prostega konca vrvice presega za z — 0 vsako
mejo. Dejansko ostaja hitrost kon¢na, ker vrvica ne more biti popolnoma toga in gibka.
Kljub temu lahko z ustreznim gibanjem presezemo hitrost zvoka zraka, pri ¢emer se

pojavi dobro znani pok bica (glej sliko 6/14).

Z
/———>
0 02 04 06 08 70
/,/’f*f N
_7 =l I
// _ |

Slika 6/14. Potek hitrosti prostega konca vrvice

6.6 Vibracijska igla

Vibracijska igla za zgoSc¢evanje betona je v prerezu prikazana na sliki 6/15. V valjasti
posodi A, se vrti (vibrirna) igla B, ki jo poganja gibljiva gred. Predpostavimo, da
posoda izvaja enakomerno krozno gibanje s polmerom a okoli tocke O, ki je nepremicna

v prostoru. Na posodo deluje dusilna sila

ki je nasprotna vektorju hitrosti v,;. Nadalje so podane naslednje vrednosti:

mo masa posode,

1 masa igle,

m=mo+ skupna masa vibratorja,

P = () = const.  kotna hitrost vrtenja igle okoli svoje osi,
p polmer igle,

r polmer vrtenja sredisca igle v posodi.
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Pod pogojem, da se igla gladko kotali vzdolz notranje stene posode, je potrebno dolo¢iti:

Fy velikost normalne sile med iglo in posodo,

Fr velikost tangencialne sile med iglo in posodo,

a polmer kroznega premika sredisca posode M,
a=19—1 fazni kot med vrtenjem igle in gibanjem posode.

Poleg tega je treba doloc¢iti meje delovanja brez zdrsa, ¢e je

max Fp
Fy

koeficient trenja. Za resitev je treba uporabiti LAGRANGEve enacbe.

UV =

Slika 6/15. Prerez vibracijske igle

1. Izpeljava enacb gibanja
éeprav ima sistem le dve prostostni stopnji, je treba, ¢e Ze na zacetku ne predpostavimo
a =0, za doloc¢itev veznih sil uvesti ve¢ kot dve posploseni koordinati. Te so
a, ¥ U, r.
Brez izgube splosnost za kot ¢ predpostavimo
o = QL. (3)

Za dejansko gibanje velja omejitev
P <0, (4)

ki izraza togost igle in ohisja. Neenacba (4) predstavlja enostransko vez. Kot je obi¢ajno,

najprej predpostavimo dvostransko vez, ki ustreza

P=0, (5)
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veljavnost enacbe (5) pa preverimo kasneje. Dodatna pogojna enacba izhaja iz pogoja
kotaljenja brez zdrsa igle po notranji steni posode. Ob upostevanju enacbe (3) se ta
glasi

r¥ — pQt = const.

oziroma po odvajanju po Casu

) — pQ = 0.

Resitev za 4 da
0 =w= ga, (6)

pri cemer je bila zaradi krajsega zapisa uvedena kotna hitrost w. Pogoja

a=0, =0, (7)

ki izhajajata iz predpostavljenega kroznega premika posode, po drugi strani nista vezi,
saj jih ne povzrocajo toge vezi, temve¢ metoda resevanja, ki jo bomo uporabili v ena¢bah
gibanja, ki jih je treba Se dolociti, da bi problem poenostavili.
Kineticno energijo sistema je
1 1 1
T =—mgve, + —puv> + =JO?.

Pri tem je J masni vztrajnostni moment igle in njenega pogona, povezan z osjo vrtenja,

ki ga v nadaljevanju ne bomo uporabili. Izrazena s posplosenimi koordinatami je
1 . 1 . 2
T = 5o (c'L2 + a21/12) + 2u{{d+7‘cos (¥ — 1) —rdsin (¥ — w)}

—l—[mﬁ + 7 sin (9 — ) + 79 cos (¥ — w)r} + ;JQ2
= ;m (a2 + a21b2> + ;/L {'f"Q + 292 + 2ar cos (0 — ) — 2ard sin (9 — 1)
+2ary sin (¥ — ) + 2ari cos (9 — ?/J)] + ;JQ2

(8)

Za dolocitev posplosenih sil izracunamo virtualno delo. Delez dusilne sile pri virtualnem

delu je, ob upostevanju enacbe (1)
Fp-ory =—k (aéa + a9 (51/1)

(glej sliko 6/16). Ker pogoja (5) in (6) za virtualne premike ne veljata, vezne sile prav

tako opravljajo virtualno delo. To je:
—FN(57‘ + FT’I" )
(glej sliko 6/17). Celotno virtualno delo je torej:

SW = —k (a da + a*i) &p) — Fxér + Fpr 69.
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Ce oznaéimo
1 = a, Q2:¢7 q3 =T, Q4:79
so posplosene sile:
Q1= —ka, Q= —k’a2¢
Q?):_Fgu Q4:FTT-

LAGRANGEvVe enacbe gibanja druge vrste so podane z enacbami (5.84). Pri zapisu

(9)

naslednjih enacb so bile uporabljene enacbe (5) do (7):
—prw (w — 1) cos (¥ — ) — ma)® — prwycos (9 — v) = —ka = 0
—parw (w — ) sin (9 = ) — parwsin (9 — )
—parp (w =) cos (9 — ¢) — prw? — paw cos (9 — ) = —Fy
)

Slika 6/16 (levo). K dolocitvi virtualnega dela dusilne sile
Slika 6/17 (desno). K dolo¢itvi virtualnega dela veznih sil

2. Resitev enacb gibanja

Zgornje enacbe lahko poenostavimo. Uvedemo fazni kot o =9 — ¢ :

—prw? cos or — marh? = 0 (10)
—parw?sina + ka*) = 0 (11)
Fy = prw? + path? cos o (12)

Fr = pai)?sin o (13)

Ker mora biti ¢ v skladu s pristopom reSevanja enacbe (7) konstanta, je po enacbah
(10) in (11) tudi
a=1—1
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konstanta . Zato je v povezavi z enacbo (6)

zb:ﬁ:w:gQ (14)

Enacbo (14) vstavimo v enacbe (10) do (13) in iz enacb (10) in (11) izra¢unamo a in «:

1
a=tr——— = Frcosa (15)
m 2 m
L m2w?
a = — arctan — . (16)

mw
S tako dobljenimi enac¢bama (15) in (16) iz enac¢b (12 in (13) sledi:

Fry = pw?r (1 - MCOSQQ) (17)
m
2

Fr=""wrsinacosa (18)
m

Kot je razvidno, je Fy > 0. Igla je torej v stiku z ohiSjem, kar pomeni, da je enacba (5)

izpolnjena. Sedaj lahko formuliramo pogoj za kotaljenje brez spodrsavanja:

B
— sin o cos «

Fr m
— ="\ <V (19)
Fy 11— ﬁ008204
m
ali
f=v(2—-(—C(cos2a)— (|sin2«a| > 0, (20)
kjer je
_ K
¢=L.

Ce zahtevamo stabilno delovanje, tj. kotaljenje brez zdrsa za vse mozne dusilne faktorje,
mora biti enacba (20) izpolnjen tudi za o = «y, pod pogojem da f () doseze minimum.
Ker v skladu z enacbo (16) iS¢emo minimum le za B < ap < m, lahko namesto enacbe

(20) zapisemo

f=v(2—-(—C(cos2a)+ (sin2a >0 (21)
™ <20 <27
Uporabimo
d d?
d{); = ( (vsin2ap + cos 2¢p) = 0, don; = 2( (v cos2ag — sin 2¢y) > 0.
[e7h) [e70]

Resitev je

209 = 27 — arctanv !,
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tj.
%0 — v B 1
sin 20 = — —1+u*2__ T
1
cos 20ay = Y

Vitr? Vito®
Z uporabo teh vrednosti iz enacbe (21) koncno sledi iskani pogoj

2v

< —
¢S v++v1+12

(22)

6.7 Tezka os na nagnjeni ravnini

Togo telo v ravnini (z,y) je podprto z dvema brezmasnima kolesoma, ki sta pritrjena na
popolnoma gladko os (brez trenja), glej sliko 6/18. Masa telesa je m, njegov vztrajnostni
moment glede na os skozi masno sredis¢e M, pravokotno na ravnino (z,y), pa je J. Sinus
kota nagiba osi y glede na vodoravno ravnino je a, pri ¢emer se ravnina z naras¢anjem

Y spusca

Slika 6/18 Tezka os na nagnjeni ravnini

Diferencialne enacbe gibanja je treba dolociti s pomocjo

1. LAGRANGEvih enacb gibanja v naravnih koordinatah z uporabo LAGRANGEvih
mnoziteljev (tocka 5.4.2),

2. LAGRANGEvih enacbe gibanja s kvazikoordinatami (tocka 5.4.5.),

3. LAGRANGEvih enacb gibanja v naravnih koordinatah brez uporabe LAGRANGEvih
mnoziteljev (tocka 5.4.6.),

4. AppPELLovih enacbh gibanja (tocka 5.4.7.).
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Enacbe gibanja je treba resiti za zacetne pogoje

2 (0) :;), p(0)=0 "

2(0)=y(0) =0, &(0)=1y(0)=0. }

1. Resitev s pomocjo Lagrangevih enacb gibanja v naravnih koordinatah z

uporabo Lagrangevih mnoziteljev

Omejitev gibanje osi zaradi koles izrazimo z naslednjim pogojem:

W _ ( +—W> t
—~ = tan — ) =—cotp.
dx LN v
To zvezo lahko zapisemo v obliki

Tcosp+ysinp = 0. (2)

Zacetni pogoji (1) izpolnjujejo to omejitev. Med virtualnimi pomiki tako obstaja zveza

cos p dx + sin p oy = 0. (3)
Kineti¢na energija je
1 9 .9 L.,
T—im(a: —|—y>+§Jg0, (4)
potencialna energija pa
U= —mgay. (5)

Za posplosene koordinate
a1 =%, @=T, (=Y

so torej LAGRANGEve enacbe gibanja v skladu z enacbo (5.87), ¢e uporabimo L = T — U,
naslednje:
Jp=0
mi = A\ cos ¢ (6)
miy = mga + Asin .

Iz prve enacbe (6) in zacetnih pogojev sledi
p=0Q, =t (7)
Ta rezultat vstavimo v drugo in tretjo enacbo sistema (6):

mi = Acos {2t
my = mga + Asin 2t .
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Ker je lahko mnozitelj A funkcija Casa, ga moramo pred integracijo enacbe (8) odpraviti.
To storimo tako, da prvo enac¢bo (8) pomnozimo s —sin ¢, drugo s cos 2t in ju nato
sestejemo:

m (—&sinQt + gcosQt) = mga cost. 9)

Ce upostevamo enacbo (2) lahko izraz v oklepaju na levi strani enacbe (9) izrazimo kot

d
ﬁ(—:tsith+ycoth) :

To lahko hitro dokazemo z izratunom. Tako iz enacbe (9) sledi

—isith%—g)cothz%sith. (10)

Integracijsko konstanto smo izbrali tako, da je izpolnjena enacba (1). Iz enacb (2) in

(10) lahko izra¢unamo z in y

Q@
:i:':—g—sinZQt

Q 11
. ga . (11)
y:ﬁsttcoth.

Ce upostevamo zacetne pogoje (1), je resitev enach (11)

1
xr = f% (—2Qt 4 sin 202 t)
‘fga (12)
=-"=(1—- 200t) .
V= (1 — cos202t)

To sta iskani funkeiji  (¢) in y (t). Zanimivo pri reSitvi (12) je, da kljub nagnjeni osi
y ostane y koordinata masnega sredis¢a omejena (razen za 2 = 0), medtem ko x (t)

neomejeno narasca.

Za poseben primer 2 = 0 lahko enacbe gibanja izpeljemo iz enacb (12) z dvakratno

uporabo L’HOSPITALovega pravila. Tako dobimo znane formule

1
r=0, y= §gat2. (13)

Ker je v skladu s tem, kar je bilo povedano v 5.3, enacba (3) A cos ¢ komponenta vezne

sile v smeri x in Asin ¢ komponenta vezne sile v smeri y, predstavlja

\//\2008230 + A2sin?p = A

velikost vezne sile. To lahko izra¢unamo iz prvega enacbe (8) z uporabo enacbe (12)

dobimo
m sin 20t

A P— P—
cos it mge cos (it

= —2mgasin (.
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2. Resitev s pomocjo Lagrangevih enacb gibanja s kvazikoordinatami

Kot kvazihitrosti izberemo
T =¢
Trog = —&Sin g + 7 cos ¢ (14)
g = T COS ¢ + ysin .
Koli¢ina 73 je izbrana tako, da pogoj
73 =0

ostane izpolnjen. Inverzna vrednost enacb (14), izrazena v matri¢nem zapisu, je

o 10 0 it
=0 —singp cosy T | - (15)
U 0 cosp singp T3

Elementi matrike koeficientov iz enacbe (15) so koli¢ine bj, ki ustrezajo enacbi (5.126).

Kot je razvidno s primerjavo enac¢be (14) z enacbami za transformacijo med zasuka-
nima koordinatnima sistemoma sta 7y = ws in 3 = w3 komponenti hitrosti masnega
sredisca, povezani s koordinatnim sistemom, ki je vezan na telo (slika 6/18). Kinetitna

energija, izrazena s kvazihitrostmi, je torej

L Lo : 1.
T = gm (w§+w§)+§hf. (16)

Koli¢ine ng) so dolocene z ena¢bama (5.146) in (15) ter so enake

Izpisano je to:
o =@ =0, Qf = my
I =0, 0¥ =mgacosp, MY =mgasinep. (17)
Koli¢ino 74 v enacbi (5.150) dolo¢imo s pomocjo enacbe (14) in (15) iz enacbe (5.156):
(6d —dd)m =0
(0d — do) my = 0 (—dxsin g + dy cos ) — d (—dz sin ¢ + dy cos )
= cosp (dxdp — dp dzx) — sin g (dy dp — dp 0y)
= —dm30m + dm073
(0d — do) w3 = 0 (dz cos p + dy sin ) — d (dz cos p + dy sin @)
= —sinp (dzdp — dp dx) + cos ¢ (dy dp — dy oY)

= d7T257T1 — d7T1(57TQ.
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Pri tem smo ponovno predpostavili
To pomeni, da je

Y23 = —7Ys21 = —7Y132 = Y231 = L. (18)
Vsi ostali ;4 pa so enaki nic.

Z rezultati enacb (16) do (18) lahko tvorimo enacbe gibanja v skladu z enacbo
(5.150):
Jﬁ'l +m (7.'('27'1'3 — 7:('371'2) =0
Mty + MT3T] = MGQ COS Y

Ce v skladu z enacho (2) in enatbo (14) upostevamo tudi 75 = 0, dobimo naslednji

Ji =0 }
(19)

g = gQv COS .

zvezi

Prva enacba (19) ima resitev
m =9 = Qt,

pri ¢emer so zaCetni pogoji Ze upostevani. Z upoStevanjem tega se druga enacba (19)
glasi:

iy = mga cos () t,

njen integral pa ima vrednost

i%g:—:t'sith—l—y'coth:%Sith. (20)

Integracijska konstanta je bila ponovno izbrana tako, da je izpolnjen enacba (1).
Rezultat enacbe (20) ustreza rezultatu enacbe (10), zato nadaljnji izra¢un poteka na

enak nacin kot za enacbo (1). Prav tako je treba opozoriti, da

t t
/|7'r2|dt:/’§£‘ sith‘dt
0 0

predstavlja razdaljo, ki jo prepotuje masno sredis¢e M vzdolz svoje krivulje tira.

3. Resitev s pomocjo Lagrangevih enacb gibanja v naravnih koordinatah

brez uporabe Lagrangevih mnoziteljev.

Ponovno vzamemo ¢; = ¢, ¢o = , g3 = y in resimo enacbo (2) po :

Y = & cot . (21)
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Iz kineti¢ne energije T' v skladu z enacbo (4) dobimo T™ z izlo¢itvijo y

=) (1+ cot? )'2+1J'2 L & Ly (22)
= —m CO s - = =m = .
2 7 277 T 2"MGin?e T 2%

Nenicelni elementi matrike (a;;) doloceni z ena¢bama (5.160) in (5.164), so v skladu z
enacbo (21)
aj; =1, ax =1, a3 = cotyp. (23)

Nenicelni elementi k (a;;) inverzni matrike (b;;) so
bip =1, by =1, by =—cotop. (24)
Iz enacbe (23) je razvidno, da sta od koli¢in
Jag; Oasy,
(a% - dq; )

iz enacbe (5.166) lahko le dve razliéni od ni¢, in sicer tisti s kombinacijama indeksov

in

7 vrednostma

dcotp 1
dp  sin’p
in
deotp 1
dp  sin’p’
Iz tega za koli¢ine
Jag;  Oagy ,
sl = bijb | — — . g l=1,2
st 7oK (3% 0g; ) J
dobimo vrednosti )
= _ = 25
Y132 Y231 Sing(pa ( )

medtem ko imajo za vse druge kombinacije indeksov 7,5 vrednost nic.

Z rezultati, podanimi v enacbah (4), (22) in (25), lahko zdaj, ob upostevanju pogojev
= Q) =0, QP =mga,

dolo¢imo enacbe gibanja, ki ustrezajo enacbi (5.166):
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d mz ( 1
m J—

— P == t . 26
dt sin?¢p ) 7 mge oty (26)

sin?¢p

V obeh enacbah (26) nadomestimo ¢ z—i cot ¢, skladno enacbo (21) in tako dobimo

Jp=20
x m ) m )
—5— — 25 COSp- Y+ —5—coty-p =—mga cosp.
sin“p sin®p sin“p
Prva od teh enacb ima ponovno resitev
p=0t.

1
To vstavimo v drugo enacbo in jo pomnozimo z — sin 2 t:
m

i

- Qt-Q =— Ot. 2
sinQt snZQt ! gor cosiit (27)

Levo stran te enacbe lahko zapiSsemo tudi v obliki

d i
dtsinQt’

To omogoca locitev spremenljivk:

T
d (Sith) = —ga cos Qtdt.

Rezultat integracije je

T go |
= 9% sinQt
sin€2¢ Q sin {2t + Cy
i = —9%6in20¢ + O sin Q1. (28)

Q

Za dolocitev integracijske konstante C'; zacetni pogoj za & ne zadostuje, saj desna
stran enacbe (28) za t = 0 tako ali tako odpade. Zato uporabimo enacbo (21) in

doloéimo

g):—j:cotQt:%sithcoth—C’lcOSQt. (29)

Ker velja ¢ (0) = 0 lahko zdaj dolo¢imo integracijsko konstanto C kot
C;=0.

S tem sta enacbi (28) in (29) identi¢ni z enacbama (11).
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X

Slika 6/19. Lega masnega elementa dm v prostorsko nepremi¢nem sistemu z, y

4. Resitev s pomocjo Appellovihovih enacb gibanja

Naj bo x krajevni vektor v opazovalnem sistemu vezanem na telo, z izhodis¢em v M
(glej sliko 6/19). Potem za krajevni vektor r prostorsko nepremicnega koordinatnega
sistema velja

r=xri+yj+x
r=zi+yj+ ok xx

Ce s pomotjo enacbe (21) nadomestimo 7, sledi
r=({—cotpj)t+ ok x x

(Glede odvajanja vektorja x v gibljivem sistemu glej 2.2.1.). Po ponovnem odvajanju
dobimo

F=({—cotpj)i+]

xf +kpxx+kex (kg xx)
sin“p

oy
=17 +] <sin<2p<p—icotcp> + ¢k x x —¢* [x —k (k- x)].

Izraz v oglatem oklepaju na desni strani te enacbe predstavlja projekcijo vektorja x na

ravnino x, y in ga oznacimo z y. Velja

kxx=kx[y+k(k-x)|]=kxy.



6 Primeri uporabe 125

Za kvadrat pospeska dobimo:

E) ) + @2 (kxy) - (kxy)+2i¢i- (kxy)

=32+ (:'écotgp— —
sin?¢p

. .9, TP .
—2&pi-y +2 (sin2g0 — Zcot go) oj - (kxy) (30)

+2i¢% cot @j -y — 2¢0%y - (k X y)

+ Cleni brez komponent pospeska.

Clene v enacbi (30) lahko e preoblikujmo:

(kxy) (kxx)=[kxy)xkl-y=[y-k(k-y)]y=y"
Poleg tega je izraz y -k X y, ki ga vsebuje enacba (30), enak ni¢, ker je k x y pravokoten
nay.
Pri oblikovanju APPELLove funkcije v skladu z enacbo (5.177) upostevamo, da

/ dmy

(S)
zaradi simetrije odpade, medtem ko

J = / dmy*
(S)

predstavlja masni vztrajnostni moment glede na os, pravokotno na ravnini x,y, ki
poteka skozi M. Iz enacbe (30) tako konéno sledi

L.\ 2
i2—|—<jcot<p— xf)
sin“p

1 1
Szi/dmiﬂ:im
(5)

1
7{]..2
+2 ©

(31)

+ Cleni brez komponent pospeska.

Koli¢ine H§e) so v skladu z enacbo (5.176) enake koli¢inam Q§e)bij iz enacbe (26), ker je

bila odpravljena ista komponenta hitrosti.

Iz enacbe (31) in enacbe (5.179) dobimo enacbe gibanja:

Jo =0,

: f )cot go] = —mga cot p. (32)
sin?

m l:v + <a: cot p —
Prva od teh enacb ponovno daje znani rezultat konstantne kotne hitrosti, drugo pa
preuredimo in dobimo:
—5— — 3~ COSp Y= —gacoty.
sin“¢  sin® @

To pa je znova enacba (27).
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6.8 Pogonski sistem z nenadno zacetno konstantno obremenitvijo

Elektromotor prek elasticne gredi poganja delovni stroj, glej sliko 6/20. Vztrajnostna
momenta sta J; za rotor motorja in Jy za delovni stroj, ¢; in ¢y sta ustrezni kotni
koordinati, 2 je kotna hitrost motorja v prostem teku, & (2 — ¢;) pa moment, ki ga na
rotor prenasa magnetno polje. Zaradi enostavnosti predpostavimo, da je k£ konstanta.
Moment obremenitve pogonskega stroja je do casa t = 0 enak ni¢, nato pa skokovito
doseze vrednost M in deluje v nasprotni smeri od smeri vrtenja. Torzijska togost

elasticne gredi je c.

Lo

J. E

J|E :’;-Q

K(Q-6 ):

s

Slika 6/20. Pogonski sistem

Doloé¢imo zacetne vrednosti

71(0) =q2(0) =0; ¢1(0) =¢2(0) =9 Q)

in izracunajmo elasti¢no torzijo gredi ¢; (t) — ¢2 (t) za t > 0. V ta namen je treba

dolociti LAGRANGEvVe enacbe gibanja druge vrste. Njihovo resitev je treba dolociti

» cksaktno z uporabo nastavka resitve,
o priblizno z metodo zaporednih priblizkov in
o numericno z metodo RUNGE-KUTTA.

1. Dolocitev enacb gibanja
Za izpeljavo enacb gibanja potrebujemo poleg kineti¢ne energije
1 5 1
T = §J1CI1 + §J2QQ (2)

Se posplosene sile. Te dobimo s pomocjo virtualnega dela vtisnjenih sil, ki je sestavljeno

iz virtualnega dela pogonskega momenta
k(= q1)dqn,
virtualnega dela momenta, ki izhaja iz elasti¢nega zasuka gredi

—C ((h - QQ> (5611 - 5612) )
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in virtualnega dela obremenilnega momenta

Posplosene sile so faktorji pri navideznih premikih v §W© (glej tudi 5.3.). Tako je

Q1e) = —k¢1 —c(q1 — q2) + kR } (3)

Qée) = —C (Q2 - (11) - M

Ko enachi (1) in (2) vstavimo v enacbo (5.84), dobimo iskane enacbe gibanja

g +k¢@ +ela—q) =kQ }
J2G2 +el@e—q) =—-M.

2. Eksaktna resitev sistema diferencialnih enacb

Za homogeni sistem diferencialnih enacb, ki pripada enacbi (4), dobimo z nastavkom
4 = Aie

karakteristi¢no enacbo ((glej tudi 5.7.1.):

JIN+EN+c —c
—c JoA: + ¢ (5)
= A [J12A + kA + ¢ (Jy + Jo) A+ ke| =0,

Z uvedbo oznak:
Ji+ Jy Ji

Jidy Ji+Jo

T—k,

lahko sistem enacb (4) zapiSemo v obliki

2 _
wy =c¢

G+ rwg(1=8) (@ —q) =79, }
G2 + woBlge — q1) = —c'wipM

karakteristicno enac¢bo pa lahko predstavimo na naslednji nacin:
AN+ 770+ WA + Brwg) = 0. (8)
Od korenov karakteristi¢ne enacbe (8) je eden enak ni¢:
AL =0.

Od preostalih korenov je eden negativen in realen, druga dva pa sta kompleksna.
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Da bo tudi drugi koren racionalen, za nas primer posebej dolo¢imo:
_ 15
Wo = 27 ! ) B = 372 (9)

Tako lahko enacbo (8) zapisemo v obliki

15
A (T3A3 + 7227 + 47 + 8) =0. (10)
Nato razmeroma preprosto najdemo
1
)\2 = —57__1.

1
Po deljenju enacbe (10) z A (T)\ + 2) ostane enacba

1 15
NP4 A+ —=0
T —1—27' + 1

7z resitvama
Ay = ifl (—1 +z'\/@) L A= ifl (—1 — z‘\/@) .

Za lastne vektorje A;x [glej enacbo (5.255)] dobimo

1 17 —14 —1v59 —14 +iv'59
Ajl = ) Aj2 = ) j3 — ) Aj4 =
1 15 15 15

V skladu z enacbo (5.257) dobimo splosno resitev homogenega sistema enacb v obliki
¢ = C1 +17CoeF + Oy (—14 — iV/59) e (V) 4 0y (14 4 3/59) e (-171V50)
¢ = Cy 415 Coe™% + 15C3et (T 4 150, (1)

ali z uporabo EULERjevih formul v obliki

(]YL) = 01 + 17 026_%

. t t
+e7ar {(_141) + \/59E) cos (4\/59) + (\/59D + 14E) sin (4\/59>]
T T
. ; t t
¢ = Oy + 15 Che™ 7 + e+ [15D cos <4\/59> — 15E sin <4\/59>} :
T T
(11)
Matrika
C —C
(cij) =
—C C

je singularna, zato skladno s razdelkom 5.6.1.2.2. za iskanje partikulne resitve ne

zadosca preprosta izbira konstantnih ¢lenov. Z uporabo nastavka

QOj :7Tj0+7Tj1t
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najdemo partikulno resitev
M M
QO]ZC‘F? ‘l‘(Q—Cng(l—ﬂ))t

py=C —f—(Q—]\fng(l—B))t.

Kolic¢ina C| ki je vkljucena v to resitev, je poljubna konstanta, ki je ze prisotna v resitvi
homogenega sistema in jo zato lahko izpustimo. Za poenostavitev zapisa uvedemo se

okrajsavo za kot zasuka

M
h=c
elasti¢ne gredi pod vplivom konstantnega momenta M. Za vrednosti podane v (9), je

partikulna resitev

17
p1 = p+ <Q - 87_1M> t
5 (13)

Ker se celotna resitev diferencialnega sistema enacb (4) sestavlja iz resitev po enacbah
(11) in (13)
a4 = qg(-h) + ¢
z vstavitvijo celotne resitve v zacetne pogoje (1) dobimo naslednje enacbe za konstante
C1,Cy, D in E:
Cy +17C, —14D ++/59E + 1 =

Cy +15C, +15D =

17 73 13 17

——Cy, +—D 4+ —V39E — —pu+Qr =Qr
2 4 4 8
15 15 15 17

Resitev tega linearnega sistema enacb je:
Cy =3.5333pu, Cy=-0.25000pu, D =0.014444p, E = —0.010560 p.
Po dolocitvi teh konstant lahko izrazimo resitve ¢y (t) in ga(t). Za iskano razliko dobimo
T — {1 0.5 05t/ _ ,—025t/7

(14)
X

0.5 cos (1.92029t) +0.19529 sin <1.92029t>} }
T T

3. Resitev s pomocéjo metode zaporednih priblizkov (izpus¢eno)
4. Resitev s pomoc¢jo metode Runge-Kutta

Izhajamo iz sistema enacb (7) in uvedemo brezdimenzijsko ¢asovno koordinato

gt

T
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Naj bo ¢} odvod posplosene koordinate ¢; po 9. Potem velja

Loody dt dv v ! v

S tem in s pomocjo enacbe (12) lahko sistem enacb (7) zapiSemo v obliki

q//l =70 — q/l — 7-2(,08 (1 — 6) (q1 — q2) } (27>
"y = 7058 (01 — q2) — priwifs
Z uporabo vrednosti iz enacbh (9)
_ 15
Wy = 2T ! s B = 372
in za
0=0.005, Qr=1,
kot primer, sistem enacb (27) dobi obliko
17
QN1:1—€II1—4'3*2(C]1—Q2)
) 15 15 (28)
— 4. g — ) —0.005-4.
q" 35 (01— @) = 0.005-4- 2

7 dolzino koraka h = 0.1 so funkcije ¢; in ¢y izracunane z uporabo programa, opisanega
v 5.6.2.1.2, na racunalniku Minsk 22.

5. Povzetek in primerjava

Vrednosti, izracunane po treh metodah, so za ¢ = 0.005 in za ¢asovni interval od ¢t =0

do 7w prikazane na sliki 6/21.

Glede natanénosti se vrednosti, izracunane z metodo RUNGE-KUTTA, znotraj
izbranega Casovnega intervala zelo dobro ujemajo z eksaktno resitvijo. Nasprotno pa
nicelni in prvi priblizek funkcij, izracunanih z metodo zaporednih priblizkov, Ze znotraj
tega Casovnega intervala moc¢no odstopata in sta uporabna le za ¢as neposredno po

zacetku obremenitve.

Pri primerjavi zahtevnosti resevanja je treba upostevati, da je za eksaktno resitev
potrebno resiti linearni sistem enacb z dvakrat toliko neznankami, kot je stevilo pro-
stostnih stopenj. Metoda zaporednih priblizkov pa zahteva zacetno resitev, ki jo je
bistveno enostavneje pridobiti. Poleg tega je ta metoda uporabna tudi za nelinearne

sisteme. Najmanj analiti¢cno zahtevna je metoda RUNGE-KUTTA.
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?f“‘?z‘
0075

b
0070
00051 :

a
0 7 ). 37
T

Slika 6/21. Casovni potek razlike odmikov ¢; — ¢s. @ - po metodi zaporednih priblizkov
(zacetni priblizek), b - po metodi zaporednih priblizkov (prvi priblizek), ¢ - po metodi
RUNGE-KUTTA in eksaktna resitev.

6.9 Linearni nihajni sklop z dvema prostostnima stopnjama (izpus¢eno)

6.10 Dinamic¢ni utrjevalnik tal z ekscentri¢cnim vzbujanjem

Dinamicni utrjevalnik tal (vibro plos¢éa) je vzbujan z dvema enakima, nasproti vrtecima
neuravnotezenima masama, ki imata kotno hitrost €2. Masa utrjevalnika brez neurav-
notezenih mas znasa my, skupna masa obeh neuravnotezenih mas pa my (slika 6/24).
Ekscentri¢nost neuravnotezenih mas je r. Ravnina tal ostajajo pred vsakim udarcem
nespremenjena. Ta pogoj je lahko izpolnjen s horizontalnim premikom utrjevalnika, ki

pa tukaj ne bomo obravnavali. Visina plosce utrjevalnika nad tlemi je q.

Predpostavimo, da so tla idealno plasticna, kar pomeni, da su prodiranju plosce

upirajo s konstantno silo Fg.

Naloga je poiskati enacbo gibanja ¢ = ¢(t) za vspostavljeno periodi¢no gibanje.
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.Q

Slika 6/24. Dinamiéni utrjevalnik

1. Dolocitev enacb gibanja s pomocjo d’Alembertovega nacela

Pri dolocitvi enacb gibanja je treba lociti tri faze gibanja:
1. ¢g<0in g <O:
Plosca utrjevalnika prodirata v tla; na ploS¢o deluje konstantna, vtisnjena sila F'g.
2.q<0ing=0:
Utrjevalnik miruje na deformiranih tleh; na plosco deluje reakcijska sila, ki je
pozitivna in ne sme presegati Fg.
3.q<0ing>0alig>0:
Utrjevalnik se je locil od tal.

Izkaze se, da je smiselno uporabiti D’ ALEMBERTovo nacelo v obliki neenacbe (4.23)

za enostranske vezi. Oznacimo posploseno vtisnjeno silo kot @, tako da iz neenacbe
(4.23) sledi
{Q — my§ — mo (cj — rQ?sin Qt)} 0g <0

oz.
{Q — (mq +my) § — myrQ?sin Qt] dg<0 (4)

V enachi (4) smo upostevali, da se skupno teziS¢e neuravnotezenih mas giblje po

navpicnici. Zdaj lo¢eno obravnavamo posamezne faze gibanja:

1. Faza gibanja
Posplosena vtisnjena sila izhaja iz sile tal in teze:
Q= Fp — (m1 +ma)g
Ker je dg poljubno, velja v neenacbi (4) enacaj, kar podaja

FB — (m1 —i—mg)g — (m1 +m2)éj+m27’§22 sinQt =0
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OZ.

2. Faza gibanja

Tokrat je:
Q = —(m1 + ma)g

Tla zdaj delujejo kot toga podlaga, od katere se lahko plosca kvec¢jemu odmakne
(enostranska vez). To pomeni:
0qg >0 (6)

Faktor dq v neenacbi (4) mora biti manjsi ali enak nic:
—(my +ma)g — (my +ma)G + merQ?sin Qt <0

Resitev za ¢ je:
. mo 2 .
> ———rQ°sinQt — 7
¢ my + mo g (M)

Iz neenacbe (7) sledi pogoj za ohranitev stanja mirovanja (G = 0):

&TQQSmQt—ggO (8)
my + Mo

Ce ta pogoj ni izpolnjen, telo preide v 3. fazo gibanja.

3. Faza gibanja

Spet velja:
Q = —(my +ma)g
Ker je dq poljuben, dobimo iz neenacbe (4) namesto (7) enacbo:
ma

j=—  rO?sinQ — 9
i= g 9)

Za nadaljnjo obravnavo dobljenih enacb gibanja (5) in (9) ter pogoja (8) je koristno, da

jih z naslednjimi substitucijami:

T=01
QQ
r=—q
g
B my 12 (10)
_m1+m2 g
R—)
(m1 +ma)g
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naredimo brezdimenzijske. Z odvodi po 7, oznacenimi z ¢rtico, sledi:

2 =asint+ 8 -1 zarxr<0inaz’' <0

=0 zar<0inz =0in asint —1<0

2 =asint —1 zax <0in 2z’ > 0 ali (11)
x>0 ali
r<0in2 =0inasint—1>0

Zacetne vrednosti 7, z in 2’ ob zaCetku posameznih faz gibanja ozna¢imo z indeksi
1, 2 ali 3. Resitve diferencialnih enacb (11) lahko podamo kot:

1
r=x1+asint —sin7t) + (7 — 1) (2'y + acos ) + 5(5 —1)(r—7)?

T = T9 (12)

1
r=x3+ a(sint —sin7) + (7 — 73)(2'3 + acos 13) — 5(7 - 7'3)2

Vsaka izmed treh enacb velja le v obmocju, kjer so pogoji posameznih faz izpolnjeni
(glej enacbo (13)). Pri prekoracitvi teh robnih pogojev preide gibanje v drugo fazo. Ob
danih zacetnih pogojih lahko resitev sestavimo z lepljanjem funkcij po enacbi (12), pri

cemer je treba dolociti case prehoda. To vkljucujejo resevanje transcendentnih enacbh.

= > X

s
1

704

XX XX Xf)c‘
£ . i -
r—/ 360 — 2%t
%
5_
701

Slika 6/25. Casovni potek poti x, hitrosti &, in pospeska .
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Za vrednosti o = 5, f = 20 in zacetna pogoja

je bil izracun izveden z rac¢unalnikom, dokler ni bilo priblizno dosezeno periodi¢no stanje.
To se zgodi po priblizno sedmih obratih neuravnotezenih mas. Rezultat izracuna je
graficno prikazan na sliki 6/25. Perioda skokovitega gibanja pri izbranih vrednostih
zajema dva obrata neuravnotezenih mas. Opazna je nenadna sprememba pospeska ob

stiku s tlemi in ob zakljucku faze deformacije.

6.11 Nelinearni pogonski sistem s tremi prostostnimi stopnjami (izpusceno)
6.12 Rotor centrifuge z ekscentri¢nostjo (izpusceno)
6.13 Stohasti¢no vzbujan linearni pogonski sistem (izpusceno)

6.14 Stabilnost vertikalnih nihanj elasti¢nega nihala (izpusceno)
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Priloga: Teorija naklju¢nih funkcij (izpusceno)
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masni element, 16
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togo, 11
temeljna enac¢ba dinamike, 23
tezisce, 29
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transformacija, Galileijeva, 28

translacijska energija, 76

vezi
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