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To delo je prosti prevod knjige Ludwiga Boltzmanna z naslovom Vorlesungen iiber
die Prinzipien der Mechanik, ki jo je leta 1897 izdala zalozba Johan Ambrosius Barth
iz Leipziga. V prevod je vkljucena celotna prva knjiga ter zadnje poglavje druge knjige,
ki obravnava relativno gibanje.

Prevod je oznacen kot prost iz dveh razlogov: prvi¢, ker ni profesionalen (namenjen je
bil osebni rabi), in drugi¢, ker so vsi zgodovinski pojmi, kot so ziva sila [lebendige Kraft],
funkcija sile [Kraftfunktion], plos¢inski izrek [Flachensatz| ter ustrezen koordinatni
sistem [taugliche Bezugssysteme|, prevedeni v danasSnje izraze: kineti¢na energija,
potencial, vrtilna koli¢ina in inercialni opazovalni sistem. Da bi ohranil stik z izvirnikom,
je nekaterim izrazom ob prvem pojavu v oglatih oklepajih dodan nemski izvirnik.

Nemski izraz Gauss’sches Prinzip des kleinsten Zwanges je preveden kot Gaussovo
nacelo najmanjse prisile (ali tudi najmanjsega omejevanja). V meni znani slovenski
literaturi je Gaussovo nacelo omenil prof. Kuhelj!, kjer ga je imenoval Gaussov princip
najmanjse nuje. Vendar se danes nacelo najmanjSe nuje (oz. akcije) uporablja za
Hamiltonovo nacelo.

Opombe, ki niso prisotne v izvirniku, so oznacene z (OP). Pri uvedbi nekaterih
pojmov je uporabljena poudarjena pisava, kar prav tako ni del izvirnika. Dodatno je
prilozen seznam oseb, ki se pojavljajo v besedilu, pri ¢emer so zgodovinski podatki
povzeti po Wikipediji.

Slike v besedilu so povzete iz originala. Za boljse razumevanje sta v § 17 dodani sliki
kaleidofona in glasbenih vilic z zrcalci, pridobljeni s spleta, ceprav nista del izvirnika.
Hvalezen bom za vsako pripombo ali dopolnilo, ki bi pripomoglo k izboljsanju

prevoda.

Milan Batista
Portoroz, maj 2021

! Anton Kuhelj, Matematiéna sredstva v mehaniki. Mehanika. Hidromehanika, Ljubljana 1984






Predgovor

Poudarite resnico.
Pisite jasno.
Bodite trdni v svojih prepricanjih.

Ce namesto drugega dela teorije plinov zdaj objavljam prvi del mehanike, tega ne
zelim opravicevati s sklicevanjem na znane vzorce glede zaporedja izida knjig. Do tega
je prislo na naslednji na¢in. V drugem delu teorije plinov so se potrebne razlage o
mehaniki tako nakopicile, da so sprva zapolnile cel razdelek, nato poglavje, in nazadnje
sem se odlocil, da iz tega naredim celo knjigo, in sicer tako, da sem dodal zvezek
predavanj o mehaniki, ki sem ga pripravil med prejsnjimi pocitnicami za naslednji
zimski semester. Toda ko sem si ogledal svoje zapiske, sem pomislil, da bi moral celotno
metodo zamenjati s preprostejSo. Namesto tega sem vsebino omenjene knjizice, da se
moja prizadevanja ne bi povsem izgubila, vkljucil v pricujoco knjigo, ki bi jo zato lahko
oznacil kot predavanja, ki jih na dunajski univerzi nikoli nisem imel.

V zadnjem casu se veliko govori o nejasnostih v nacelih mehanike, pri ¢emer se
poskusa te tezave resiti s predstavitvijo mehanike v novi, tuji preobleki. Moj pristop pa
je nasproten: skusam ugotoviti, ali se nejasnostim ni mogoce izogniti tako, da mehaniko
podrobno predstavim v njeni klasi¢ni obliki. Pri tem se osredoto¢am na nekatere
koncepte, ki so bili prej spregledani ali obravnavani le bezno, obenem pa upostevam
vsako upravic¢eno kritiko. Posebej se strinjam s pripombami Hertza o bogastvu idej v
pomembnih Machovih spisih, ¢eprav nikakor nisem povsod enakega mnenja kot Mach.

7 veseljem bi uporabil kvaternione, vendar pa bi to nasprotovalo mojemu cilju, da
izklju¢im vse, kar je nemsSkemu ob¢instvu neznano.

Drugi del predavanj o mehaniki, ki bo vseboval nacela, pomembna za teorijo plinov,
naj bi izsel kmalu, temu pa naj bi, takoj ko bo to mogoce, sledil tudi drugi del teorije
plinov. Tretji del mehanike bo zajemal teorijo elasti¢nosti in hidrodinamike ter tako
vodil nazaj k teoriji plinov.

Na tako obseznem podrocju, kot je mehanika, seveda ni mogoce govoriti o popolnosti
in bistvenih novostih. Kljub temu se je od poglavja o paralelogramu sil (§ 10) do
opredelitve ravnotezja sistema, d’Alembertovega nacela in splosne oblike enach
gibanja (§ 72, 73 in 74) izkazalo, da nekateri izreki mehanike zahtevajo natancnejso
opredelitev. Seveda na nobeno od teh vprasanj tu ni mogoce dokonéno odgovoriti; to bi
bilo mogoce le v monografiji, vendar sem zadovoljen, ¢e sem opozoril na vrzeli in dal
pobudo za nadaljnje raziskave.

Abbazia, 3. avgusta 1897.

Ludwig Boltzmann
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Temeljni pojmi

§ 1 Opis izbrane metode. Mehanika je veda o gibanju naravnih teles, tj. spre-
membi njihove lokacije [Ortsveranderung| (relativne spremembe lege), ki ni povezana s
spremembo njihovih drugih lastnosti. V skladu s to definicijo mora mehanika raziskati
tudi pogoje, pri katerih telo ne spreminja svoje lokacije, tj. ko miruje.

Ker je sprememba lokacije najpreprostejsi pojav, je mehanika osnova celotne na-
ravoslovne znanosti. Zato ne preseneca, da je bila Ze zgodaj zelo razvita (Newton,
Lagrange, Euler itd.) in da je vedno bolj izpopolnjena. Vendar pa se ta popolnost
bolj nanasa na gotovost pri resevanju posameznih problemov kot na njena temeljna
nacela. Slednja so bila Se zlasti v zadnjem casu veckrat predmet kritike.

Omenjam le Hertza', ki v svoji knjigi ugotavlja, da je nejasnost temeljnih nacel
mehanike predvsem posledica njihovega neustreznega prikaza v ucbenikih. Na kratko
bom predstavil svoj pogled na vzroke, ki so pripeljali do tega neustreznega prikaza.

Nikoli nisem dvomil, kar v svoji knjigi poudarja tudi Hertz, da so nase misli zgolj
slike objektov (ali bolje receno, znaki zanje), ki so lahko z njimi v neki zvezi, vendar z
njimi nikoli ne morejo sovpadati, temve¢ se z njimi povezujejo kot ¢rke z zvoki ali note
s toni. Zaradi omejenosti nasega uma lahko odrazajo le omejen vidik teh objektov.

Od tu lahko nadaljujemo na dva nacina:

1. Slike pustimo bolj splosne. Tako je tveganje, da se kasneje izkazejo za napacne,
manjse, saj jih lazje prilagodimo na novo odkritim dejstvom; toda zaradi svoje
splosnosti so slike bolj nedolocene in meglene, njihov nadaljnji razvoj pa bo
povezan z nekaj negotovosti in dvoumnosti.

2. Slike specializiramo in jih do neke mere podrobno obdelamo. V tem primeru
bomo morali uvesti veliko ve¢ poljubnih (hipoteti¢nih) elementov, ki morda ne
bodo ustrezali novim izkusnjam; po drugi strani pa je prednost ta, da so slike bolj
jasne in pregledne, tako da lahko iz njih s popolno gotovostjo in nedvoumnostjo
izpeljemo vse posledice.

Zdi se mi, da so nejasnosti v nacelih mehanike posledica tega, da ne zactnemo
s hipoteticnimi miselnimi slikami, ampak te Ze na zacetku poskusamo povezati z
izkusnjami. Prehod k hipotezam se potem skusa bolj ali manj prikriti ali pa celo umetno
dokazati, da je celotna zgradba nujna in brez hipotez, vendar pa je ravno to privedlo
do nejasnosti.

'Die Principien der Mechanik in neuem Zusammenhange dargestellt von Heinrich Hertz. Leipzig, J.
A. Barth, 1894.



2 § 1 Opis izbrane metode.

Posebno v nasem casu se pogosto zahteva, da je treba navajati le neposredno dane
pojave ne da bi jim dodali kar koli namisljenega. éeprav je priporocljivo lo¢evati med
stvarnim in hipoteti¢nim in slednjega nikoli ne kopiciti brez razloga, menim, da brez
hipotez ne bi mogli dosec¢i ve¢ kot poenostavljeno oznacevanje vsakega posameznega
pojava v spominu. Vse poenostavitve spominskih slik, vse razumevanje zakonov, vsa
pravila za povzemanje zapletenih pojavov in njihovo napovedovanje po preprostih
pravilih, temeljijo na uporabi slik, ki so povzete iz drugih preprostih pojavov in dejanj
volje.

Ideal naj bi bil oblikovanje parcialnih diferencialnih enac¢b in na njihovi osnovi
napovedovati pojave Toda tudi te enacbe niso ni¢ drugega kot pravila za oblikovanje
nekih miselnih slik, in sicer seznama stevil. Parcialne diferencialne enacbe zahtevajo
konstrukcijo seznama stevil, ki tvorijo mnogoterost ve¢ dimenzij. Ce se spomnimo
pomena njihove simbolike, niso ni¢ drugega kot zahteva, da si zamislimo veliko stevilo
tock taksnih mnogoterosti (tj. mest, ki jih oznacuje veé¢ Stevil mnogoterosti, podobno
kot tocke v prostoru njihove koordinate) in iz njih po doloCenih pravilih nenehno
izpeljujemo nove tocke mnogoterosti, torej da si tako reko¢ zamislimo neko gibanje tock
v mnogoterosti.

Torej, ¢e gremo k bistvu, tudi Maxwellove elektromagnetne enacbe v obliki, v
kakrsni jih je zapisal Hertz, vsebujejo hipoteze, torej nekaj, kar je dodano izkusnjam,
ki so nastale, kot vedno, s prenosom zakonov, opazenih na konc¢nih telesih, na elemente,
ki smo si jih izmislili. Tako kot vse parcialne diferencialne enacbe matematicéne fizike,
ki so poleg tega zaradi hkratnega delovanja ve¢ naravnih sil (elektrika, magnetizem,
elastinost, toplota, kemija) prakti¢no neizracunljivo zapletene, so tudi te le nenatancne,
okvirne slike dolocenih dejstev, Ceprav so sestavljene iz nekoliko druga¢nih elementov,
kot so atomi, ki smo jih vajeni. Skladnost teorije z izkusnjami je Hertz iskal Sele
pozneje, tako kot bomo mi to storili za atomisti¢no sliko.

Trditev, da atomizem, ne pa parcialne diferencialne enacbe, dejstvom dodaja nekaj
tujega, se mi zdi neutemeljena. Vendar pa iz uporabnosti atomizma, ki je pogosto tako
ocitna iz dejstev, ne smemo sklepati, da je njegova slika vedno ustrezna. Kjer njegova
neposredna uporaba Se ni mogoca, je treba uporabiti druge slike, ki izhajajo iz drugih
elementov. Uporabljati je treba le taksne atomisti¢ne slike, ki so podprte z dejstvi;
nikoli pa ne smemo naravi vsiljevati kaj samovoljnega ali domisljijskega.

Glede tega atomizem zagotovo ni odgovoren za vse domislice, ki jih na njegovem
podroc¢ju uprizarjajo nepoznavalci. Kdo ve, ali bo energetika, ko bo dosegla sedanjo
raven atomizma, prikrajSana za taksna pretiravanja?

Prav tako ne smemo nikoli iskati metafizi¢nih razlogov za sliko ali iz nje prehitro
sklepati, na primer da so atomi v kemiji materialne tocke. Prav tako ne smemo izgubiti
izpred oCi moznosti, da bi to sliko lahko neko¢ nadomestile povsem drugacne slike,
recimo da ne bi bili ozkogledi—morda celo take, ki bi izhajale iz mnogoterosti, ki sploh
ne bi imele lastnosti nasega trirazseznega prostora, tako da bi na primer preproste
geometrijske konstrukcije atomizma nadomestili z manipulacijami s stevili, ki tvorijo
zapleteno mnogoterost.

Zato sem zadnji ¢lovek, ki bi zanikal moznost, da bi lahko na drugacen nacin kot po
poti atomizma pridobili boljso sliko narave. Prav zato, da bi dobili merilo za vrednost

2Boltzmann, Ueber die Unentbehrlichkeit der Atomistik in der Naturwissenschaft. Wien. Sitzber.
Bd. 105, S. 907, 7. Nov. 1896. Wied. Ann. Bd. 60, S. 231, 1897
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katere koli druge taksne slike narave, si bom v tej knjigi prizadeval ¢im bolj jasno in
dosledno razviti staro sliko mehanike. Zdaj pa naj kdo poskusi predstaviti drugo sliko
sveta, ki bo brez hipotez, pa naj bo to na energetski ali zgolj fenomenoloski osnovi, in
to ne le z nekaj nedolocenimi namigi o njeni moznosti, ampak naj jo izpelje od zacetka
do konca z enako jasnostjo, kot bo v nadaljevanju predstavljena mehanisti¢na slika. Hic
Rhodus, hic saltal®

Dokler se to se ni zgodilo, dopus¢am moznost, ne pa gotovost, da bo drugacna slika
sveta nadomestila mehanisticno.

Toda slike, ki so manj doloc¢ene in jasne od tiste, ki jo bomo razvili, bodo imele
mesto le ob njej. éeprav so bolj prilagodljive, bo nasa slika najbolj notranje popolna,
zato bo tako reko¢ vzoréna slika, s katero se bo morala vsaka nova teoreti¢na zasnova
primerjati po jasnosti in preglednosti.

Izhajali bomo iz temeljne predpostavke, da je stevilo materialnih tock veliko,
vendar konc¢no. Obicajno pravijo, da se z diferencialnimi enacbami povsem izognemo
sliki, ki izhaja iz konénega Stevila, vendar je to ponovno zavajanje. Diferencialne enacbe,
tako kot atomizem, najprej zahtevajo predstavo o veliki konéni mnozici stevilskih
vrednosti in tock mnogoterosti, tj. tock v mnogoterosti stevil. Sele nato trdijo, da slika
nikoli ne predstavlja pojavov natan¢no, ampak se jim le priblizuje, in to toliko bolj,
kolikor vecja je mnozica teh toCk in ¢im manjsa je razdalja med njimi. A tudi tu se mi
za zdaj ne zdi izklju¢ena moznost, da slika najbolje predstavlja pojave pri dolo¢enem,
zelo velikem Stevilu teh tock in da se z nadaljnjim povecevanjem tega Stevila od njih
ponovno oddaljuje, saj atomi obstajajo v velikem, vendar kon¢nem stevilu.

Kvalitativne zakone naravnih pojavov in tudi kvantitativne povezave v zelo preprostih
pogojih, na primer pogoj ravnotezja tezkega paralelepipeda, katerega robovi so v
razmerju 1:2:3, si lahko seveda v mislih predstavljamo, tudi ¢e ne izhajamo iz zelo
velikega konc¢nega stevila elementov. Takoj ko pa zelimo dolociti kvantitativne zakone, ki
veljajo v zapletenih pogojih, moramo vedno izhajati iz diferencialnih enacb, tj. najprej
si moramo zamisliti veliko konéno stevilo razlicnih tock, torej razmisljati atomisticno,
pri ¢emer ni¢ ne spremeni dejstvo, da se lahko nato s povec¢evanjem stevila zamisljenih
tock poljubno priblizamo kontinuumu, ne da bi ga kdaj dosegli.

Kakor koli zZe, prav danes je zanimivo obravnavati mehaniko, ki je najbolj nazorna
znanstvena veda, po metodi, ki je ravno nasprotna trenutno moderni usmeritvi, in jo od
samega zacetka utemeljiti na zelo specificnih miselnih slikah. Bralec bo morda sprva imel
obc¢utek, da se zgolj poigravamo z miselnimi slikami in pri tem pozabljamo na stvarnost.
Kljub temu bomo najprej poskusali kar se da jasno in dosledno oblikovati idejno zgradbo.
Ce se izkaze, da je skladna z resni¢nostjo, je s tem opravi¢ena samovoljnost osnovnih
predpostavk. Zelimo si le sliko narave, in Ce se tega jasno zavedamo, ne tvegamo, da bi
sliki zaupali bolj kot izkusnjam in tako postali slepi za slednje.

§ 2 Temeljni pojmi privzeti iz nauka o prostoru in casu. Prva temeljna
predpostavka. Zveznost gibanja. Vsaka sprememba lege se zgodi v ¢asu in
odvija v prostoru. Zato moramo pred zacetkom obravnave mehanike privzeti nauk o
prostoru kot takem in casu kot takem. Cas kot enodimenzionalno mnogoterost lahko
predstavimo z mnogoterostjo stevil, razporejenih v eni dimenziji, medtem ko razmerja

37Tukaj je Rodos. Sko¢i”Iz Ezopove basni Hvalisavi popotnik. Pomen: Sedaj pokazi, kaj znas.

(OP)



§ 2 Temeljni pojmi privzeti iz nauka o prostoru in ¢asu. Prva temeljna predpostavka.
4 Zveznost gibanja.

v prostoru vodijo k posebni vedi, in sicer geometriji. Zato domnevamo, da poznamo
celoten nauk o racionalnih in iracionalnih realnih stevilih, vklju¢no z infinitezimalnim
racunom, ter celotno geometrijo. Res je, da imajo tudi te vede nekatere temeljne tezave.
Vendar se te tezave enako prenasajo na vse pristope k na¢elom mehanike, saj morajo vsi
izhajati iz prostora in casa. Ker pa zelimo na tem mestu obravnavati le tezave, znacilne
za mehaniko, se s tezavami aritmetike in geometrije ne bomo ukvarjali.

Ocitno ne moremo dobiti slike teles in njihovega gibanja, ¢e vse dele celotnega
neskoncénega prostora obravnavamo enako. Zato zelimo izpostaviti stevilne posa-
mezne tocke pred ostalimi. Te pred ostalimi izpostavljene tocke prostora imenujemo
materialne tocke.

Da bi dolo¢ili lego [Lage] poljubne materialne tocke v dolo¢enem trenutku, si
zamislimo, da v prostoru ves ¢as obstaja dolocen pravokotni koordinatni sistem. Kot
lokacijo [Orte| nase materialne tocke v dolo¢enem trenutku razumemo njeno lego glede
na ta koordinatni sistem, ki jo dolo¢imo na znan nacin s kartezicnimi ali polarnimi
koordinatami ali kako drugace.

Koordinatni sistem sicer ni nic¢ realnega, vendar to po nasih temeljnih izhodis¢ih ne
predstavlja tezave, saj gre trenutno zgolj za oblikovanje miselne slike. Kasneje bomo
videli, da je mogoce koordinatni sistem izbrati na razlicne nacine. Videli bomo tudi, da
lahko lokacijo materialne tocke, namesto da jo dolo¢imo z njeno relativno lego glede na
koordinatni sistem, dolo¢imo tudi glede na tri posebej izpostavljene materialne tocke
ali telo, ki mora imeti dolo¢ene lastnosti, ali pa glede na nekatere iz mnozice vseh
tock izpeljane premice ali ravnine, tako da nasa miselna slika vkljuc¢uje zgolj podobne
stvari (izklju¢no materialne tocke), ne pa tudi koordinatnega sistema. Vendar bi
upostevanje teh moznosti trenutno naso sliko le zapletlo. Nasa slika je torej sestavljena
iz koordinatnega sistema in vseh materialnih tock, ki imajo v vsakem trenutku doloc¢eno
lego glede na ta koordinatni sistem. To, da lahko izberemo tudi drugac¢ne koordinatne
sisteme, ne da bi slika pri tem izgubila kar koli od svoje skladnosti z izkusnjami, nas za
zdaj ne skrbi.

Prav tako nam z nasega stalis¢a ne povzroca tezav vprasanje merila enakosti razlicnih
casovnih intervalov, enako kot vprasanje o moznosti dolocitve absolutne lege v prostoru.
Predpostavljamo moznost izdelave kronometra, ki deluje popolnoma enakomerno, ki
je dovolj zasc¢iten pred vsemi motnjami in ga je mogoce nadomestiti z drugim, enako
izdelanim, Se preden se vsaj malo obrabi. Pogled na kronometer nam nato pokaze
vrednost tiste neodvisne spremenljivke, ki smo jo poimenovali ¢as.

Se zdalet si ne domisljam, da bi bilo tukaj in v nadaljevanju mogoc¢e natancno
definirati vsako besedo, preden jo uporabim.. (Glej prvo stran mojega traktata "O
vprasanju objektivnega obstoja procesov v nezivi naravi” ["tiber die Frage nach der
objectiven Existenz der Vorgénge in der unbelebten Natur”])*®. Razlog za jasnost

“Wien. Sitzber., Bd. 106, S. 83, 7. Januar 1897
SPrevod prvih dveh odstavkov:

Zacel bom tako, da svoje stalisce opiSem z resni¢no anekdoto. Bilo je Se v ¢asu mojega gimnazijskega
studija, ko me je moj brat, zdaj ze zdavnaj pokojni, pogosto zaman poskusal prepric¢ati o nedoslednosti
mojega ideala filozofije, ki ob uvedbi jasno opredeli vsak pojem. Nazadnje mu je to uspelo na naslednji
nacin: Pri Solskem pouku so nam neko filozofsko delo (mislim, da ga je napisal Hume) hvalili kot
posebej dosledno. Takoj sem ga v spremstvu brata poiskal v knjiznici. Na voljo je bilo le v angleskem
izvirniku. Bil sem zmeden, ker nisem razumel niti besede v angles¢ini, vendar je brat takoj posredoval:
>Ce delo dela to, kar od njega pricakujes, potem jezik ne more biti pomemben, saj mora biti v tem
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zgornjih slik je oé¢iten; gre za pravila, kako razmisljati o prostorskih odnosih, ki si jih
lahko vsakdo zlahka ponazori z ravnilom in svinc¢nikom ali pa z lesenimi palckami in
pletilkami ter so tako preprosta, da je Ze sama miselna slika obi¢ajno dovolj jasna tudi
brez risbe. Pri tem se uporablja najmanjse stevilo osnovnih zamisli. Prehod od nekaj
posameznih, jasno predstavljivih tock do njihovega velikega Stevila je podan na urejen
nacin s splosnimi pravili. Ve¢ kot lahko ponazorimo s temi preprostimi slikami, ki jih
trenutno zagotovo potrebujemo za prikaz dolocenih pojavov, bolj razumljiva se nam
mora zdeti narava.

Tisto, kar lahko razlozimo le s pomocjo uvedbe dodatnih pojmov, se nam zdi veliko
bolj nerazumljivo. Vsekakor pa tudi pri predstavitvi taksnih dodatnih pojmov ne
smemo zgolj nedoloéno namigovati na elemente, iz katerih izhajamo, temve¢ jih moramo
opredeliti enako odkrito in jasno, kot to poskusam storiti tukaj.

Naso sliko zdaj dopolnimo tako, da si zamislimo dolo¢ene zakonitosti za spre-
membo lege vseh teh materialnih tock s ¢asom. Predpostavka 1: Predstavljamo si,
da se nikoli ob istem ¢asu dve razli¢ni materialni tocki ne pokrivata oziroma ne lezita
neskoncno blizu druga drugi. Kadar pa se katerikoli materialni toc¢ki nahajata na nekem
mestu (seveda relativno glede na nas koordinatni sistem), se bo v neskonéno bliznjem
trenutku tudi ena in samo ena materialna tocka nahajala na mestu, ki je neskoné¢no
blizu temu prvemu mestu. Pravimo, da je ta druga materialna tocka enaka prvi, in to
imenujemo zakon zveznosti gibanja. Ta nam omogoca prepoznavanje iste materialne
tocke v razlicnih casih. Mnozico vseh mest, na katerih se nahaja ena in ista materialna
tocka skozi ves Cas, imenujemo tir (oz. tirnica ali trajektorija) [Bahn| te materialne
tocke; mnozico mest, skozi katera gre v omejenem ¢asovnem obdobju, imenujemo pot
[Weg] v tem casu.

Zakon zveznosti lahko izrazimo tudi takole: vsaki materialni tocki, ki je imela v
dolo¢enem trenutku dolocene koordinate, ustreza v neskoncno bliznjem trenutku ena in
samo ena materialna tocka s koordinatami, ki se od prvotnih razlikujejo za neskonéno
malo, in to imenujemo ¢sta materialna tocka, tj. koordinate vsake materialne tocke
so zvezne funkcije ¢asa.

§ 3. Druga temeljna predpostavka. Obstoj odvodov koordinat po casu.
Pojem hitrosti in njenih komponent. Naso sliko dopolnimo s predpostavko,
da morajo imeti pravkar omenjene funkcije ¢ (t), x (¢), ¥ (t), ki podajajo odvisnost
koordinat vsake materialne tocke od ¢asa, prvi in drugi odvod, ki nikjer ne postaneta
neskonc¢na, kar bomo imenovali temeljna predpostavka 2. V prostoru z x, y, z
oziroma r1 =+ &, y =y +1n, 21 = z + ¢ oznacimo koordinate prostorskih tock A in

primeru vsaka beseda jasno opredeljena, preden jo uporabimo.<

Tezko je jasneje pokazati, kaksno koli¢ino izkuSenj ter besed in misli, s katerimi jih opisujemo,
je treba predpostaviti kot znano, ¢e se hocemo sploh razumeti, in da vsega ne moremo opredeliti,
temve¢ moramo s pomocjo znakov, ki so prav tako znani, zgolj podati pravila, kako lahko nase opise
poenostavimo in prilagodimo znanim izkusnjam. Tako kot Evklid v geometriji uporablja nedokazljive
aksiome, tako bomo najprej preucili, katera dejstva tvorijo osnovo in predpogoj znanja. Posteno bomo
priznali, da s temi dejstvi ne moremo in ne smemo storiti nicesar drugega, kot da jih priklicemo v
spomin s pomocjo znanih znakov, in ne bomo preseneceni, ¢e je prav njihova razlaga doslej veljala za
najtezjo stvar na svetu.... (OP)



§ 3. Druga temeljna predpostavka. Obstoj odvodov koordinat po ¢asu. Pojem hitrosti
6 in njenih komponent.

A, v katerih se je nahajala dolotena materialna tocka v ¢asu t oziroma ¢ + 7. Naj bo
o dolZina daljice AA'. Ce ostane ¢ konstanten, 7 pa se vedno bolj zmanjsuje, se mora
zgoditi naslednje:

1. Ulomek & /7 se priblizuje dolo¢eni kon¢ni vrednosti, ki jo oznac¢imo z u. V skladu
s simboliko diferencialnega racuna jo oznac¢imo z dx/dt ali ¢’ (t). Enako velja za n/7 in
(/7. Torej

S dx ,

l — = = — = t

1mT U o o' (t),

...n dy /

m === X (), (1)
. C dz ,

l - = = — = t

nnT w o (1),

kjer so te kolicine lahko pozitivne ali negativne ali enake nic¢ in jih imenujemo kompo-
nente hitrosti materialne tocke v treh koordinatnih smereh.
2. Ker za vsako vrednost 7 obstaja enacba

0= +\/E + 2+ 2,

se kolitnik o /7 priblizuje limiti

vy (a) (3 (6]

dt dt dt (2)

Ve O + P+ [P

ki jo imenujemo hitrost materialne tocke v ¢asu ¢ in ima lahko le kon¢no pozitivno
vrednost, vkljuéno z niclo.

3. Ce ta limita ni enaka ni¢, potem se smer daljice, ki poteka od A proti A’, v
vsakem primeru priblizuje doloceni smert v prostoru, ki ima doloc¢eno usmeritev in
jo imenujemo smer hitrosti materialne tocke v ¢asu t. V splosnem bomo kote poljubne
usmerjene (v dolo¢eni smeri narisane) daljice G' s pozitivnimi koordinatnimi osmi
oznadili z (G, z), (G,y) in (G, z), kot med dvema usmerjenima daljicama G in H pa s
(G, H). Ker za vsako vrednost 7 obstaja enacba & = o cos (o, x) z dvema podobnima,
ki veljata za preostali dve koordinatni osi, potem velja tudi:

u=ccos(c,z), wv=ccos(c,y), w=ccos(cz). (3)
Naj bodo A", A", ..., A™ tocke prostora, v katerih se materialna tocka nahaja v
casih t + 27, t+ 37, ..., t +nt =T, potem se, kot vemo iz integralskega racuna, vsota

daljic AA", A/A", ..., AP YAM ko se 7 manjsa, medtem ko ostajata t in produkt nr
konstantni konc¢ni koli¢ini, priblizuje doloceni limiti, ki jo imenujemo dolZina poti,
opravljeni v ¢asu 7' — ¢, in jo s simboli obicajnimi v integralskem ra¢unu, oznac¢imo s

T
/ cdt, medtem ko za cdt pogosto pisemo ds, tako da je
t

e (@) (@) ()
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Prva od enac¢b nima drugega pomena kot to, da se prirastek abscisne osi £ razlikuje
od prirastka Casa 7, pomnozenega z u, le za koli¢ino, ki se, ko jo delimo z 7, z
manjSanjem 7 priblizuje nicli. Pomen taksnih enacbh je Se posebej kratek in jasen, ce
so prirastki spremenljivk na zacetku oznaceni z diferencialnimi znaki pred zadevnimi
spremenljivkami. Enakost dveh diferencialnih izrazov ne pomeni ni¢ drugega kot to, da
se razlikujeta le za koli¢ino, ki se, deljena z enim od diferencialov (¢e je koeficient enega
od njih enak ni¢, je treba izbrati tega), z manjSanjem vrednosti imenovalca priblizuje
limiti ni¢ (je neskonéno majhna visjega reda). Enakost dveh diferencialnih izrazov je
torej dokazana, ¢e lahko geometrijsko ali kako drugace pokazemo, da je njuna razlika
neskon¢no majhna visjega reda.

V tem smislu bomo pogosto uporabljali enacbe med diferencialnimi izrazi, zato
enacbe (1), (2), (4) zapiSemo preprosto v obliki:

(4a)

de =udt, dy=wvdt, dz=wdt,
ds = cdt = \/dx2+dy2~|—dz2

Zadnja od teh enacb pove, da se razlika med zelo majhno dolzino poti ds in ¢asom
dt, pomnozenim s ¢, v katerem je bila opravljena, deljeno z dt, priblizuje nicli, iz ¢esar

sledi, da je vsota / ds dolzin vseh poti, opravljenih v konénem casu, enaka integralu

/cdt, kjer je ¢ podana kot funkcija casa.

Kot je znano, obstajajo tudi funkcije, ki se neskoncno malo spremenijo za vsako
neskon¢no majhno spremembo argumenta, ne da bi se kolicnik spremembe argumenta in
funkcije priblizal doloceni limiti za vsako vrednost argumenta z neskon¢nim zmanjsanjem
prvega; zato predpostavka 2 nikakor ne izhaja iz predpostavke 1°. Kdor se je uéil
mehaniko, se bo spomnil tezav, ki jih je imel pri razumevanju dokaza, da lahko za zelo
kratek cas gibanje obravnavamo kot enakomerno premocrtno in da lahko v tem ¢asu
sile obravnavamo kot nespremenljive. Tezava je preprosto v tem, da omenjeni dokaz ni
pravilen.

Analiti¢ne funkcije smo ustvarili prav zato, da bi predstavili izkustvena dejstva.
Njihovo odvedljivosti ne moremo jemati kot dokaz odvedljivosti empiri¢no dolocenih
funkcij, saj je stevilo moznih funkcij, ki niso odvedljive, prav tako neskonc¢no veliko kot
stevilo odvedljivih funkcij. Prav tako je dejstvo, da vsaka ¢rta, ki jo nariSemo rocno ali
strojno odraza znacilnosti odvedljive funkcije, lahko dokaz, da je odvedljivost funkcij, ki
so v mehaniki dolo¢ene empiricno, glede na nase danasnje moznosti opazovanja nekaj,
kar je doloc¢eno izkustveno.

Zato smo odvedljivost brez posebnega pojasnila preprosto navedli kot predpostavko,
ki se ujema z dosedanjimi izkusnjami.

§ 4. Uvedba vektorjev. V nadaljevanju nam bo pogosto v pomo¢ vektorski
racun. Zato bomo Ze na tem preprostem primeru obravnavali njegove osnovne pojme.
Pod pojmom vektor razumemo daljico dolo¢ene dolZine, dolocene smeri in dolocene
usmerjenosti (ki oznacuje, katera od njenih konénih tock velja za zacetno in katera za
koné¢no tocko). Ker je namen vektorja le ta, da nam omogo¢i razumeti te tri lastnosti,
je vseeno, iz katere tocke prostora je narisan, dokler vektor ni namenjen izrazanju cesa

6Zvezna funkcija ni nujno odvedljiva, primer je Weirstrassova funkcija. (OP)
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drugega. Najpogosteje nariSemo vektor iz koordinatnega izhodiséa O (to izberemo kot
zaetno tocko obravnavane daljice).

Pod vsoto dveh vektorjev (vektorska vsota) razumemo tretji vektor, ki ga dobimo,
ce drugi vektor narisemo iz konc¢ne tocke prvega vektorja in povezemo zacetno tocko
prvega vektorja s koncno tocko drugega vektorja. Tako dobimo vsoto dveh vektorjev na
enak nacin kot pri paralelogramu sil, kjer dobimo rezultanto dveh sil. Vektor, katerega
vsota z drugim vektorjem daje tretji vektor, imenujemo razlika (vektorska razlika)
tretjega in drugega vektorja. Ce je projekcija vektorja na abscisno os enaka vsoti
projekcij dveh drugih vektorjev na abscisno os, in enako velja za drugi dve koordinatni
osi, potem je, kot je takoj razvidno, prvi vektor vsota drugih dveh. Emnako velja za
razliko dveh vektorjev in vsoto ve¢ kot dveh vektorjev. Da bi nasli vsoto ve¢ vektorjev,
je treba k vsoti prvega in drugega vektorja pristeti tretji vektor in tako naprej. Iz
koncne tocke B prvega vektorja AB potegnemo premico BC' enake dolzine in smeri kot
drugi vektor, iz kon¢ne tocke C' te premice potegnemo premico C'D enake dolzine in
smeri kot tretji vektor, in tako naprej. Daljica, ki poteka od zacCetne tocke A prvega
vektorja do konc¢ne tocke M zadnje od teh daljic, predstavlja vsoto vseh vektorjev. Sliko

ABCD...M

za katero seveda ni nujno, da lezi v ravnini, imenujemo vektorski poligon, ce vektorji
predstavljajo sile, pa legopis sil [Kréftepolygon].

Seveda lahko lego katere koli materialne tocke v katerem koli ¢asu prikazemo tudi
z vektorjem, ki ga potegnemo iz katere koli to¢ke v prostoru, npr. iz koordinatnega
izhodisca, proti tisti tocki prostora, v kateri se materialna tocka v danem ¢asu nahaja.
Razdaljo AA" med prostorskima tockama A in A’, v katerih se materialna tocka nahaja
v Casu t in t + 7, lahko obravnavamo kot vektor, ki je enak razliki vektorjev OA" in
OA, ki povezujeta tocki A in A" s koordinatnim izhodis¢em O. Iz poljubne tocke, npr.
iz izhodiscéa O, lahko nariSemo tudi vektor Ob, ki ima enako smer in dolZino kot AA’.
Ker pa se dolzina AA’ zmanjSuje z zmanjSevanjem 7 do neskonénosti, lahko dolZino
tega vektorja Ob povec¢amo glede na poljuben Cas (¢asovno enoto) 7, ki jo enkrat za
vselej izberemo kot konstanto. Limito OB, ki se ji tako povecani vektor priblizuje z
zmanjsevanjem 7, imenujemo vektor hitrosti obravnavane materialne tocke v ¢asu
t. 7 njim prikazemo hitrost obravnavane materialne tocke po velikosti in smeri, njene
projekcije na tri koordinatne osi, torej njene komponente u, v, w, ne glede na to, iz
katere tocke v prostoru je narisan.

§ 5. Pojem pospeska in njegove komponente. V osnovno predpostavko 2 smo
vkljuéili tudi pogoj, da so koordinate po casu dvakrat odvedljive. Ce so ti odvodi v
kon¢nem Casu n7 enaki ni¢, potem vezne daljice AA’, A’A" A"A", ..., prostorskih
tock, kjer se nahaja materialna tocka v casih ¢, t + 7, t + 27, ..., t + n7, lezijo na isti
premici in so vse enake dolzine; tir materialne tocke je torej premica, po kateri tocka v
enakih casih opravi enake poti. Hitrost je konstantna, gibanje pa enakomerno. Vsaka
pospesitev ali upocasnitev gibanja, vsaka ukrivljenost tira na eno ali drugo stran, je
torej posledica dejstva, da imajo drugi odvodi koordinat po ¢asu vrednosti, razli¢cne od
nic. Zato je treba preuciti predvsem vrednosti teh drugih odvodov.

Naj se materialna tocka v Casih ¢, t + 7 in ¢t + 27 nahaja v tockah prostora A, A’,
in A", katerih projekcije na abscisno os so D, D', D" (glej sliko 1). Naj bodo z, y,
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Y
A'
c
i,
A 27
e
X
Dl ~
Z D D
Slika 1

z oziroma z’, ¢/, 2" in 2", 9, 2" koordinate materialne tocke v ¢asu t, t + 7 oziroma
t + 27. Potem je, kot je znano, drugi odvod abscise x materialne tocke po casu, ki ga
imenujemo komponenta pospeska te materialne tocke v smeri abscise, enak limiti
izraza

x”—x’—(as’—az) D'D" — DD’
= (6)

T2 T2

ko se 7 neskon¢no zmanjsuje; razdalji DD’ in D'D" sta projekciji vektorjev AA" in A’A”
na absciso. Stevec ulomka v formuli je torej projekcija razlike teh dveh vektorjev na
abscisno os. Ker je tu oc¢itno vseeno, iz katere tocke sta vektorja narisana, nariSimo oba
vektorja iz iste tocke v prostoru, npr. vektor AA’ nadomestimo z vektorjem A’'E enake
dolZine in smeri, ki je narisan iz A’. Daljica EFA” konénih tock dveh vektorjev A'E in
A'A" oziroma daljica Oc enake dolzine, potegnjena vzporedno z njo iz koordinatnega
izhodisca, tako predstavlja razliko dveh vektorjev A’A” in AA’. Projekcija Oc oziroma
EA” na absciso je torej enaka Steveu v formuli (6). Limito, ki se ji ta razlika, deljena
s 7%, priblizuje, imenujemo komponenta pospeska v smeri abscise. Ker enako velja
tudi za drugi dve koordinatni smeri, nam vektor FA” oziroma Oc natan¢no prikaze
ukrivljenost tira ter pospesevanje ali zaviranje gibanja. DolZino tega vektorja bomo
spet narisali v razmerju med 72 in kvadratom izbrane ¢asovne enote. Limita OC, ki se
ji pribliza tako povecan vektor, potegnjen iz koordinatnega izhodisca pri konstantnem ¢
in zmanjsujocem se 7, imenujemo vektor pospeska ali, krajse, pospesek obravnavane
materialne tocke v casu t. Njegove komponente v treh koordinatnih smereh so enake
temu, kar smo ze imenovali komponente pospeska v treh koordinatnih smereh, tj. enake
d*x Py . d*z

w2 g e Dolzina vektorja OC' je pozitivni kvadratni koren iz:

a2z’ d?y 2 a2z\°
— ) + =) ) -
() () ()

Seveda bi isti vektor OC' dobili tudi, ¢e bi konéni tocki dveh vektorjev hitrosti OB
in OB’ materialne tocke v ¢asu ¢t in t + 7 povezali z daljico in poiskali limito, ki se ji ta
daljica, deljena z 7, priblizuje.

Naj bodo (g,z), (g,y) in (g, z) koti med pospeskom nase materialne tocke (t;.
vektorjem OC) in tremi koordinatnimi osmi, g pa velikost tega pospeska (tj. dolzina
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tega vektorja); torej:

d*x d?y d*z
—— =gcos(g,r), —= =gcos(g,y), —= = gcos(g,z). 7
Tz = gcos(g,x), -5 =geos(gy),  —g =gcos(g,2) (7)
Ce je pospesek materialne tocke v nekem primeru predstavljen s poljubnim vektorjem
OC, v drugem primeru pa z drugim vektorjem OD, potem kot vsoto teh dveh pospeskov
razumemo pospesek, ki ga predstavlja vsota vektorjev OC' in OD. Ce so komponente
pospeska OC' glede na koordinatne smeri enake

d*x, Py APz
dt2 7 dt?2 7 dt?

pospeska OD pa
dzl’z d2y2 d222
a7 dt2 dt?
potem so komponente vsote obeh pospeskov naslednje

>z, dPxy Py Py, Pz Pz
dt? dt2 7 dt? * dt?2 ' dt? + dt? (8)

Podobno definiramo vsoto treh ali ve¢ pospeskov.

§ 6. Temeljne predpostavke 3 — 7. Naj bo dano poljubno stevilo (n) materialnih
tock. V nekem casu t naj se te nahajajo v tockah prostora A;,As,As,...,A,. Sliko
dopolnimo z naslednjimi temeljnimi predpostavkami, ki nam povejo, kako ugotoviti
pospeske iz medsebojne lege materialnih tock.

Temeljna predpostavka 3. Pospesek katere koli materialne tocke (ki ga je treba
obravnavati kot vektor, kot je bilo omenjeno zgoraj) je enak vsoti n — 1 pospeskov (ki jih
je treba obravnavati na enak nacin), pri ¢emer ima vsak smer daljice, ki je potegnjena
skozi obravnavano materialno tocko in eno od preostalih materialnih tock. Ti pospeski
se imenujejo pospesek, ki ga druga tocka povzroca prvi, ali pa pospesek prve materialne
tocke, ki ga povzroca druga.

Temeljna predpostavka 4. Pospesek, ki ga ima katera koli materialna tocka
zaradi delovanja druge, je vedno usmerjen nasproti pospesku, ki ga ima druga tocka
zaradi delovanja prve. Ce torej prvi pospesek poteka v smeri daljice, ki je potegnjena
od prve proti drugi toc¢ki (primer B), potem je drugi pospesek usmerjen v smeri daljice,
ki je potegnjena od druge proti prvi tocki. Pravimo, da se materialni tocki medsebojno
privlacita. Ce pa prvi pospesek poteka v smeri podaljska daljice, ki je potegnjena
od druge tocke onkraj prve tocke (primer A), potem ima tudi drugi pospesek smer
podaljska daljice, ki je potegnjena od prve tocke onkraj druge tocke, in se materialni
tocki medsebojno odbijata.

Temeljna predpostavka 5. Velikost pospeska g5 katere koli materialne tocke
glede na katero koli drugo tocko ni odvisna niti od absolutne lege obeh tock v prostoru
niti od absolutne vrednosti ¢asa, niti od narave okolice ali hitrosti zadevnih tock, niti
od smeri daljice, ki ju povezuje v prostoru, temvec¢ izklju¢no od dolzine ri5 te daljice.
To pomeni, da obstaja ena sama funkcija F (r12) te dolzine. Funkciji F' (r15) pripisemo
pozitivni ali negativni predznak, in ker pospesku g5 vektorja vedno pripada pozitivni
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predznak, podamo g2 = +F (r12) ali g1 = —F (r12), odvisno od tega, ali se tocki
odbijata ali privlacita, torej odvisno od tega, ali pospesek poteka v smeri podaljska vezne
daljice ali v smeri same daljice. Oblika te funkcije je za zdaj popolnoma nedolo¢ena’.

Temeljna predpostavka 6. Velikost pospeska, ki ga prva materialna tocka
posreduje drugi, ni nujno enaka tisti, ki jo druga tocka posreduje prvi. Ce postavimo, da
je velikost pospeska go; druge materialne tocke zaradi prve enaka psF' (r12), potem ima
1o za ta par tock konstantno vrednost v vsakem casu in na vseh razdaljah. Ta vrednost
je nujno pozitivna, saj za drugo tocko v primeru privlacenja velja go; = +psF (112), v
primeru odboja pa ga; = — s F (r12).

Temeljna predpostavka 7. Naj bo ri3 razdalja med poljubno izbrano prvo
materialno tocko in tretjo tocko. Naj ® (r13) oznacuje pospesek prve materialne tocke
glede na tretjo, us® (r13) pa pospesek tretje tocke glede na prvo. V tem primeru je
pospesek druge tocke glede na tretjo vedno v konstantnem razmerju o : p3. Ce je To3
razdalja med drugo in tretjo tocko, W (r93) pa pospesek druge tocke glede na tretjo,

mora biti 220 (ro3) pospesek tretje tocke glede na drugo.
M2

Za bolj simetri¢no obliko te predpostavke z m; oznac¢imo poljubno pozitivno stevilo,
ki je konstantno skozi ¢as in prostor, in postavimo:

my mi
— = Mg, —— =Mg3.
M2 K3
Nadalje oznac¢imo koli¢ino my - F'(r12), ki bo o¢itno tudi funkcija ris z enakim
predznakom kot F' (r12), s fi2 (r12); koli¢ini @(ID (r13) in m\If (ro3) z f13 (r13) in faz (723).
1 25) 2

Nato lahko zgornja razmerja zapisemo v naslednji simetri¢ni obliki:

migiz = Magor = L f12 (7“12) )
migiz = mags = £ f13 (7"13) )

Maga3 = M3g32 = £ fo3 (7’23) .

pri cemer za odboj velja pozitivni predznak, za privlacenje pa negativni predznak.
Ce v razmislek uvrstimo Se ¢etrto materialno tocko, lahko dolo¢imo pospeske

g1a =F1(r14),  goa=P1(r20),  g31a = V1 (134),

ki jih imajo na razdaljah ri4, 794 in r34 prva, druga in tretja materialna tocka glede na
¢etrto, vendar je treba za doloCitev pospeska g4; ¢etrte materialne tocke glede na prvo
dolociti faktor pu4, s katerim moramo pomnoziti pospesek Fj (r14), da bi dobili pospesek
gs1 Cetrte materialne tocke glede na prvo. Ker naj bi temeljna predpostavka 7, veljala
za tri poljubne materialne tocke, mora biti pospesek g4o Cetrte materialne tocke glede

na drugo &Cl)l (r94), pospesek gy3 Cetrte materialne tocke glede na tretjo pa mora biti
K2

"Tu pa je brez bistvenega vpliva na jasnost mozna posplogitev slike, ki sem jo tudi poskusil, in sicer
s predpostavko, da funkcija F' vsebuje tudi prvi ali celo drugi odvod 715 po casu. Ce je slednji linearno
vsebovan v njem, lahko retemo tudi, da faktorji m, o katerih bomo govorili pozneje, niso konstantni.
Vendar pa ima ta posplositev tako majhen prakti¢ni pomen, da se z njo tukaj ne bomo ukvarjali.



12 § 7. Masa in sila. Enakost u¢inka in nasprotnega ucinka.

enak &\Ill (r34). Ce zdaj popolnoma enako kot prej dolo¢imo

3
m
— = my, MMy = F(7’14) = fia (7“14)7
Ha
m
171(1)1 (7“24) = mo®, (7“24) = f24 (7”24) )
2
m
71@1 (7“34) =msW¥; (7”34) = f34 (7“34) )
3
dobimo:

Migia = Maga = £ fia (7’14) )
Magas = MaGaz = £ foa (T24)

M3G34 = MaGaz =  f34 (7“34) .

Razsiritev teh enacb na ve¢ kot stiri materialne tocke ni nobena tezava.

§ 7. Masa in sila. Enakost u¢inka in nasprotnega ucéinka. V skladu s prejsnjim
paragrafom za vsako materialno tocko dolo¢imo stevilo m, imenovano njena masa,
in za dve poljubni materialni tocki funkcijo f (r) njune medsebojne razdalje r, ki jo
imenujemo sila, ki deluje med tema tockama na tej razdalji. Absolutno vrednost f ()
imenujemo velikost sile. Velikost sile je enaka produktu mase prve tocke in pospeska,
ki ga doseze glede na drugo, in obratno za drugo tocko glede na prvo. Velikost sile, tako
kot absolutno vrednost pospeska, vedno obravnavamo kot pozitivno. Smer pospeska, ki
ga druga tocka prenese na prvo, imenujemo smer stile, s katero druga tocka deluje
na prvo. Ta smer je vedno nasprotna smeri sile, s katero prva tocka deluje na drugo,
in je usmerjena proti drugi tocki ali stran od nje, odvisno od tega, ali je funkcija f (r)
pozitivna ali negativna.

Tako je sila, s katero prva materialna tocka deluje na drugo, vedno enaka, vendar
nasprotno usmerjena sili, s katero druga tocka deluje na prvo. To imenujemo nacelo
ucinka in nasprotnega ucinka, ki pravi, da sta ucinek in nasprotni ucinek enaka,
vendar nasprotno usmerjena.

Na kratko pravimo, da je sila, ki deluje med dvema tockama, centralna sila
[Centrikraft], kar pomeni:

1. da je njena velikost odvisna zgolj od razdalje med tockama,
2. da je njena smer enaka smeri daljice, ki povezuje ti dve tocki,
3. da sta ucinek in nasprotni ucinek enaka po velikosti in nasprotno usmerjena.

Da bi bilo gibanje zagotovo nedvoumno doloc¢eno, dodatno predpostavimo, da ima
fizikalno dolocena funkcija razdalje 7, ki doloca silo, kon¢en prvi odvod (vkljucno z nic)
za vse ustrezne vrednosti r, ali pa vsaj, da koli¢nik prirastka r in ustreznega prirastka
f (r) za te vrednosti r nikoli ne postane neskoncen.

Med masami m vseh materialnih tock je ena povsem poljubno izbrana, preostale pa
so doloc¢ene na podlagi te in eksperimentalnih dejstev.
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Namesto navajanja virov bi raje poudaril, da v tej knjigi zgolj predstavljam Ze znano
in ne trdim, da sem odkril katero koli od navedenih trditev. Vendar pa naj omenim, saj
je morda manj znano, da je uporabljeno definicija mase podal Macha®.

Sliko bi poenostavili, ¢e bi predpostavili, da imajo vse materialne tocke enako maso,
torej da dve tocki povzrocata druga drugi enake, a nasprotno usmerjene pospeske. Ce
bi predpostavili Se, da v gostejsih telesih preprosto obstaja ve¢ materialnih tock na
enoto prostornine, bi lahko prav tako dobro opisali vse pojave. Tudi materialno tocko z
maso m bi lahko priblizno opisali kot mnozico m zelo tesno povezanih tock z maso 1.
Uporabili smo splosnejso sliko, ker je ta prav tako jasna in doloc¢ena.

Seveda so osnovne predpostavke med seboj tesno povezane, zato bi pogosto naleteli
na protislovja, ¢e bi opustili ali spremenili le eno ali nekaj izmed njih, medtem ko bi
druge ohranili nespremenjene. Na primer, ¢e predpostavimo, da sta pospeska dveh
materialnih tock neodvisna od njune lege v prostoru in od absolutnega ¢asa, vendar
opustimo eno izmed predpostavk 4, 5 ali 7, bi lahko hitrost dveh trdno povezanih tock
scasoma rasla v neskonc¢nost. Seveda bi morali pri tem Se vedno predpostaviti, da
naprava, ki jih povezuje, deluje skladno z nasimi predpostavkami. Iz tega pa ne sledi,
da lahko vse nase predpostavke nadomestimo z nac¢elom energije ali drugimi splosnimi
naceli, ceprav bi morda nekatere lahko.

Lahko bi se osredotocili na enacbo kineti¢ne energije namesto na pojem pospeska,
na primer s predpostavko, da ta enacba velja lo¢eno za vsako koordinatno smer. To
bi bilo morda privlacno, glede na pomembno vlogo nacela energije v naravi kot celoti.
Vendar nisem nasel nacina, kako bi temeljne predpostavke res bistveno spremenil z
uporabo splosnejsih nacel. Tudi nisem posebej vztrajal pri iskanju take resitve, saj se
mi zdi, da ni bistvena, ¢e ze izhajamo iz medsebojnega delovanja materialnih tock na
daljavo in iz tega izpeljemo Hamiltonovo nacelo, enacbe elasticnosti, hidrodinamike itd.

§ 8. Splosne enacbe gibanja. Ce je sila, ki deluje med dvema materialnima
tockama, katerih koordinate so xy, y1, 21 oziroma x5, ys, 22, odbojna, potem je, kot smo
ze omenili, pospesek g5 prve materialne tocke, ki ga povzroca druga, usmerjen v smer
podaljska daljice 712, ki poteka od druge proti prvi in tvori s pozitivnimi koordinatnimi
osi kote, katerih kosinusi so

Ty — X2 Y1 — Y2 Rl — 22

I

12 T12 12

To so torej kosinusi kotov (g12, ), (g12,¥), (912, 2), ki jih pospesek g5 tvori s pozitivnimi
koordinatnimi osmi. Tudi funkciji fio (r12) damo pozitivni predznak. Ce bi torej prvo
materialno tocko pospesila le druga, bi po formuli dobili

d2l‘1 1 1 — X9

W = g12 008(912,@ = mflflz (7“12) iy

z dvema podobnima enacbama za osi y in z. Ce ima pospesek nasprotno smer, ga
ponovno obravnavamo kot pozitivnega, vendar kosinusu dodelimo nasprotni predznak,
torej nastavimo

T2 — I

cos(gi2, ) = —

8Carl’s Repertormm, Bd. 4. E. Mach, Die Geschichte und die Wurzel des Satzes von der Erhaltung
der Arbeit, Prag, 1872, pp. 59
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Ker pa potem tudi funkciji fi (r12) damo nasprotni predznak, je tudi v tem primeru

dQl’l o 1 1 — X9

dt2 a m71f12 <T12> 12 '

V skladu s tretjo osnovno predpostavko je skupni pospeSek prve materialne tocke
vektorska vsota razlicnih pospeskov, ki jih povzroc¢ajo vse druge materialne tocke in
v skladu z (8) je skupna komponenta pospeska v abscisni smeri enaka algebrski vsoti
posameznih pospeskov. Tako imamo v splosnem

d*x “
g = 2 fie ()

k=2 1k

Ty — Tk
Y

(9)

z dvema podobnima ena¢bama za preostali dve koordinati in 3n — 3 podobnih enacbh za
druge materialne tocke.

Vrednosti spremenljivke, ki jo je treba sesteti, podane nad in pod znakom za
seStevanje, izrazajo (kot vedno v nadaljevanju), da je treba v izrazu, ki mu je dodan
znak za sestevanje, tej spremenljivki dati vse pozitivne celostevilske vrednosti od spodaj
do vkljuéno zgoraj, nato pa je treba vse tako nastale izraze sesteti. Z opy (Thx) 0znacimo

nedoloceni integral / frk (rp) drpg, pri ¢emer ima lahko integracijska konstanta po-

ljubno vrednost.

Pogosto bomo morali v izrazu, ki vsebuje koordinate katere koli obravnavane
materialne tocke, zelo malo spremeniti eno od teh koordinat, vse druge pa bodo ostale
konstantne. Spremembe, ki nastanejo na ta nacin, imenujemo delne in jih oznac¢ujemo
z znakom O Ne smemo jih zamenjevati s spremembami, ki nastanejo v ¢asu dt (skupna
sprememba), saj se v tem ¢asu na sploSno spremenijo vse koordinate. Tako ima
Thk

Th
malo spremenimo le xj, poiS¢emo na ta nacin spremenjen 7y, ga delimo s spremembo

xp, in konéno poiséemo limito, ki se ji koli¢nik priblizuje ko se sprememba x; manjsa.
Ker je

parcialni diferencialni odvod od r,r na zp, naslednji pomen: od vseh koordinat

Thk = \/(l’h — )%+ (Y — yk)* + (20 — 2)%,

lahko po pravilih diferencialnega racuna najdemo:

8Thk I — Tk

Oy, Thk ’

in podobno
aThk:yh—yk 3T‘hk_2h—2k

oy Thk 0z, Thi

Poleg tega sledi iz definicije funkcij ¢

0 , - -
p(rar) _ ) T ) T

bl
8Ih T'nk T'hk

in podobno za y in z.
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V izrazu ¢pi (1hx) po vrsti vstavimo h enak vsakemu pozitivnemu celemu stevilu
od ena do vkljuéno n in za vsak h ponovno postavimo k enako vsakemu od teh stevil,
razen tistemu, ki je enako h. Vsoto vseh tako dobljenih izrazov oznac¢imo z

YD enklrm) = =V (10)

Potem lahko enac¢bo zapisemo v obliki:

dQZEl 3V
A 11
my dt2 82171’ ( )

z dvema podobnima enacbama za drugi dve koordinatni osi in 3n—3 podobnimi enacbami
za druge materialne tocke. Komponenta sile, ki deluje v kateri koli koordinatni smeri na
katero koli materialno tocko, je torej negativni parcialni odvod funkcije vseh koordinat
V' (potencial [Kraftfunction]) po ustrezni koordinati.

Po mojem mnenju so pri odvodih po casu Se vedno prisotne dolocene nejasnosti.
Razen v redkih primerih, ko lahko najdemo analiti¢no funkcijo z natanéno dolo¢enim
odvodom po ¢asu, je pri izdelavi numeri¢ne slike potrebno razmisliti drugace. Vedno je
treba cas razdeliti na konc¢no Stevilo ¢asovnih intervalov, preden preidemo na limito.
Morda nase formule le priblizno izrazajo povprecne vrednosti, ki izhajajo iz stevilnih
drobnih elementov, ki jih ni mogo¢e natancno dolociti. Vendar do zdaj nimamo
pomembnih dokazov, ki bi to potrdili.

§ 9. Razli¢ni pojmi. Rezultanta. Komponente. Namesto da re¢emo, da druga
materialna toc¢ka povzroca prvi pospesek g9, lahko tudi recemo: ta pospesek povzroca
sila & f12 (r12), s katero druga tocka deluje na prvo, vendar nikoli ne smemo pozabiti, da
so to le razlicne besede za eno in isto dejstvo. Kot smo ze omenili, absolutno vrednost
funkcije fia (r12), ki je enaka produktu mase m materialne tocke, na katero deluje, in
pospeska g, ki ga povzroca, imenujemo wvelikost sile, smer tega pospeska pa smer sile.
Na popolnoma enak nacin kot pospeske lahko tudi sile izrazimo z vektorji (pusc¢icami),
katerih dolzina je enaka velikosti obravnavane sile in katerih smer sovpada s smerjo sile,
torej tudi s smerjo pospeska, ki ga povzroca. Ti vektorji, ki predstavljajo sile, obi¢ajno
ne izhajajo iz koordinatnega izhodisca, temvec iz tocke, na katero deluje sila.

Vektorska vsota vseh sil, ki delujejo na materialno tocko, predstavlja silo, ki jo
imenujemo rezultanta; posamezne sile imenujemo njene komponente. Ker je v skladu
s tretjo temeljno predpostavko dejanski pospesek materialne tocke vektorska vsota
razlicnih pospeskov, ki bi jih ta imela zaradi posameznih sil, in ker se vektorji, ki
predstavljajo sile, od vektorjev, ki predstavljajo pospeske, razlikujejo le po tem, da so
dolzine prvih vedno veckratne, sledi, da ima dejanski pospesek materialne tocke smer
rezultante sil, njegov produkt z maso m materialne tocke pa je enak velikosti rezultante
sil. Dejanski pospesek torej ugotovimo na podlagi rezultante sil, tako kot pospesek, ki
ga povzroci posamezna sila, ugotovimo na podlagi te posamezne sile.

To lahko zlahka Se bolj posplosimo. Ce je vektor R vsota poljubnih drugih vektorjev
C, potem je pospesek, ki ga sila, predstavljena z vektorjem R, daje materialni tocki,
vektorska vsota pospeskov, ki bi jih razli¢ne sile, predstavljene z vektorji C', dale
tej materialni tocki. Ker je vseeno, v kaksnem vrstnem redu so vektorji zdruzeni v
vsoto, in ker so poleg tega vektorji, ki predstavljajo sile, vedno m—krat daljsi in enako
usmerjeni kot vektorji, ki predstavljajo ustrezne pospeske, ti pa se v skladu s tretjo
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osnovno predpostavko sestevajo kot vektorji, bo materialna tocka zaradi ene same sile
R (rezultante) imela enak pospesek kot zaradi vseh sil C' (njenih komponent) skupaj, ne
glede na to, ali nanjo sicer ne deluje nobena druga sila ali pa nanjo poleg tega delujejo
se druge sile, katerih pospeski se nato pristejejo k tej sili.

Vsota dveh vektorjev je lahko vektor nicelne dolzine le, ¢e sta oba vektorja enako
dolga in nasprotno usmerjena. Materialna tocka, na katero delujeta dve sili, torej ne
bo imela nobenega pospeska oziroma se bo obnasala tako, kot da nanjo ne bi delovala
nobena sila, ¢e imata ti dve sili enako velikost, vendar nasprotno smer. Ker se rezultanta
poljubnega stevila sil, ki delujejo na materialno tocko, dolo¢i s pomocjo slike 5 v § 4
(mnogokotnik sil, za dve sili pa paralelogram sil), bodo sile ohranile svoje ravnotezje, tj.
tocke ne bodo pospesile, ¢e je mnogokotnik sil ABC, ..., M zaprt, tj. njegova koncna
tocka M sovpada z zacetno tocko A.

Iz konstrukcije mnogokotnika sil je razvidno, da lahko uc¢inek sile P v celoti nado-
mestimo z uc¢inkom treh sil

X =Pcos(P,x), Y =Pcos(P,y), Z=Pcos(Pz), (12)

ki delujejo v treh koordinatnih smereh in jih imenujemo komponente sile glede na
koordinatne smeri.

S P, oznac¢imo rezultanto vseh sil, ki delujejo na materialno tocko mase my, na katero
se nanasajo enacbe (9), s P/, P/, ... pa vse komponente, na katere lahko rastavimo silo
P;. Komponente sil P}, P/, ... v koordinatnih smereh oznacimo z X1, Y1, 71, X1, Y/,
Zy, X1, Y], Z7, ... Potem lahko v skladu s povedanim zapiSemo tudi enacbo (9):

d2ZE1
m
e

=X =X+ XJ+--- (13)

Podobne enacbe seveda veljajo tudi za preostali koordinatni osi in vse ostale materi-
alne tocke.

§ 10. Poissonov dokaz paralelograma sil. Med stevilnimi dokazi izreka o parale-
logramu sil bom v nekoliko spremenjeni obliki na kratko podal dokaz iz Poissonove
knjige o mehaniki.

Predpostavimo, da lahko ve¢ sil (komponent), ki delujejo na tocko, v vseh njihovih
ucinkih vedno nadomestimo z eno samo silo (rezultanto). Iz tega sledi, da lahko vedno
najdemo rezultanto vec¢ kot dveh sil tako, da najprej zdruzimo kateri koli dve sili v
rezultanto, nato to rezultanto zdruzimo s katero koli tretjo silo v novo rezultanto in tako
naprej. Ker prva rezultanta v celoti nadomesti prvi dve sili, mora imeti nova rezultanta,
ki ima v vseh okolis¢inah enak ucinek kot prva rezultanta in tretja sila skupaj, tudi
enak uc¢inek kot prve tri sile in tako napre;j.

Nadalje predpostavljamo, da velikost rezultante in njena relativna lega glede na
komponente nista odvisni od absolutne lege telesa v prostoru, pogojev gibanja, preteklih
okoliscin in izvora sil, tako da vse sile katerega koli izvora delujejo enako. Sila dvojne
velikosti je taksna, ki uc¢inkuje enako kot dve popolnoma enaki sili iste smeri skupaj. Sila
trojne velikosti je tista, ki uc¢inkuje enako kot tri enako usmerjene sile enake velikosti,
in tako naprej. Pri tem nas zakoni in niti pomen ustvarjenega gibanja ne zanimajo.

Ce na tocko delujeta dve popolnoma enaki in nasprotno usmerjeni sili, potem ti ne
dolocata gibanja niti v svoji smeri niti pravokotno nanjo. Tocka mora torej, Ce je sprva
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mirovala, ostati v mirovanju; to pomeni, da mora biti v ravnotezju in se obnasati, kot
da nanjo ne deluje nobena sila.

Ce na totko delujeta sila v eni smeri in sila dvojne velikosti v nasprotni smeri, lahko
slednjo nadomestimo z dvema silama enake velikosti, od katerih eno iznic¢i nasprotna
sila. Tako ostane le ena izmed teh sil.

Ce tako nadaljujemo, je enostavno videti, da je rezultanta poljubnega stevila sil,
katerih smeri sovpadajo s premico, njihova algebrai¢na vsota, pri ¢emer Stejemo sile,
ki delujejo v eno smer, kot pozitivne, in tiste, ki delujejo v drugo smer, kot negativne.
Rezultanta deluje v eno ali drugo smer glede na to, ali je ta algebrai¢na vsota pozitivna
ali negativna.

Naj zdaj na tocko A delujeta dve enaki sili AB in AC, ki oklepata poljuben kot.
Eno od polovic premice AH, ki razpolavlja ta kot, imenujmo pozitivni poltrak, drugo
pa negativni poltrak. Naj bo a kot med pozitivnim poltrakom in eno od sil, pri ¢emer
tako obe sili skupaj tvorita kot 2. Kot « je lahko oster ali top, enak ni¢, enak enemu
ali dvema pravima kotoma.

Edina premica, ki je enolicno doloc¢ena z dvema enako dolgima daljicama, ki izhajata
iz ene tocke, je razpolovnica njunega kota. Rezultanta AD sil AB in AC mora torej
sovpadati s to razpolovnico in lezati na njeni pozitivni ali negativni strani.

Ce se velikost vsake od sil AB in AC podvoji, ne da bi se spremenila njuna smer, si
lahko to ponazorimo tako, kot da bi v smeri AB obstajali dve sili AB in AB;, enaki
prvotni sili, in podobno v smeri AC' dve enaki sili AC' in AC;. Rezultanta sil AB in AC'
je AD, rezultanta sil AB; in AC; pa AD;. Toda AD in AD; skupaj tvorita rezultanto,
ki je enako usmerjena, vendar dvakrat vec¢ja od AD. Tako dokazemo, da mora biti AD
sorazmerna 7z velikostjo enakih sil AB in AC. Vendar je lahko Se vedno odvisna od
kota, pod katerim delujeta ti sili. Zato postavimo:

AD = AB f(a)

pri ¢emer funkcija f(a) dobi pozitiven predznak v primerih, ko AD pade na pozitivno
stran poltraka AH, in negativen predznak v primerih, ko ima smer negativnega poltraka.

Ce zamenjamo z 180° — «, potem obe sili z nasprotno stranico tvorita enak kot,
zato mora tudi rezultanta preprosto obrniti svojo smer, torej jee

f(180 — @) = —f(«)

Predpostavimo Se, da « ni vec¢ji od 90°, kar ne omejuje splosnosti. Zdaj narisemo
premico AK, ki s premico AH tvori poljuben kot 3, ki lezi med « in 90°, proti tisti
strani, kjer lezi sila AB.

Nadalje naj na tocko A delujeta dve sili AB’ in AC”, ki ju ponazorimo s pus¢icama,
ki sta natanko zrcalni sliki puscic AB in AC' glede na premico AK. Naj bo AH' zrcalna
slika premice AH glede na zrcalo AK. Sili AB’ in AC’ imata potem rezultanto AD’,
ki je le zrcalna slika AD glede na AK, rezultanto vseh stirih sil AB, AC, AB', AC’
pa dobimo tako, da pois¢emo rezultanto AD in AD’. Slednji sili sta enaki in tvorita
kot 3 s premico AK ali njenim podaljskom, odvisno od tega, ali je f () pozitivna ali
negativna. Njuna rezultanta je torej

AD f(B) = AB f(a) f(P) (13a)
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in deluje v smeri AK ali v nasprotni smeri, odvisno od tega, ali je ta izraz pozitiven
ali negativen. Enako silo moramo dobiti, ¢e najprej oblikujemo rezultanto AB in AB’,
nato AC' in AC’, ter na koncu zdruZimo ti dve rezultanti v eno. Rezultanta AB in AB’
je enaka

AB - f (5 - O{) ;
rezultanta AC in AC’ je enaka

AB-f(f+a).

Obe lezita na daljici AK in imata smer AK ali nasprotno, odvisno od tega, ali je izraz,
ki je zanj dolocen, pozitiven ali negativen. Rezultanta teh dveh rezultant je torej njuna
algebrska vsota

AB-[f(B—a)+ f(B+a)]

in prav tako deluje v smeri AK ali nasprotno, odvisno od tega, ali je ta izraz pozitiven
ali negativen.

Ker smo na eni strani dobili ta izraz in na drugi strani izraz (13a) za rezultanto
stirih sil AB, AB’, AC, in AC’, morata biti oba izraza enaka. Predznak ima v obeh
primerih enak pomen: pozitiven izraza ucinek v smeri AK, negativen pa v nasprotni
smeri. Tako dobimo:

fa)f(B) = f(B—a)+ f(B+a) (13b)

za vse vrednosti « in 3, ki lezijo znotraj predpostavljenih omejitev.

Za a = 0 je rezultanta dvakrat veCja od vsake od komponent, zato je f(0) = 2. Ce
je € zelo majhen kot, lahko postavimo f(g) = e* +¢e7¢, ali f(g) = — (eC + e’c), ali
f(e) = 2cos(, odvisno od tega, ali je f(e) > 2, f(e) < —2, ali pa je vrednost med
+2 in —2. Ce je natanc¢no enak +2 ali —2, izberemo prvo ali drugo obliko s ¢ = 0.
Zdaj v enacbo (13b) vpisimo naslednje zamenjave: o = ¢, § = ¢; nato a = ¢, = 2¢;
nato a = ¢, f =3c alia = [ = 2¢; nato a = ¢, f = 4e ali a = 2¢, § = 3¢ in tako
naprej. Potem brez tezav ugotovimo, da je za vsako celo stevilo h, f(he) = eh¢ 4 e7he,
ali f(he) = — (ehC + eihc), ali f(he) = 2cos(h(), odvisno od izbrane oblike f(g). Ko
rezultanta doseZe niclo, torej ko je f(he) = 0 za he = 90°, vendar ne za nobeno vrednost
he med 0° in 90°, f(he) ni mogoce predstaviti z eksponentno formulo. Zato mora biti
enaka 2cos(he), in za he = 90° mora biti tudi h{ = 90°, kar pomeni, da je { = e.
Tako dobimo f(he) = 2cos(he), in ¢e oznatimo poljubno koli¢ino he z «, dobimo
f(a) = 2cos(a), kar dokazuje paralelogram sil v primeru dveh enakih komponent.

Sedaj se lotimo primera, ko na tocko A delujeta dve razli¢ni sili AB in AC', ki sta
pravokotni druga na drugo. Razpolovimo premico BC' v toc¢ki D in vsako od danih sil
razstavimo na dve komponenti, od katerih ima ena smer AD, druga pa tvori enak kot z
razstavljeno silo na nasprotni strani. Slednji dve komponenti se medsebojno iznicita,
prvi dve pa sta obe enaki AD in skupaj tvorita rezultanto obeh prvotno danih sil,
skladno s pravilom o paralelogramu sil.

Sedaj se lotimo primera, ko na tocko A delujeta dve sili AB in AC, ki sta razli¢ni in
pravokotni druga na drugo. Narisimo paralelogram ABDC' in vsako od sil razstavimo
na dve komponenti, od katerih ima ena smer AD, druga pa je nanjo pravokotna. Slednji
dve komponenti se medsebojno unicita, prvi dve pa sta enaki AD in skupaj tvorita
rezultanto obeh prvotno danih sil.
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Seveda to nikakor ni dokaz, da so vse nase prej navedene predpostavke pravilne.
Kaze le na to, da bi se zapletli v protislovje, ¢e bi ohranili predpostavke, ki smo jih
uporabili pri definiciji sile, hkrati pa predpostavili drugacen nacin dolo¢anja rezultante
dveh sil.

Tudi predpostavka, da velikost rezultante in njena relativna lega glede na komponente
nista odvisni od lege telesa v prostoru ali glede na mirujo¢ zvezdni svod, ni tako
samoumevna, kot bi si mislili. Na primer, sile, ki lahko dele nekega sistema trajno
ohranjajo v doloceni relativni legi, na splosno niso odvisne le od njihove relativne lege,
temvec se spreminjajo, ¢e se celoten sistem vrti v prostoru, ne da bi se pri tem relativne
lege njegovih delov spreminjale.

§ 11. O zamenjavi koordinatnega sistema slike z drugim. Ker enacbe (9)
doloc¢ajo le druge odvode koordinat po ¢asu, mora biti v nekem Casu (zacetnem ¢asu)
podanih 6n vrednosti vseh koordinat in njihovih prvih odvodov glede na ¢as (kompo-
nente hitrosti). Zacetni Cas pogosto oznacimo kot ty ali ¢as ni¢, vrednosti koordinat in
komponent hitrosti v tem ¢asu pa z 20, ¢?, ..., w’. S temi 6n vrednostmi in diferencial-
nimi enac¢bami (9) so enoli¢no dolo¢ene vrednosti vseh koordinat in komponent hitrosti
v katerem koli drugem casu.

Ker smo naso sliko zasnovali na povsem dolo¢enem koordinatnem sistemu, moramo
najprej preveriti, v koliksSni meri ista pravila za dolocanje vrednosti koordinat in
komponent hitrosti iz njihovih zacetnih vrednosti veljajo tudi za druge koordinatne
sisteme. Prvotno izbrani koordinatni sistem in vse koordinatne sisteme, za katere to
velja, imenujemo ¢nercialni opazovalni sistemi [taugliche Bezugssysteme|. Najprej
razmislimo o nekem drugem koordinatnem sistemu, katerega osi so ves ¢as vzporedne z
osmi prvotnega koordinatnega sistema nase slike in ne spreminjajo svoje lege glede na ta
prvi koordinatni sistem. V tem primeru se koordinate katere koli tocke v katerem koli
casu glede na novi koordinatni sistem razlikujejo od prvotnih koordinat le za aditivne
konstante, medtem ko komponente hitrosti, pospeski in vsi ¢leni na desni strani enacb,
ki so odvisni le od relativne lege materialnih tock, ostajajo popolnoma enaki. Enacbe
tako ostanejo veljavne in popolnoma nespremenjene, e v njih zamenjamo koordinate
glede na prvotni koordinatni sistem s tistimi glede na novega. Novi koordinatni sistem
tako deluje enako kot prvotni, saj lahko spremembe koordinat glede na novi sistem
izpeljemo po enakih pravilih, kot smo jih dolocili za prvotni koordinatni sistem. To
velja tudi, ¢e nove koordinatne osi ostanejo vzporedne s prvotnimi, vendar se novo
koordinatno izhodis¢e giblje glede na stari koordinatni sistem po premici s konstantno
hitrostjo, katere komponente glede na tri koordinatne osi so a, b, c. V tem primeru se
pri prehodu na novi koordinatni sistem vsem komponentam hitrosti v smeri abscise
doda konstanta a, tistim v smeri y in z pa konstanti b oziroma c. Abscisam vseh tock
se doda izraz at + «, koordinatama y in z pa bt + 3 oziroma ct + v, kjer so «, 3, ~
tri nove konstante. Tudi v tem primeru se pospeski in ¢leni na desni strani enacb ne
spremenijo, zato nasa pravila za dolo¢anje gibanja sistema veljajo enako tako za novi
koordinatni sistem kot za prvotnega.

Enako velja, ¢e v primeru mirovanja ali enakomerno premocrtnega gibanja koordi-
natnega izhodis¢a osi novega koordinatnega sistema, ki je prav tako pravokoten, niso
vzporedne z osmi prvotnega koordinatnega sistema, vendar pa se koti z osmi starega
koordinatnega sistema ne spremenijo. Pospeske in sile smo namre¢ dolocili s pomocjo
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vektorjev, ki so neodvisni od lege koordinatnega sistema. Izrazi za projekcije pospeskov
in sil na koordinatne osi pa so enaki za vse koordinatne sisteme. Ce koordinate glede
na novi sistem oznac¢imo s ¢rticami in z (z,2'), (z,%), ... kote med starimi in novimi
koordinatnimi osmi, potem je

dZZ'/l . d21’1
a2 dt?

d? d?
cos(z,x’) + Wy; cos(y, z') Wzl cos(z, ).

dzflfl d2y1 d22’1

Cdt? ] dt? 7 dt?
T1 — T2, Y1 — Y211 21 — 2272

Ce tu zamenjamo z njihovimi vrednostmi iz enacb (9), kjer zamenjamo

(a1 — '3) cos(r, ') + () — y/y) cos(,y/) + (21 — #2) cos(r, ) itd.

d2y/1 d2Z/1

pToR i Toa lahko enacbe v novih koordinat zlahka

in nadaljujemo na enak nacin z

preoblikujemo v obliko enacb (9).

Obstajajo torej stevilni koordinatni sistemi, ki jih je mogoc¢e na popolnoma enak
nac¢in kot prvotni koordinatni sistem uporabiti kot temelj za sliko, pri cemer se pravila
za dolocanje gibanja sistema iz zacetnih vrednosti koordinat in komponent hitrosti ne
spremenijo, saj so vsi ti sistemi ustrezni opazovalni sistemi. To je zelo pomembno, saj
pogosto izbira enega ali drugega koordinatnega sistema prinasa dolo¢ene prednosti. Po
drugi strani pa se novi koordinatni sistem ne sme vrteti glede na prvotnega ali pa se
novo izhodisce koordinat ne sme neenakomerno ali krivoc¢rtno gibati glede na prvotni
koordinatni sistem, ¢e ne Zelimo spremeniti teh pravil. V prvem primeru bi bilo namrec¢
treba dolociti kote (z,z') itd., v drugem pa koli¢ine, oznacene z a, b, ¢, a, 3, 7, ne
bi bile ve¢ konstante, tako da drugi odvodi koordinat po ¢asu ne bi imeli ve¢ zgornje
oblike, kar bomo podrobneje razlozili v drugem delu. V tem drugem primeru bi se vsem
drugim odvodom abscise glede na cas dodala enaka funkcija ¢asa, kar bi veljalo tudi za
drugi dve koordinati.

§ 12. Povezanost podanega prikaza z drugimi. Namenoma smo se nekoliko
oddaljili od stvarnosti, da bi dobili sliko, ki jo je mogoce ¢im bolj natan¢no in jasno
zgraditi na najpreprostejsi nacin, tj. sliko brez nejasnih pojmov, ki daje jasne napotke
za izracune in zato v vsakem posameznem primeru omogoca, da lahko s poljubnim
priblizkom 7e vnaprej nedvoumno in zanesljivo dolo¢imo pri¢akovan rezultat . Zdi
se mi, da je zahteva po tako nedvoumno doloceni sliki tisto, kar Hertz razume pod
zahtevo, da mora biti slika skladna z zakoni misljenja; ne morem si namre¢ predstavljati
drugacnih zakonov misljenja kot takih, po katerih morajo biti nase slike podane jasno
in nedvoumno ter omogocati, da iz njih vedno na kar se da preprost in zanesljiv nac¢in
izpeljemo rezultate, ki so skladni z izkusnjami. Se zdale¢ pa nisem mnenja, da je mogoce
karkoli, na primer geometrijske slike, izpeljati le iz zakonov misljenja.

9Naga slika ustreza znani zahtevi Kirchhoffa, da mora fizika le opisovati dejstva, saj je le zbirka
pravil za oblikovanje aritmeti¢nih in geometrijskih predstav, s pomocjo katerih je mogoce dejstva vedno
pravilno napovedati. S tem se popolnoma izognemo pojmoma vzroka in posledice. Ce namre¢ tu in
tam prisotnost ene materialne tocke imenujemo vzrok za pospesek druge, to ne pomeni ni¢ drugega
kot to, da sta obe na doloceni razdalji delezni dolocenih pospeskov. Zato upam, da epistemoloskih
ugovorov proti tukajsnjemu prikazu ni mogoce podati.
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Po drugi strani pa se mi zdi upravicena Hertzeva opomba, da vecini obravnav
temeljnih nacel mehanike manjkata zazelena doslednost in jasnost, ki sem si ju tu
prizadeval doseci s podrobno uvedbo hipotez. Razmerje mas teles je pogosto doloceno
kot obratno razmerje pospeskov, ki jih telesi dosezeta pod vplivom enakih sil. Na konc¢na
trdna telesa lahko delujemo z enakimi silami tako, da jih postavimo na vodoravno,
popolnoma gladko mizo, nato pa enako raztegnjeno elasti¢no vrvico ali enako majhen
magnet ali naelektren predmet, ki je podvrzen enakim vplivom, pritrdimo enkrat na eno
telo, drugi¢ na drugo. Tekocine je treba zapreti v posodo z majhno maso, na katero je
mogoce te naprave pritrditi. Kot bomo videli pozneje iz slike, ki si jo lahko ustvarimo na
podlagi u¢inka sosednjih volumnskih elementov elasti¢nih in tekoc¢ih teles, lahko tezisce
sistema, tj. telesa in magneta ali posode in tekocine, dejansko obravnavamo kot eno
samo telo, na katero deluje sila, ki je odvisna le od narave magneta in vplivov, ki jim je
izpostavljen. Enako velja za napeto vrvico, ¢e lahko njeno maso zanemarimo. Toda
kako lahko enake sile uporabimo za posamezne materialne tocke? Ce definicija razmerja
mas dveh teles temelji na njunem medsebojnem trku, potem se ni mogoce izogniti
upostevanju trka volumnskih elementov; ¢e pa izhajamo iz neposrednega delovanja dveh
majhnih teles na daljavo, potem ob dosledni izpeljavi spet pridemo do nase definicije.

Ce bi zageli s povsem jasno sliko medsebojnega delovanja volumnskih elementov
elasti¢nih teles in iz nje izpeljali temeljne pojme in zakone obi¢ajne mehanike, temu
seveda ne bi nasprotoval'®. Tega Zal nimamo, zato lastnosti (mase) in zakone sprememb
(sile) preprostih materialnih tock dolo¢imo s postopki, pri katerih so taks$ni volumski
elementi nepogresljivi, na primer trki ali pritrditve iste elasticne vrvice na razlicna telesa.
V obravnavah materialne tocke se izkusnje s kon¢nimi objekti mesajo s konceptualno
zasnovo posameznih tock. Kdo ne bi opazil zacaranega kroga, ki se skriva v tem, ko
materialno tocko definiramo kot zelo majhno telo in se sklicujemo na to, da teorija, ki
temelji na tej definiciji, omogoca zanemarjanje neskoncno majhnih vrednosti visjega
reda, kadar volumske elemente, ki so dejansko majhna telesa, obravnavamo kot preproste
tocke prostora? Veliko bolj jasno je, ¢e Ze na zacetku obravnavamo konéna telesa kot
sliko Stevilnih, gosto posejanih tock, katerih hitrost se pri prehodu na sosednjo tocko
le malo spreminja. Toda zaceti neposredno s pospeski koncnih teles, brez poznavanja
pojma materialne tocke, prav tako ni mogoce, ¢e Se ne poznamo izreka o teziscu. To
niso zgolj druge besede za isto stvar. Menim, da je pomembno izbrati besede tako, da
se na najbolj primeren nacin vedno spomnimo na pravilno epistemolosko povezanost
vseh pojmov.

Toda tudi ¢e dopustimo, da lahko delujemo z isto silo na razlicne materialne tocke,
ne da bi prej definirali njihove mase, je treba dejstvo, da razmerje pospeskov materialnih
tock ni odvisno od vrste sile, tj. da je razmerje pospeskov materialnih tock A in C'
enako produktu ustreznih razmerij za A in B na eni strani ter B in C' na drugi, vedno
obravnavati kot posebno izkustveno dejstvo ali pa je treba predpostaviti splosnejsa
izkustvena dejstva (npr. nacelo energije), iz katerih to izhaja. Cilj nase slike centri¢nih
sil je prav to, da z enim zamahom podamo jasen vpogled v vse te trditve, pa tudi v

10Mislim, da sem 7e drugje dokazal, da bi morala imeti vsaka jasna slika medsebojnega delovanja
med volumnskimi elementi veliko ve¢ skupnega z danasnjo atomistiko, kot se obi¢ajno domneva.
Pokazal sem tudi, da je pojem nejasen in onemogoca izracun limite, ¢e predpostavimo, da so tudi
enostavni volumski elementi spet povec¢ani in razgradljivi v diferenciale. Wien. Sitzber. 105, str. 907,
7. november 1896. Wied. Ann. 60, str. 231, 1897.
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zakone o medsebojnem delovanju [Wechselwirkung] volumnskih elementov, izrek o
teziscu itd.

Tudi v Kirchhoffovih predavanjih o mehaniki me definicija pojma mase ne preprica.
Primer, v katerem so podane enatbe med koordinatami materialnih tock (vezano
gibanje), se mi zdi bolj abstrakcija kot primer, ki bi ustrezal naravnim razmeram. V
vseh drugih primerih pa je Kirchhoffova definicija ohlapna, kar je Se posebej ocitno pri
uvedbi mase in gostote volumnskega elementa elasti¢nega telesa.

Hertzova mehanika, ki seveda ne pozna drugih sil razen sil vezi, postane popolnoma
razumljiva, jasna in nedvoumno dolo¢ena slika. Kot pravi Hertz, ustreza zakonom
misljenja. Pri tem pogresam le eno stvar, in sicer dokaz, da je naravo res mogoce opisati
s to sliko.

Seveda ne zanikam moznosti, da bi lahko te pojme jasno predstavili tudi na drugacen
nacin, kot je storjeno tukaj, vendar mi to do sedaj ni uspelo. Prav tako ne zelim reci,
da se mi zdi verjetno, da mora uc¢inkovanje na daljavo med materialnimi tockami, ki se
pojavlja kot funkcija razdalje, predstavljati konéno sliko procesov v naravi. Velikokrat
so ga poskusali razloziti s trki molekul nekega medija (svetlobnega etra). Vendar je
pri tem treba sprejeti precej zapletene dodatne predpostavke, na primer za pojasnitev
kohezije je treba posameznim molekulam pripisati mrezasto strukturo. Potrebujemo
tudi zakone trkov in s tem ponovno pojem mase. Po drugi strani pa so poskusali
molekule razumeti kot vrtin¢ne obroce in tako pojasniti njihovo navidezno delovanje
na daljavo. Moznost, da bodo taksni poskusi razlage nekega dne nadomestili sile na
daljavo, vsekakor obstaja. Vendar se mi dosedanje predpostavke v ta namen ne zdijo
niti preprostejse niti jasnejse od slike, iz katere sem izhajal. Zdi se mi, da prej nekoristno
povecujejo Stevilo poljubnih hipotez, ne da bi s tem pridobili na preprostosti in jasnosti,
¢emur se je po mojem mnenju treba izogniti prav tako kot dvoumnosti in nejasnosti
slik zaradi njihove premajhne specializacije. Na splosno bi vprasanje o tem, kaksne so
stvari v resnici, rad nadomestil s skromnejSim, a jasnejSim vprasanjem: katere slike
trenutno najbolj preprosto in nedvoumno predstavljajo nase izkusnje?

Kakor koli ze, tudi ¢e je prihodnjo izpopolnitev mehanike mogoce pricakovati od
nadaljnjega razvoja obstojecih posebnih slik ali pa od njihove zamenjave s splosnejsimi
slikami energetske ali fenomenoloske narave, menim, da je v obeh primerih ¢im bolj
jasna opredelitev sedanje atomisti¢cne mehanike lahko koristna: v prvem primeru kot
podlaga za nadaljnji razvoj, v drugem pa kot zgled jasnosti in notranje doslednosti, ki
sta nujni za vsako novo teorijo. Zdi se mi, da to ne temelji na skladnosti s kaksnimi
posebnimi zakoni misljenja, temve¢ na dejstvu, da v tem prikazu uporabljamo pravila
in konstrukcije, ki na podlagi izkusenj vedno omogocajo natancno definirano uporabo,
in ki, tudi ce pricakovani rezultat ni vnaprej znan, dajejo jasen odgovor, skladen z
opazovanji.
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Gibanje materialne tocke

§ 13. Tangencialna, centripetalna in centrifugalna sila. Obravnavajmo nasle-
dnji problem: Naj bo podan tir poljubne materialne tocke z maso m ter njena lega
na tem tiru v vsakem casu. Doloc¢imo silo, ki je potrebna za tako predpisano gibanje

totke. Materialna tocka naj bo ob ¢asu t v A, ob ¢asut+ 7 v A in ob ¢asu t + 27 v

s As
A”. Hitrost v je definirana kot odvod = poti po ¢asu, torej kot limito koli¢nika —.
T

dv
Odvod hitrosti po ¢asu p pois¢emo po pravilih diferencialnega racuna tako, da od
As'

1zraza

S
, ki velja v ¢asu t + 7, odstejemo —, ki velja v ¢asu ¢, razliko delimo z 7 in
T
pois¢emo limito, ko se 7 zmanjsuje. Torej velja:
dv d*s . AA— AA

— = — =lim
dt dt? T2

Da bi dobili pospesek, moramo v skladu s pravili, navedenimi v § 5, oba vektorja
AA" in A’A” postaviti v isto toc¢ko prostora, za katero ponovno izberemo tocko A’; iz
te tocke potegnemo daljico A'E, ki je pravokotno nadaljevanje AA’ in je tudi enako
dolga kot AA’ (sl. 2). Od E proti A” potegnemo daljico EA”. Limita, ki se ji ta

4
E

Slika 2

daljica priblizuje, deljena z 72, je pospesek materialne totke m v ¢asu t. Vektor EA”
lahko razstavimo na dve komponenti EF in EG v smeri EA” in pravokotni nanjo.

23
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Dejanski pospesek, ki ga ima materialna tocka m v casu ¢, lahko torej dobimo, ce
predpostavimo, da nanjo delujeta dve sili: prva sila (imenovana tangencialna sila
[Tangentialkraft]) v smeri, ki se ji daljica A'E priblizuje z zmanjSevanjem 7, tj. v smeri
gibanja materialne tocke v ¢asu t, in druga, centripetalna sila, v smeri EG. Ta
smer se z zmanjSevanjem 7 priblizuje normali, ki se nahaja v pritisnjeni ravnini
krivulje tira v smeri gibanja, tj. premici, ki poteka od lokacije premicéne tocke
[Beweglichen| proti srediséu ukrivljenosti tira. Daljica EG namre¢ lezi v ravnini
treh tock A, A, A”, in tisto limito, ki se ji ta ravnina pribliZuje z zmanjsevanjem
7, imenujemo pritisnjena ravnina krivulje tira, ki poteka skozi tri tocke A, A’, in A”.

EF
Velikost S’ tangencialne sile je glede na § 7 enaka lim —-. A'F' se od A’A” razlikuje le
T

za neskonéno majhno vrednost reda velikosti 72. AA’ se torej razlikuje za vrednost reda
velikosti 73, saj je AA’ neskonéno majhen reda velikosti 7. Zato se tudi EF razlikuje
od razlike A’A” — AA’ le za neskonéno majhno vrednost reda velikosti 7°. Tako je:

I EF y A'A" — AA de  dPs
T2 T2 dt  dt?
in zato p P
c s
S=m—=m— 14
Tar = " are (14)
Iz te enacbe in enacbe (4)
ds
c=—
dt
lahko najdemo pot kot funkcijo ¢asa, ¢e sta podana tir in tangencialna sila S.
Velikost centripetalne sile Z je enaka mlim ——. Limito, ki se ji priblizuje krog,
T

speljan skozi tri tocke A, A" in A”, imenujemo pritisnjeni krog krivulje tira v tocki A,
njegovo sredis¢e O imenujemo sredisce ukrivljenosti, njegov polmer R pa polmer
ukrivljenosti. V skladu s konstrukcijo, znano iz teorije ukrivljenosti krivulj, pri kateri
zanemarimo infinitezimalne visjega reda, lahko trikotnika A”A'F in A'OA” na sliki 2
obravnavamo kot podobna trikotnika in tako dobimo:

FA" . /A" = A'A" . OA,

torej
A/A/I2 A/A//Q
FA" = EG = = .
G OA R
Ker pa je
A/Al/
lim =,
T
je torej
EG  mc?
7 =mlim — = — . 15
m lim = R (15)

Sile, ki delujejo na materialno tocko, so lahko zelo razli¢nega izvora, vendar mora biti
njihova rezultanta vedno enaka rezultanti dveh sil .S in Z, ¢e zelimo, da se materialna
tocka na dani krivulji giblje na predpisan nac¢in (tako, da je pot enaka podani funkeiji
casa).
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Ce imamo na primer napravo, pod vplivom katere se materialna tocka mase m giblje
s konstantno hitrostjo ¢ po krogu s polmerom R, potem vemo, da je rezultanta vseh
sil, s katerimi na premiéno toc¢ko delujejo materialne tocke, iz katerih je sestavljena
naprava, sila velikosti m c¢®/R, ki je usmerjena proti srediséu kroga in jo imenujemo
centripetalna sila. Ker sta ucinek in nasprotni ucinek enaka, mora tudi gibajoca
se materialna tocka delovati na materialne tocke, iz katerih je sestavljena naprava, s
popolnoma enako, vendar nasprotno silo, tj. s silo, ki je usmerjena stran od sredisca
kroga, tj. centrifugalno silo [Centrifugalkraft]. Menim, da je pojem centrifugalne
sile v tem prikazu verjetno brez tistih nejasnosti, ki jih omenja Hertz na sedmi strani
svoje knjige.!.

§ 14. Enakomerno in enakomerno pospeseno gibanje. Zelo verjetno je, da
postane sila f(r), ki deluje med dvema poljubnima materialnima to¢kama, neskon¢no
majhna, takoj ko razdalja r preseze dolo¢eno mejo, kar pomeni, da se nasa slika ujema
z dejstvi le, ¢e sprejmemo to predpostavko. Ta mejna razdalja bi lahko bila celo reda
velikosti molekul, ¢e bi vse ucinke, ki se zdijo, da dosegajo vec¢je razdalje, omogocal nek
medij.

Najpreprostejsi primer gibanja materialne tocke nastopi, ko je ta tako oddaljena
od vseh drugih, da nobena od njih nanjo ne deluje z zaznavno silo. Kot smo videli, so
takrat drugi odvodi koordinat premiéne materialne tocke [beweglichen materiellen
Punktes] po ¢asu enaki ni¢, komponente hitrosti pa so konstantne. Ce je torej materialna
tocka na zacetku mirovala, bo ostala v mirovanju; ce pa je imela hitrost ze na zacetku,
se bo gibala enakomerno po premoc¢rtnem tiru (zakon wvztrajnosti [Tragheitsgesetz|
ali Galilejevo nacelo).

Drug preprost primer nastopi, ko je rezultanta vseh sil, ki delujejo na materialno
tocko z maso m, ves ¢as njenega gibanja popolnoma nespremenljiva po velikosti in
smeri. Temu primeru bi se priblizali, ¢e bi na premic¢no materialno toc¢ko delovale
poljubne, zelo oddaljene mirujo¢e materialne tocke in bi bila sila, ki jo ustvarjajo, tako
velika, da kljub veliki razdalji ne bi izginila, njeno velikost in spremembo smeri pa bi
lahko zanemarili zaradi velikosti razdalje delujocih tock med celotnim gibanjem. Zato
bi lahko silo, ki deluje na premi¢no tocko, obravnavali kot konstantno. Za izhodisce
koordinat izberemo tocko prostora, v kateri se na zacetku nahaja premicna materialna
tocka, za smer koordinat izberemo smer celotne sile, ki nanjo deluje in katere velikost
lahko ozna¢imo kot p = m g kot smer y, abscisno os pa v ravnini, ki vsebuje to smer in

'Odlomek iz Hertzove mehanike: ... Kamen vrtimo v krogu, ki je privezan na vrvico in pri tem se

zavedamo, da na kamen delujemo s silo. Ta sila odklanja kamen z ravne poti. Ce spreminjamo silo,
maso kamna in dolzino vrvice, ugotovimo, da je dejansko gibanje kamna vedno v skladu z drugim
Newtonovim zakonom. Tretji zakon pa zdaj zahteva nasprotno silo sili, ki deluje na kamen z roko. V
zvezi s to nasprotno silo je obicajna razlaga, da kamen deluje na roko zaradi centrifugalne sile in da je
ta centrifugalna sila dejansko popolnoma enaka in nasprotna sili, ki jo izvajamo mi. Ali je ta nadin
izrazanja dopusten? Ali je to, kar imenujemo centrifugalna sila, kaj drugega kot vztrajnost kamna?
Ali lahko vztrajnost upostevamo dvakrat, najprej kot maso in nato Se kot silo, ne da bi pri tem porusili
jasnost nasih predstav? V nasih zakonih gibanja je bila sila vzrok gibanja in je bila prisotna pred
gibanjem. Ali lahko brez zmede v nasih predstavah nenadoma za¢nemo govoriti o silah, ki nastanejo
zaradi gibanja, ki so posledica gibanja? Ali se lahko obnasamo, kot da smo o silah te nove vrste kaj
trdili Ze v nasih zakonih, kot da bi jim s tem, ko jih poimenujemo sile, lahko podelili lastnosti sil?
Na ta vprasanja je treba jasno odgovoriti negativno. Edina mozZna razlaga je, da centrifugalna sila
pravzaprav sploh ni sila....” (OP)



26 § 15. Gibalna koli¢ina. Sunek.

smer zacetne hitrosti materialne tocke, katere koordinate v ¢asu t oznacimo kot x, y, z.
Potem v skladu z enac¢bo (13) dobimo

d?y d*x  d*z
m-— = = m _— —
a2 P g T e

Poleg tega v zacetnem casu, za katerega izberemo t =0, veljaz =y =2z=w =0, u in
v pa sta enaka danima komponentama ug in vy zac¢etne hitrosti. Iz
dx dy _dz

u = — v =

dt’ a T

=0.

z izrac¢unom, ki je preveC enostaven, da bi ga bilo treba na tem mestu podrobneje
obravnavati, dobimo:
t2
z=0, x=upt, y:vot+g§.

Enacba tira je enacba med x in y, ki velja za vsako tocko tira, torej za vsako
vrednost casa t. Dobimo jo tako, da iz zadnjih dveh enacbh izlo¢imo ¢as t, s ¢imer za
up = 0 dobimo x = 0; za vsako drugo vrednost ug pa

Vo g o

=—x+ T
Y U 2u3

v2\ 2u? uovo \ 2
(y—l—o il e I
29) g g

Ta enacba predstavlja parabolo, katere os je vzporedna z osjo y, njen parameter
2 2

je enak @, njen vrh pa ima koordinate _ %% —;J—O. V skladu z zakoni, ki jih

predstavljajo te formule, se vsaka tocka nevrtecega telesa, ki je podvrzena le vplivu
zemeljske teZnosti [Erdschwere|, premika, pri Cemer je pospesek g usmerjen proti
sredis¢u Zemlje. Vsaka taka tocka se obnasa, kot da bi nanjo delovala stalna sila
nespremenljive smeri, navpitno navzdol (njena teZa). Velikost te sile ni enaka na
vseh mestih na zemeljski povrsini, vendar jo lahko Stejemo za enako znotraj prostora
laboratorija. Zanimivo dejstvo je, da imajo vsa telesa na istem mestu na zemeljski
povrsini enak pospesek, ki ga imenujemo teZnostni pospesek.

§ 15. Gibalna kolicina. Sunek. Vrnimo se k najsplosnejSemu primeru gibanja
poljubne materialne tocke, ki ga podajajo najsplosnejse enac¢be. Ker obravnavamo le
eno materialno tocko, izpustimo indeks 1. Naj bo celotna sila [Gesamtkraft] P, ki deluje
na materialno tocko, in njena smer podana v odvisnosti od ¢asa, ali pa naj bodo podane
razlicne komponente P, P”, ..., katerih rezultanta je sila P, skupaj s svojimi smermi v
odvisnosti od casa. Ker je masa m materialne tocke konstantna, lahko enac¢bo zapisemo

v obliki:
d(mu)

dt

ali d(mwu) = X dt, kar pomeni, da se povecanje koli¢ine mu v zelo kratkem casu dt
razlikuje od produkta c¢asa dt za vrednost, ki jo ima x-komponenta sile v kateremkoli

=X=X'+X"+... (16)
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trenutku znotraj tega casovnega intervala, le za neskonéno majhno koli¢ino visjega reda,
tj. za koli¢ino, ki se, deljena z dt, z zmanjSevanjem dt priblizuje nicli. Integracija te
enaCbe da, e oznac¢imo vrednosti, ki pripadajo kateremukoli ¢asu to (zacetni ¢as), z
indeksom ni¢, vrednosti, ki pripadajo kasnejsemu, prav tako poljubnemu c¢asu ¢,,, pa z
indeksom n:

tn
mun—mug:/th (17)
to

Produkt mase s komponento hitrosti v abscisni smeri imenujemo gibalna koli¢ina

[Bewegungsmoment| materialne tocke glede na abscisno smer, produkt X dt pa sunek
tn

sile [Antrieb der Kraft] v tej smeri v ¢asovnem intervalu dt. Integral / X dt imenujemo
£
celotni sunek sile [gesammten Antrieb der Kraft] v casu t,, — ¢ 27 tej smeri. Tako
lahko enacbo izrazimo na naslednji nac¢in: Povecanje gibalne kolicine materialne tocke
glede na abscisno smer v poljubnem ¢asu je enako celotnemu sunku sile, ki deluje v tej
smeri v tem casu, kar seveda velja tudi za poljubno majhne trenutke. Doloceni integral
seveda pomeni, da mora biti gibalna koli¢ina v abscisni smeri v ¢asu t,, — ty dolocen
takole: Skupni cas t,, — ty razdelimo na zelo veliko zelo majhnih delov t; — tg, to — 11,
.oy typ — tp_1. Vrednost X komponente sile P v katerem koli casu v intervalu t; — g
oznac¢imo z X1, v katerem koli ¢asu, ki lezi znotraj to — t; z Xs, . ... Skupni impulz sile
P v abscisni smeri v ¢asu t,, — ty potem definiramo kot limito vsote:

Xy (t = to) + Xo (ty —t1) + - + Xn (tn — oy .) (18)

Ce upostevamo, da se Xy, (t; — tx_1) razlikuje od povecanja gibalne koli¢ine v smeri
abscise le za neskonéno majhno vrednost visjega reda, potem lahko takoj ugotovimo, da
se izraz v limiti priblizuje celotnemu povecanju te gibalne koli¢ine v ¢asu ¢, — ty. Ker
je X = X'+ X" + ... lahko takoj ugotovimo, da je impulz rezultante vedno enak vsoti
impulzov njenih komponent. Ce namesto tn, ki je povsem poljuben ¢as, spet zapisemo
t in zato namesto u,, spet zapiSemo u, lahko enac¢bo zapisemo tudi takole:

t
1
u:m+—/Xﬁ
mto

. X . . .. v « . .
Ker je u = —, dobimo z integracijo po t, ¢e upostevamo, da sta ¢y in s tem uy konstanti,

naslednji rezultat:

1
x:%+%@—myw—/ﬁ/Xﬁ
m
oo (19)
1
— o+ uo (t—to) + — [ (4= 1) X () da,

to

kjer je X (q) koli¢ina, ki jo dobimo tako, da izrazimo X kot funkcijo ¢ in nato zamenjamo
integracijsko spremenljivko ¢ s ¢*.

2V spodnji vrstici je X enak srednji vrednosti X na intervalu od to do t. (OP)



28 § 16. Kineti¢na energija. Delo

Seveda poleg abscisne smeri vse to velja tudi za smeri y in z. Koli¢ino P dt imenujemo
tudi celotni sunek sile P v casu dt.

§ 16. Kineticna energija. Delo Ugotovitve iz prejsnjega paragrafa omogocajo
takojsnjo resitev problema, kadar je sila podana kot neposredna funkcija casa. Vendar pa
pogosto ni tako; sile so obi¢ajno podane kot funkcije relativne lege razlicnih materialnih
tock. V taksnih primerih so formule iz prejSnjega odstavka neuporabne. Da bi lahko

izra¢unali / X, dt, / Y, dt in / Z,dt, bi morali poznati relativno lego vseh tock kot
funkcijo ¢asa, kar pomeni, da bi morali celoten problem ze resiti. Bolj uporaben je zato
izrek o kineti¢ni energiji, do katerega pridemo na naslednji nacin. Iz enacb (14), ker se

ds c sdc c
— priblizuje limiti ¢ in se torej Co priblizuje isti limiti kot — — oziroma —, sledi

dt dt ds dt

de
g
mcds

ali zapisano v diferencialni obliki po shemi (4a),

mecde = Sds

in po integraciji
mc® mci
— ——— = [ Sds. 20
2 2 / i (20)
Produkt mase in polovice kvadrata hitrosti imenujemo kinetiéna energija [lebendige
Kraft], produkt Sds pa delo sile, opravljeno na poti ds, integral

/Sds

pa skupno delo sile. Enacba (20) pove, da je povecanje kineticne energije materialne
tocke vedno enako skupnemu delu sile, ki nanjo deluje.

S je komponenta celotne sile P, ki deluje na materialno tocko v smeri njene poti
ds. 7 dx, dy, dz ozna¢imo spremembe koordinat x, y, z materialne tocke na poti ds, tj.
komponente poti v smeri treh koordinat; nadalje z X, Y, Z oznac¢imo komponente sile
P v koordinatnih smereh in konéno z dp projekcijo poti ds na smer sile P. Projekciji S
in ds imata pozitivni ali negativni predznak, odvisno od tega, ali potekata v smeri ds
oziroma P ali v nasprotni smeri. Torej:

S = Pcos(P,ds), dp=ds cos(P,ds),
cos (P, ds) = cos (P, x) cos (ds, x) + cos (P, y) cos (ds,y) +
+cos (P, z) cos (ds, z)
X =Pcos(P,x), dxr=dscos(ds,z).

(21)

s Stirimi podobnimi enacbami za drugi dve koordinatni osi. Zato je delo, opravljeno na
poti ds:
Sds = Pds cos(P,ds) = Pdp = Xdr+Ydy+ Zdz . (22)

Delo sile na neskon¢no majhni poti lahko torej dobimo tudi tako, da velikost sile
pomnozimo z dolzino poti in kosinusom kota, ki ga oklepata, ali pa s projekcijo poti na
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smer sile. Zadnja od enacb (22) pove, da je delo sile enako vsoti njenih komponent v
treh koordinatnih smereh, saj je v skladu z dano definicijo X dz delo komponente dane
sile v smeri z. Se bolj splosno velja naslednji izrek: ¢e imajo poljubne sile P, P”, ..., ki
delujejo na neko tocko, rezultanto P in se ta tocka premakne za poljubno neskonéno
majhno pot, potem je delo sile P vedno enako vsoti del njenih komponent. O veljavnosti
tega izreka se najlazje prepricamo tako, da delo vsake od teh sil nadomestimo z vsoto
del njenih treh komponent glede na tri koordinatne smeri.
Enacbo

2
d (";C) = Xdz +Ydy + Zdz

lahko neposredno izpeljemo na naslednji nacin: levo stran enacbe (16) pomnozimo z
udt, desno pa z dx, ki je enak udt. Nato enako postopamo z ustrezno enacbo za os y,

v
tj. z enacbo meo = Y: na levi strani jo pomnozimo z v dt, na desni pa z dy. Podoben

postopek uporabimo tudi za enac¢bo v smeri osi z in na koncu tako dobljene tri enacbe
seStejemo. Na ta nac¢in dobimo enacbo, katere leva stran je m (udu + v dv + w dw), tj.

1
enaka d (2m02), desna stran pa je enaka Xdr + Ydy + Zdz.

Ce bi se zeleli izogniti enacbam z diferencialnimi izrazi, bi morali najprej povezati
zelo veliko zelo bliznjih tock v prostoru Ay, A;, As, ..., skozi katere gre premicna
tocka, z daljicami AgAq, A1As, ..., A,_1A,. Za poljubno vrednost k oznac¢imo daljico
Ap_1Ag z Asy; nadalje s P, oznac¢imo silo, ki deluje na materialno tocko v A, s Sk, X,
Y., Zx pa njihove komponente v smeri A,_; A, in v koordinatnih smereh, z Apy, Azy,
Ayi, Az, pa projekcije Asy na smeri P in koordinatne smeri. Konc¢no, s predpono A
oznacCimo povecanje ene od koli¢in ¢, ¢, u, v, w pri prehodu iz tocke Ap_; v A, npr.
z At ¢as, ki je za to potreben. Enacbi (21) in (22) nato veljata nespremenjeni, le da
moramo za P, S, X, Y, Z, ds, dp, dx, dy, dz zapisati: Py, Sk, X, Y, Zr, Ask, Apy,
Axy, Ayr, Az,. Enachi, ki sta rezultat te zamenjave oznak, bomo imenovali enacbi
(21%) in (22%).

Iz enacb (1), (4) in (16), zapisanih v obliki

c=lim AAS:, u = lim AAI:, m lim AAU: = X, itd.
sledi

m lim uAu + v Av —|—wAw —limﬂ =
Asy, Asy, Asp ) Asy,

1z tega in iz enacb (21%*) in (22*) sledi po pravilih integralskega racuna:
lim Z SipAs, = lim Z P.Ap;, = lim Z PyAsy, cos (P, Asy,)

:%(02_0(2))7

ki ima v simbolnem zapisu integralskega racuna obliko (20). Enacbo (19) bi bilo treba
obravnavati kot skrajsan izraz za integralsko enacbo (20) ali pa jo zapisati v obliki
naslednjega ulomka:

Pds cos(P,ds) Pdp Xdv+Ydy+Zdz

Sds  Sds Sds =1




30 § 17. Lissajousove krivulje.

§ 17. Lissajousove krivulje. Kot prvi posebni primer bomo obravnavali eno
samo materialno tocko z maso m, katere pravokotne koordinate oznac¢imo z z, y, z,
komponente hitrosti pa z u, v, w. Naj bodo komponente X, Y, Z celotne sile, ki deluje
v koordinatnih smereh sorazmerne s koordinatami materialne tocke. Vedno morajo
delovati v smeri koordinatnega izhodisca, tako da imajo za pozitivne vrednosti koordinat
smer negativnih osi koordinat, zato jih oznac¢imo z negativnimi predznaki. Tako bo:

X = —anx, Y = —a22Yy Z = —Aas3<, (23)

kjer so ayy, age in assz konstante. V splosnih enacbah gibanja namesto mq, x1, y1, 21,
uy, vy, wi, X1, Y1, Z1, piSemo m, x, y, 2, u, v, W,

X = —Qa11, Y = —a2y, 7z = —AQas3< ,

tako, da se izrazijo v obliki

Pz Py d*z A

mﬁ = —anz, mﬁ = —a2y, mﬁ = —assz. (2 )

Sile, s katerimi na obravnavano materialno tocko delujejo tocke v njeni blizini, ne
morejo na njo delovati natanko po tem zakonu, saj bi v tem primeru privla¢na sila na
neskoncni razdalji ne izginila, temvec postala neskon¢éno velika. Kljub temu pa obstaja
primer, ko enacbe (23) veljajo vsaj priblizno, in sicer na naslednji na¢in.Premi¢na
materialna tocka z maso m naj bo pod vplivom poljubnega Stevila drugih mirujocih
materialnih tock, ki nanjo delujejo s silami tako, da tocka miruje, ko je v koordinatnem
izhodiscu, kar pomeni, da se tam vse sile, ki delujejo nanjo, medsebojno uravnotezijo.
Poleg tega naj bi se premi¢na materialna tocka vedno oddaljila od koordinatnega
izhodisc¢a le za razdaljo, ki je majhna v primerjavi z razdaljami do teh materialnih tock,
ki nanjo delujejo. Poleg tega se lahko premi¢na materialna tocka vedno oddalji od
koordinatnega izhodisca le za razdaljo, ki je majhna v primerjavi z razdaljami do teh
materialnih tock. Zato so tudi koordinate z, y, z premi¢ne materialne tocke majhne
glede na vse te razdalje, kar omogoca, da potencial V' razvijemo po potencah teh
koordinat. Ce vrednosti

VooV v PV PV

© 9z’ oy’ 0z’ 012’ Oxdy’

za x =y = z = 0, oznac¢imo z ag, a1, as, as, a1, as, - -- dobimo:
x? Ty
V:ag—l—alx—l—agy—l—agz#—all?+a127+---

Ker so komponente sile, ki delujejo na premic¢no materialno tocko v smereh koordinat,
vedno negativni parcialni odvodi V' po ustreznih koordinatah, ki seza z =y =2=0
medsebojno unicijo, velja a; = ay = a3 = 0. Nadalje predpostavimo, kot je znano
iz analiticne geometrije, da lahko vedno izberemo lego koordinatnih osi tako, da so
a1z = as3 = a3 = 0. Ce izberemo to lego koordinatnih osi in zaradi majhnosti koordinat
zanemarimo c¢lene, ki so glede nanje visjega reda od drugega, sledi:

V= ag + % (CLHJIQ + a22y2 + CL3322) .



Gibanje materialne tocke 31

Za komponente sile, ki delujejo na materialno tocko v koordinatnih smereh, in za enacbe
gibanja dobimo enacbi (23) in (24).

Ce so tri konstante ai1, Aoo in agg pozitivne, potem se, takoj ko se materialna tocka
neskonéno malo premakne iz svoje mirujoce lege v kateri koli od treh koordinatnih
smeri, vedno pojavi sila, ki jo potisne nazaj proti tej legi. Pravimo, da je ravnotezje
materialne tocke v njeni mirujoci legi stabilno. Ce bi bil eden ali ve¢ teh koeficientov
negativen, bi, ¢e bi se materialna tocka nekoliko premaknila iz svoje mirujoce lege v
ustrezni koordinatni smeri, zacela delovati sila, ki bi jo Se bolj oddaljila od te lege. V
tem primeru bi, ¢e materialna tocka ne bi imela zacetne hitrosti, ustrezna koordinata
rasla toliko casa, dokler zgornje enacbe, ki so le priblizne, ne bi ve¢ veljale. Takrat
pravimo, da je ravnotezje nestabilno. Tega primera, kot tudi primerov, v katerih eden
ali ve¢ koeficientov a;1, age in ass izgine ali v katerih je razvoj v vrsto nedopusten, ne
bomo podrobneje obravnavali. To bi se zgodilo le, ¢e sile, s katerimi ena od tock deluje
na premicno toc¢ko, v neposredni blizini njene mirujoce lege ne bi mogli razviti v vrsto
skladno s Taylorjevim izrekom. Zato se ukvarjamo izkljuéno s primerom, ko so a1, ag
in azz pozitivni.

Tri diferencialne enac¢be (24) so med seboj popolnoma neodvisne. Zato je dovolj, da

obravnavamo prvo. Njen integral je znan. Ce sta A in B poljubni konstanti in velja
+V A2 + B? = C, arctan (A/B) = —D, potem se ta glasi:

z = Acos (t,/an) 4+ Bsin (tw/au> = (C'sin (t all—D)
m m m

Y dx
Ce dolo¢imo konstante tako, da za t = 0 velja x = g, u = o up, dobimo:

T = Ty COS <t\/m> + uo\/E sin (t all) (25)
m m m

Komponenta gibanja v abscisni smeri je periodi¢na. Vrednost x neprestano niha med

, o ugm . . . . y y
+C = /x5 + —— in —C, naprej in nazaj, ter je pri ustrezno izbranem zacetku casa
an

vedno sorazmerna s sinusom ¢asa, pomnozenega s konstanto. Taksno gibanje imenujemo
preprosto sinusno gibanje ali harmonicéno gibanje ali tudi, ker nihalo priblizno niha
po teh zakonih, preprosto nihanje. Enake vrednosti za x in u se ponovijo, ko se argument

. . . . y . y m
pod sinusnim in kosinusnim znakom poveca za 27, torej ko se ¢ poveCa za 27 = 27, [ —.
an

Polovico 7 te koli¢ine, torej trajanje gibanja naprej, ki je enako trajanju gibanja nazaj,
imenujemo perioda mihanja.®> Kolicino, ki jo dobimo tako, da zmnozek Stevila 7
delimo s periodo nihanja in pomnozimo s casom, ki je pretekel od trenutka, ko je bil x
nazadnje enak +C, imenujemo fazo gibanja [Phase der Bewegung] *.

Enako seveda velja za komponento gibanja v smeri osi y in 2z, vendar se ustrezni
periodi nihanja, 7" in 7”, na splosno razlikujeta med seboj in od 7.

O moznih resitvah, za katere velja, da je v vsakem trenutku z = 0, povejmo le nekaj
besed. Poleg enacbe (25) imamo v tem primeru Se podobno enacbo za os y:

Y = Yo COS <t1/a22> + vm/%sin <t a22) . (26)
m m m

3Tu je perioda dolo¢ena kot polovica nihajnega ¢asa (OP)
4Fazni kot (OP)
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Ce je en konec elasticne palice pravokotnega preseka vpet, na drugem koncu pa je
pritrjena razmeroma velika masa m (Wheatstoneov kaleidofon), potem ta izvaja priblizno

Wheatstoneov kaleidofon. Silika ni del izvirnega besedila.

enako gibanje, kot ga opisujeta enacbi (25) in (26),in enako kot tocka svetlobnega zarka,
ki se odbija od dveh zrcal, pritrjenih na krake dveh vilic, ki nihata v medsebojno
pravokotnih ravninah (Lissajousove krivulje. Obe vrsti gibanja lahko obravnavamo
bodisi kot izkustveno dejstvo ali pa ju izpeljemo iz poznejsih slik elasticnih pojavov.

Zrcalca na vilicah. Slika ni del izvirnega besedila.

Tir najdemo v tem primeru tako, da Cas izlotimo iz enacb (25) in (26). Ce je
razmerje period nihanja 7 in 7’ racionalno, potem vedno dobimo algebrsko enacbo, ki
povezuje z in y. Ce pa je to razmerje iracionalno, tir tvori zvezno linijo, vendar ta
linija z narascajoc¢im ¢asom postopoma vedno bolj zvezno zapolnjuje celoten koncni del
ravnine (pravokotnik), tako da se materialna toCka poljubno pribliza vsaki tocki tega
dela ravnine, ¢e se le giblje dovolj dolgo.

Oglejmo si naslednji primer: Na obravnavano materialno tocko, na katero v smeri
OX deluje sila —aq1x in v smeri OY sila —aqoy, deluje Se tretja sila stalne velikosti p, ki
je v ravnini xy usmerjena neposredno iz koordinatnega izhodis¢a. Tako bi bilo, ¢e bi bila
os palice Wheatstoneovega kaleidofona vodoravna in bi na maso m, pritrjeno na njen
konec, poleg elasticnosti palice delovala tudi teznost. Ce p deluje v smeri abscisne osi,
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. .. . p . . . v.
nastopi ravnotezje pri x = —; ¢e pa p deluje v smeri osi y, potem nastopi ravnotezje
an

. p pa . . . . . . .

pri y = —. Ce pa je smer sile p nagnjena glede na ti dve smeri, potem premik, ki
a22

ga ima materialna tocka iz svoje mirovne lege O, v primeru ravnotezja ni v smeri sile,

e sta apy in ag razlicna. Ce so na primer stranske povrsine palice Wheatstoneovega
kaleidofona nagnjene glede na vodoravno ravnino, se bo palica z utezjo, pritrjeno na
konec, upognila navzdol ne v navpi¢ni ravnini, temve¢ v ravnini, ki je nagnjena proti
navpicnici, Ce je njen prerez pravokotnik.

onovno se vrnemo k gibanju, ki ga doloc¢ata splosni enacbi (25) in (26), v katerih ni
uc¢inka sile p, in obravnavajmo primer, ko velja a;; = ag9, kar se zgodi vedno, kadar
vsaki materialni tocki, ki deluje na premic¢no tocko, ustreza druga tocka, ki je glede na
os y relativno postavljena tako, kot je prva glede na os z. Naj bo torej a;; = asy = a.
Izlocitev casa iz enaCb pokaze, da je tir premica, ¢e x in y hkrati dosezeta svoje najvecje
vrednosti, ki so enake ali nasprotno usmerjene.

Ce trenutek, ko sta hitrosti ug in vg enaki 0, izberemo za zacetek c¢asa, potem sta g
in yo v prvem primeru enaka, v drugem pa nasprotna. Pravimo, da je fazna razlika med
gibanjem v abscisni in ordinatni smeri enaka nic¢ ali 7. Seveda je premik le konc¢ni del

premice dolzine \/22 + y2 v eno ali drugo smer. Ce je fazna razlika teh dveh gibanj L
ali %7‘(‘, tj. ¢e ima x najvecjo pozitivno ali negativno vrednost, ko je y = 0, in obratno,
potem je, ¢e za zacCetek Casa izberemo enega od teh trenutkov, ug = yo = 0. Izloc¢itev
casa pokaze, da je tir elipsa, katere osi sovpadajo s koordinatnimi osmi, ali krog; v
nasprotnem primeru pa je tir nagnjena elipsa.

Ce v enacbah (25) in (26) a1, in ag, nista povsem enaka, temved se le malo razlikujeta,
potem je gibanje dolgo casa taksno, kot da bi bila povsem enaka, in Sele postopoma
se fazna razlika med gibanjem v abscisni in ordinatni smeri spremeni. Tudi ce sta
Va1 in y/ag priblizno v racionalnem razmerju, ki ga je mogoce izraziti z enostavnimi
celimi stevili, je gibanje dolgo ¢asa taksno, kot da bi bila natan¢no v tem razmerju, in
postopoma spet pride do faznega premika med gibanjem v abscisni in ordinatni smeri.

Podobno v astronomiji motnje planetarnih tirov obravnavamo tako, kot da bi se
vsak planet vsak trenutek gibal po dolocenem tiru v skladu s Keplerjevimi zakoni, pri
cemer bi se elementi tega tira s ¢asom le postopoma spreminjali

§ 18. Duseno harmoni¢no nihanje. Zdaj si oglejmo primer, ko poleg sile, so-
razmerne s koordinato, deluje tudi sila, sorazmerna s hitrostjo. Obravnavali bomo le
gibanje po premici. Ce za to premico izberemo abscisno os, dobimo namesto prve od
enacb (24( ))naslednjo enacbo:
2

mztf:—ax—Qb(Z, (27)
kjer sta a in b konstanti. Sila, ki je sorazmerna s hitrostjo, deluje vedno nasprotno od
smeri gibanja, zato ji dodelimo negativni predznak. Gibanje nihala, ki pocasi nihajo pod
vplivom teznosti in upora zraka, poteka, kot bomo videli pozneje, priblizno v skladu z
zakonom, ki ga izraza ta enacba. Sile, ki jih povzrocajo zrac¢ni delci, je mogoce dobro
predstaviti s centricnimi silami in iz tega lahko (vsaj okvirno) sklepamo, da se gibanje
zra¢nih delcev v blizini nihala odvija priblizno tako, kot da je sila prvega na drugega
sorazmerna s hitrostjo drugega. V skladu z zakoni, doloc¢enimi z enac¢bo (27), niha tudi
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magnet, ki ga dusi bakrena masa. V tem primeru poznamo manj slik, s katerimi lahko
predstavimo sile, ki jih elektricni tokovi bakrene mase delujejo na magnet. Izkusnje nas
ponovno udijo, da je sila dusenja sorazmerna s hitrostjo. Integracija enacbe (27) da

x = Ce™ + Cre”

takoj, ko je b* > am, kjer sta

b+ Vb2 —am

a1 =
m
b—Vb%2—am
Qg =
m

pozitivni koli¢ini, ¢e sta, kot predpostavljamo, a in b pozitivna, tj. ¢e je sila, sorazmerna
s koordinato, privlacna sila, tista sorazmerna s hitrostjo pa je dusilna. C in C}
sta integracijski konstanti, ki ju lahko enostavno dolo¢imo, ¢e so na zacetku casa
podane vrednosti koordinate in hitrosti. Absciso, ki ustreza kateremu koli ¢asu, tako
sestavljata dva ¢lena, ki se s povecevanjem casa asimptoticno priblizujeta nicli v skladu
z eksponentnim zakonom, tj. s poveCevanjem casa se geometrijsko zmanjsSujeta v
aritmeti¢nem smislu. Prvi ¢len se zmanjsuje hitreje kot drugi, tako da je po dolgem
¢asu, ¢eprav je tudi drugi ¢len zelo majhen, prvi ¢len Se veliko manjsi.
Za b = am iz enacbe sledi

bt

r = (Ct+01) e m,

Oba clena se s povecevanjem Casa asimptoticno priblizujeta nicli, vendar le drugi po
preprostem eksponentnem zakonu. Tako kot v prejsnjem primeru bi bilo enostavno
najti zvezo med zacetno vrednostjo koordinate in zacetno vrednostjo hitrosti, ki mora
biti izpolnjena, da se pojavi le prvi ali le drugi ¢len. Gibanje v obeh obravnavanih
primerih imenujemo aperiodicno.

Ce je b* < am, postaneta konstanti, oznaceni z aq in s, kompleksni, zato je
treba imaginarne eksponentne funkcije na znan nacin nadomestiti s trigonometri¢nimi

funkcijami:
t t
C'sin (W) + (] cos (Wﬂ e~ %1,
T T

Pri tem smo uporabili okrajsavo:

Tr =

™m \ b (28)
T=—F, = —_—_—
vVma — b2 vVma — b2

tako da sta
b N a w4+ N

= = 2

m T m T

Ko se t poveca za 7, oba ¢lena v izrazu za x, torej tudi sam x, spremenita predznak.
Zato mora x v ¢asovnem intervalu dolzine 7 vsakic¢ enkrat postati enak ni¢. Ce izberemo
trenutek, za katerega je x = 0, kot ¢as nic, potem je:

x=Ce +'sin (ﬂ> : (28b)

T
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Vsakic po preteku casa 7, ne pa tudi sicer, je x = 0. Vmes ima x izmenicno pozitivne in
negativne maksimume, takoj ko je dz/dt = 0. To stanje se zaradi

dr  C _a, _(mt i
E_ ?6 ' —\sin (7_) + 7 cos (7_)} (29>
skréi na "
tan (F> = I (3())
T A

sako pozitivno in vsako negativno najvecjo stevilsko vrednost x imenujemo najvecji
odmik. Ce je t1 koren te enacbe, ki lezi med nic¢lo in %T, potem ima vsaka naslednja
enacba obliko t; + k, 7. 7 je torej cas, ki prete¢e med nastopom najvecjega odmika
in naslednjim odmikom, ki ga prav tako imenujemo tocka obrata, torej cas celotnega
poteka dogodkov, ki je seveda enak ¢asu poteka dogodkov in ga bomo imenovali perioda
nihanja. To je tudi ¢as, ki pretece med dvema zaporednima prehodoma skozi mirujoc¢o
lego.

Ce je xp absolutna vrednost katerega koli najveCjega odmika, je absolutna vrednost
naslednjega odmika zj,, = x4, e . Gibanje je torej prav tako periodi¢no, tj. nihajno,
vendar se najvecji nihaji priblizujejo nicli asimptoti¢no po geometrijskem zaporedju. Iz

zadnje enacbe ugotovimo:
Ty Tpy1 + Tk
A=1In =Ip—F %

Tha1 Th42 + Thi1

A imenujemo logaritemski dekrement. Enak je naravnemu logaritmu razmerja dveh
zaporednih najvecjih odmikov ali razdalje med tockama obrata k + 1 in k + 2, oziroma
k in k + 1. Razdaljo med dvema zaporednima tockama obrata imenujemo amplituda
nthanja.

§ 19. Razli¢ni nacini vzbujanja nihanja dusenega nihala. Kot prvo obravna-
vajmo naslednji na¢in vzbujanja. Premi¢na tocka naj na zacetku miruje. V casu ni¢ ji
nenadoma dodelimo hitrost ug. Za to je potreben sunek:

Aoz/th:muo.

Potem veljata enacbi (28b) in (29), saj je za t = 0 tudi x = 0. Pri slednjem velja, da je
za x =0 tudi dx/dt = ug. Tako je

Najvecji odmik je zato

TUy _2x . [Tty TUp _A L4
T, = —e 7'lsin ( = ——— ¢ marctany, (31)

T T V2 4+ )2
Enako velja za t = t, ki je najmanjsi pozitivni koren enacbe (30). Ce sta torej znana
A in 7, lahko zacetno hitrost izracunamo iz prvega najvecjega sunka. Ce namesto ug
vpeljemo A in za m dolo¢imo njegovo vrednost iz druge od enacb (28a), sledi

/2 2
AO i +)\ efﬁarctanz

Ty = X,

aT
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Pri galvanometriji velja enacba, enaka enacbi (27), le da = oznacuje galvanski tok, A
integralni tok, a redukcijski faktor, m vztrajnostni moment.

Sedaj si oglejmo naslednjo, drugo metodo za vzbujanje gibanja materialne tocke.
Pri vsakem prehodu skozi mirovno lego ji doloc¢imo hitrost u; v smeri njenega gibanja.
Skupni sunek, ki je za to potreben, je A;. To imenujemo metoda balisticnega
pomnoZevanja. Stasoma se vzpostavi stacionarno nihanja, pri katerem je najvecji
nihaj vedno enak. Pri tem stanju je treba po vsakem povratku v mirovno lego hitrost,
izgubljeno pri prejsnjem prehodu skozi to stanje, nadomestiti z novo podano vrednostjo
u;. Ce je torej wg hitrost v trenutku ko ji dodamo hitrost u;, potem je (prim. formulo
(29) ) upe™ hitrost, s katero se materialna tocka ponovno vrne v mirujoco lego, in ker
mora ta z dodajanjem u; ponovno preiti v ug, imamo:

Uy

-\
ul:uo(]—_6 )7 U0:1_6_>\7

Tm je povezan z ugy kot prej z enacbo, iz katere z zamenjavo u; dobimo

2 2
TUy —2arctan T Al T+ A 6—%arctan§

xm: e = =

(1—e)Vm24 22 at(l—e?)

2z, je amplituda nihanja v stacionarnem stanju. Ce bi bila hitrost u; vedno podana le
pri prehodu skozi mirovno lego v eni smeri in ne pri prehodu v nasprotni smeri, se ne
bi spremenilo ni¢ drugega kot to, da bi bila

Uy

Uyp = — 57
1—e 22

V vsakem primeru lahko wu; izra¢unamo iz amplitude nihanja v stacionarnem stanju, ter
iz A in 7. Ce sta poleg tega znana m ali a, je mogoce ugotoviti tudi vsakokratni sunek.

Tretja metoda vzbujanja je metoda odboja. Pri tej metodi se pri vsakem drugem
prehodu skozi mirujoco lego v smeri, ki je nasprotna smeri gibanju, doda hitrost u,. Ce
ima premicna tocka takoj za njo hitrost ug, potem bo imela pri drugi vrnitvi v mirujoco
lego hitrost uge 2", zato mora biti za stacionarno stanje

Uy — uoe_2A = Uy,

torej
Ug

- 1+ e 2N

Prvo najvedje odstopanje je spet povezano z g prek enacbe (31), drugo pa je e”*krat
manjse. Zamenjava ug z us v tej enachi je enostavna.
Razmislimo o ¢etrti metodi vzbujanja, ki jo bomo poimenovali metoda pomnozZevanja

s trajno silo. Na premicno tocko ves ¢as v smeri njenega gibanja deluje konstantna
sila. X. Med celotnim potekom gibanja nanjo deluje enaka in nasprotno silo, ki ima
torej spet smer gibanja. Ce dosezemo stacionarno stanje potem mirujoca lega ni v
koordinatnem izhodis¢u, temve¢ v tocki z absciso & = X /a, med gibanjem pa v tocki z
absciso —¢. Ce je torej 2x,, amplituda nihanja v stacionarnem stanju, je treba x,, + &
obravnavati kot prvi, x,, — & pa kot drugi najvecji nihanje med gibanjem. Tako je

U2

xm"i_g:(xm_g)e_)\
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ali
B A1 X er 1
xm_ée’\—l Caer—1
Zadnji nalogi sta posebna primera splosnega problema pri katerem na materialno
tocko poleg dveh doslej obravnavanih sil, od katerih je prva sorazmerna z odklonom,
druga pa s hitrostjo, deluje e sila, ki je poljubna funkcija f (¢) ¢asa, tako da se enacba
gibanja glasi:

d*x dx
m—— +2b— +ax = f(t).
dt? dt F®)
Splosna integracija te ena¢be z metododami integracije nehomogenih linearnih diferen-
cialnih enacb s konstantnimi koeficienti ni tezavna. Kadar ta enacba
Tt
f(t) = Bsin —,
T
podaja resonanco elasti¢nega telesa ali drugega resonatorja s preprostim tonom, ima
njen splosni integral obliko:
mt 7t B mt
x = |Csin — + C cos — e*%t—i-—sin ( —19) .
T T w T
Tudi tu sta 7 in A podana z enac¢bo, w in ¥ pa sta konstanti, katerih vrednosti sta
podani z enacbama

2m

weost =a — —5,

Ti

21 b
wsind = L.
T

V stacionarnem stanju v izrazu za x odpadejo vsi Cleni razen zadnjega. Tako

materialna tocka izvaja preprosto harmonic¢no nihanje, ki ima enako periodo kot sila
vzbujanja. Amplituda nihanja 2B/w je najveCja pri 7, = ﬂm/\/am — 2b2. Ce je torej

71 = my/m/a enaka periodi nihanja, ki bi jo imela materialna tocka, ¢e bi nihala brez
dusenja z enako silo, sorazmerno s koordinato, je hitrost v mirujoci legi najvecja in
v = %7?; fazna razlika med nihanjem tocke in nihanjem sile je torej %ﬂ' Za vecje 11 je
med nic¢ in %7‘(‘, za manjse pa med %ﬂ' in .

§ 20. Osnovne enacbe centralnega gibanja. Oglejmo si naslednji primer. Nayj
bo rezultanta vseh sil, ki delujejo na premi¢no materialno tocko z maso m, katere
koordinate v ¢asu ¢ oznac¢imo z z, y, z, funkcija f (r) njene oddaljenosti od tocke O, ki
je fiksirana v prostoru in se zmanjsuje v smeri r. Funkciji f () ponovno damo pozitiven
ali negativen predznak, odvisno od tega, ali sila tezi k pove¢anju ali zmanjsanju razdalje
r, torej odvisno od tega, ali je usmerjena stran od O ali proti O. Taksno silo imenujemo
centralna sila. Gibanje, ki ga materialna tocka opravi pod njenim vplivom, se imenuje
centralno gibanje.

Take pogoje dobimo, ¢e na premi¢no materialno tocko deluje ena sama tocka, ki
nanjo deluje s silo f (r) na razdalji 7 in jo bodisi vedno drzi neka naprava v fiksni tocki
O prostora, bodisi na zac¢etku miruje in ima zelo veliko maso v primerjavi z maso gibljive
tocke. V slednjem primeru so pogoji seveda le priblizno izpolnjeni, saj je pospesek
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delujo¢e materialne tocke vedno zelo majhen v primerjavi s pospeskom druge tocke,
zato sta tudi hitrost in sprememba lokacije delujo¢e materialne tocke zelo majhni.

Ce za izhodise koordinat izberemo tocko O, za ravnino na kateri se nahaja premicna
materialne tocka in smer njene zacetne hitrosti pa ravnino xy, potem enacba (9) vsebuje
en sam Clen, v katerem je za x1, y1, 21, Tk, Yk, 2k, M1, Tk 0 fig (r1x) treba zapisati
z,y, 2,0,0, m, rin f(r) Ce torej zapiSemo enacho, ki ustreza vsaki koordinatni osi,
dobimo tri enacbe

2 2 2
mer =25, mSl =Yy, meE =50, (32)

Ker je v zatetnem ¢asu z = dz/dt = 0, je vse simetri¢no glede na ravnino xy, edino
mozno resitev pa dobimo, ¢e za vse case izberemo z = 0. Ce bi namre¢ z v katerem
koli ¢asu imela vrednost razlicno od ni¢, bi bila enako mozna tudi resitev, pri kateri
ima z enako nasprotno vrednost. Ce pa kvocient prirastka r v prirastku f (r) nikoli ne
postane neskoncen, potem je problem vedno enoli¢no resljiv, tj. v konénem c¢asu iz istih
zacetnih vrednosti nikoli ne moreta nastati dve razlicni kombinaciji vrednosti koordinat.

Zato lahko v nadaljevanju obravnavamo le prvi dve enacbi (32). Najprej izpeljemo
enacbo za kineti¢no energijo po metodi, ki smo jo razlozili Ze pri izpeljavi enacbe (20).
Levo stran prve enacbe pomnozimo z u dt, desno stran z dz, levo stran druge enacbe
(32) z vdt, desno stran z dy in nato obe enacbi sestejemo. Ker je

d*x

dobimo na levi

2
m (udu + vdv) :d<mc>,

na desni strani pa
rdr+ydy

£ P e ar
saj je r = \/x? 4+ y2. Z integracijo dobimo

mc? hm

5 ¢ (r) 5 (33)

kjer je nedoloceni integral
[ 1) dr=o@) (34)

in h poljubna konstanta, tako da ima lahko integracijska konstanta nedolo¢enega
integrala poljubno vrednost, ki jo lahko izberemo kar se da preprosto.

Odvod ¢’ (r) funkcije ¢ (r) je torej enaka f (7).

Drugo integralsko enacbo (tj. enacbo s poljubno integracijsko konstanto) dobimo,
¢e prvo od enacb (32) pomnozimo z —y, drugo z +x in nato obe ponovno sestejemo. 1z

tega sledi:
N
T\ Pae " Var ) T
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Ker m ne more biti ni¢, mora biti to izraz v oklepaju. Enako velja za odvod po casu

dy dx
Ta Var
7 integracijo tako dobimo
dy dr
— Y- )
at dt
kjer je k nova integracijska konstanta, ki jo dolo¢imo iz zacetnih pogojev.
Zdaj je priporocljivo uvesti polarni koordinati r in kot ¢ daljice r, ki izhaja iz tocke
O, s pozitivno abscisno osjo. Potem sta:

(35)

x = 7rcosv, = rsin .
Odvod teh enacb da:

dr_dr o+ sinv.

prin COoS r o sin

der dr dv

7 %cosﬁ—rasmﬁ

Zato je

Q
[

de\?  (dz\?  [(dr\® L [dV\’
= —_— —|— _— — P r -

dt dt dt dt
dy dx d19

Ya Va T ar

Enacbi (33) in (35) se preoblikujeta v:

dr\* do\* 2
in d19
s = k. (37)
Iz zadnje enacbe sledi:
/ 24 = kt. (38)

t predstavlja poljuben ¢as. Integral na levi strani je treba vzeti po loku krivulje tira,
ki ga v tem ¢asu prepotujemo in, kot je znano, predstavlja povrsino trikotnika, ki ga
omejujejo ta lok in dve premici, ki povezujeta njegovi koncni tocki s koordinatnim
izhodis¢em. Lahko ga imenujemo obmocje, ki ga v ¢asu t prekrije usmerjena daljica r.
Enacba pove, da je njegova povrsina sorazmerna s casom, v katerem daljica prepotuje
to obmodje. Ce iz enach (36) in (37) odpravimo ddl/dt, dobimo:

dt = dr (39)
f«) min
m r?
in naprej v skladu s :
49 = b dr (40)



40 § 21. Centralno gibanje po Newtonovem gravitacijskem zakonu.

Ce vzamemo f(r) = —ar, pri ¢emer je a konstanta, tj. ¢e na materialno tocko
deluje privlacna sila, ki je neposredno sorazmeren z usmerjeno daljico r, potem ponovno
dobimo poseben primer, ki izhaja iz Ze obravnavanih enacb, ¢e v njih postavimo z = 0
in ay; = age = a, pri ¢emer seveda iz enacb tega paragrafa ne bomo ponovno izpeljevali
ze znanih rezultatov.

§ 21. Centralno gibanje po Newtonovem gravitacijskem zakonu. Naj bo
centralna sila privlacna sila, ki je obratno sorazmerna kvadratu razdalje r. Ce z A\m
oznac¢imo sorazmernostni faktor, kjer je A konstanta, potem je

V formuli (34) lahko dolo¢imo najprimernejSo vrednost integracijske konstante, zato
izberemo ¢ (1) = Am/r. Potem velja enac¢ba (40)

k dr

N k2
r2 h—l—f—*2
r r

dy =

Ce vzamemo
E_A
ro i k
dobimo
dz
)\2

2

4 = —

k‘2
Pozitivni kvadratni koren iz 1 + BVE ozna¢imo z ¢, tako da je

1—e?=———. (41)

Poleg tega damo integracijski konstanti, ki jo pristejemo k 1}, vrednost ni¢. Rezultat
integracije je zato
k2
T_)\(1+5c0819)' (42)
Za v = 0 ima r najmanjso vrednost. Izbira integracijske konstante poleg v torej pomeni,
da za pozitivno os abscise izberemo premico, ki poteka od sredisc¢a privlaka do perihelija,
tj. do tiste tocke tira, ki je najblizje sredisc¢u privlaka. Iz analiticne geometrije vemo, da
enacba predstavlja stozernico, v enem od njenih goris¢ se nahaja koordinatno izhodisce,
njena ekscentri¢nost je €, njene osi pa imajo smer dveh koordinatnih osi. To velja za
hiperbolo, ¢e je € > 1, torej je h pozitiven, parabolo, ¢e € = 1, torej h = 0, elipso, ¢e je
e < 1 ali h negativen, ter krog za ¢ = 0. V tem zadnjem primeru je h enak —)\2//€2. e
je h negativen in ima vecjo absolutno vrednost, potem noben tir ni ve¢ mogo¢. Pri tem
mora biti pogoj vedno privlak, torej pozitivna vrednost A..
e je h pozitiven, ima hitrost v neskonc¢nosti vrednost +\/ﬁ, ce je h =0, se z
narascajoco razdaljo priblizuje ni¢li, ce pa je h negativen, potem hitrost v neskonc¢nosti
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postane imaginarna. Nazadnje, ¢e je h = —\? / k%, potem je enostavno videti, da je
privlak enaka centripetalni sili, ki ustreza krozni orbiti.

Ce bi bila sila, ki je obratno sorazmerna kvadratu razdalje, odbojna, bi bil A
negativen. Pri realnih vrednostih hitrosti bi bil A vedno pozitiven, zato bi imeli € > 1.
Za k razlicen od ni¢ bi torej gibanje vedno potekalo po hiperboli.

Nekaj razmisleka bomo namenili le primeru, ko je € < 1 in je A naravno pozitiven.
Tir je torej elipsa, katere velika polos a je aritmeti¢na sredina najvecje in najmanjse
vrednosti r (perihelij in afelij oz. prisoné¢je in odsoncje). Tako je:

k? A

a= ) = (43)

Mala polos je

k
b=aVl—¢e2= ——.
v —h
Ce sta za r in ¢ dani zaetni vrednosti o in ¢y ter kot med njima (rg, ¢o), lahko z njimi
izrazimo konstanti A in k£ po naslednjih enac¢bah:

2\
h=c—==, k=rocysin(roc,y).
To
Za doloc¢itev r in 9 kot funkciji ¢asa, nam sluzi enacba, ki je v nasem primeru reducira

na
rdr

T VRt 2a — 2

Kot je znano, se je da integrirati z uvedbo pomoznega kota u [Hiilfswinkel|, ki je podan
z enacho

dt

(44)

r=a(l —ecosu). (45)

u imenujemo srednja [mittlere], ¥ pa prava anomalija [wahre Anomalie].

T
¥
W
K4
(1% T V51 | &
T w
I
Slika 3

Kot u lahko enostavno ponazorimo z naslednjo konstrukcijo. Dana naj bo tir elipsa,
O’ njeno sredisce, O njeno zarisée, OA njena velika os, M katerakoli njena tocka na
razdalji r od O s pravo anomalijo /. Na sliki 3 narisemo krog s polmerom a in sredis¢em
O’ okoli elipse. Naj se pravokotnica, ki poteka skozi M na OA, stika s polovico kroga,
ki lezi na isti strani kot M, v tocki N. Naj bosta pravokotnici x in y. Nadalje naj bosta
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x in y pravokotni koordinati tocke M glede na koordinatni sistem, katerega izhodisce je
v O’ abscisna os ima smer glavne ordinatna os ima smer male osi elipse. Imamo:

2 2
a? y
Stn=L

Nadalje je
y? =12 — (z —ea)’.

Ce to vrednost y vstavimo v prejsSnjo enacbo, dobimo
v =1 — (v — 6@)2.

Tako je NO'A kot, ki smo ga poimenovali srednja anomalija tocke M in ga oznacili z u.
Iz enacbe (45) sledi
dr = ace sinudu,

iz enacb (43) in (45) dobimo
hr? = —-Xa(l —ecosu)’, k*=al (1 —€2> ,

zato

Vhr2 4+ 2 r — k2 = evalsinu.

Ko vse te vrednosti vstavimo v enacbo (44), dobimo po integracij:

a3

t= X(u—esinu) (46)
pri cemer je konstanta dolocena tako, da je v trenutku preleta perihelija, tj. za u = 0,
t=0.

Predpostavimo, da je tir podan. Ce se vprasamo, kdaj ima ¢ dolo¢eno vrednost,
moramo najprej izracunati u, ki ustreza temu ¥, npr. z geometrijsko konstrukcijo, in
nato iz enacbe izracunati ustrezno vrednost ¢. Ce se vprasamo obratno, katero vrednost
ima 1) na dolocenem tiru ob dolo¢enem ¢asu, potem moramo najprej poiskati u iz enacbe
(46), ki je transcendentna za u (Keplerjev problem), nato pa poiskati r iz enacbe (45)
in ¥ iz enacbe (42) ali iz geometrijske konstrukcije.

§ 22. Centralna sila vsebuje ¢len, ki je obratno sorazmeren s tretjo potenco
razdalje. Doslej obravnavani primeri centralnega gibanja so verjetno edini, ki ustrezajo
opazenim naravnim pojavom. Hertz je sliki narave, ki smo jo ponovno poskusali
prikazati v tej knjigi, ocital, da je presiroka, tj. da vsebuje neskonc¢no sStevilo posebnih
slik, ki jim ne ustrezajo nobena dejstva. Menim, da se je temu oc¢itku tezko izogniti in
da velja tudi za Hertzovo mehaniko, saj od neskonénega Stevila pogojnih enacb ali
skritih gibanj, ki so po Hertzovem prikazu mogoca, zagotovo le izjemno majhno stevilo
ustreza dejansko opazenim primerom.

Ampak, dokler je moznost slike, ki ne daje ve¢ kot dejstva, Se vedno tako oddaljena
kot je trenutno, se mi zdi pomembno, da posvetimo nekaj pozornosti tistim posebnim
primerom trenutno najbolj obetavnih slik, ki nimajo zveze z doslej ugotovljenimi dejstvi
Prvic¢, v prihodnosti bodo morda primerne za prikaz opazenih dejstev, drugic, le s
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preucevanjem vseh moznih primerov dobimo boljsi vpogled nad notranjo povezanostjo
tistih posebnih primerov, ki jih ze uporabljamo.

V doslej obravnavanih primerih centralnega gibanja obstaja le nekaj posebnih oblik
tirov, ki nam nikakor ne dajo predstave o splosnih znacilnostih vseh moznih oblik tirov
pri centralnem gibanju. Med oblikami tirov, ki jih Se nismo srecali, pa so tudi tiste, v
katerih so nekateri splosni izreki izrazeni na najpreprostejsi nacin in ki imajo bistveno
vlogo pri bolj zapletenih, prakti¢no ne nepomembnih problemih, npr. pri problemu treh
teles. Zato bomo na kratko obravnavali toliko drugih najpreprostejsih centralnih gibanj,
kolikor jih bo potrebnih, da dobimo pregled nad splosnimi znac¢ilnostmi vseh moznih
oblik tirov pri centralnem gibanju.

Najprej bomo izpeljali izrek, ki nam bo v tej zvezi koristil. Naj bo centralna sila
sestavljena iz dveh delov. Naj bo en del f () poljubna funkcija razdalje. Temu dodamo
Se silo ma / r3, ki je obratno sorazmerna s tretjo potenco razdalje in deluje bodisi
odbojno bodisi privla¢no, odvisno od tega, ali je konstanta a pozitivna ali negativna.
Naj bo ¢ (r) funkcija, ki je v razmerju, danem z enacbo (40), enakovredna funkciji f (7).

Funkcija ¢ (1), ki ustreza centri¢ni sili f (r) + ma / 3, ki jo obravnavamo, ima torej

vrednost ¢ (r) —ma / 272, Zato se enacba za to centralno gibanje spremeni v naslednjo

kdr
742\/290(7") he k*+a

m r2

dy =

To centralno gibanje bomo primerjali z drugim, pri katerem je centralna sila enaka le
f (r), h ima enako vrednost, vendar ima h vrednost ky = V' k? + a. Pri obeh centralnih
gibanjih oznac¢imo vrednost 1, ki pripada enaki vrednosti o z r, dani enkrat za vselej,
z ni¢; vrednost v, ki pripada kateri koli drugi vrednosti r, oznac¢imo za prvo centralno
gibanje z 1, za drugo pa z vy.

Enacbo, ki ustreza enacbi za drugo centralno gibanje, lahko nato enostavno preve-
demo v obliko:

h

k2 kd
d (’190 k;2> — " B . (47)
ta 2 2¢ (1) h k*+a
m r2

2

V primeru drugega centralnega gibanja je torej ¥ ista funkcija r kot pri prvem

k2 +a

0. Ce poznamo tir drugega centralnega gibanja, najdemo iz njega tir prvega, tako da

vsakemu 7, ki mu v drugem centralnem gibanju pripada kot 1y, pripada polarni kot
k2

k=10 —5—

Wk2+a

od izreka o vrtilni koli¢ini.

. Casovni potek centralnega gibanja je torej vedno neposredno odvisen

Prvi primer. Naj bo f (r) = 0. Potem se drugo centralno gibanje vrsi po premici
MN. Naj bo OP = ry njena najkrajsa razdalja od O, A je katerakoli tocka premice.
Potem je AOP kot, oznacen s 1y, in dobimo

To

OA=r=

= 4
cos Uy (48)
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5=

Slike 4, 5, 6

Ce je a pozitiven, prvo centralno gibanje nastane zaradi odboja, ki je obratno
sorazmerna s tretjo potenco razdalje. Potem x < 1. Tir najdemo tako, da pustimo
dolzino vodilnega zarka OA vsake tocke A premice M N nespremenjeno, a vsakic
zmanjsamo kot AOP = 19 v razmerju 1 : k Njegova oblika je prikazana na sliki 4. Ima
dve asimptoti, od katerih vsaka tvori kot %mr z razdaljo perihelija OP in ima razdaljo
krg od sredisca privlaka O.

o 6X @

Slike 7, 8, 9

Ce je a negativen, pride do prvega centralnega gibanja pod vplivom privlaka, ki
je obratno sorazmerna tretji potence razdalje, in je k < 1. Kot AOP je treba takrat
povecati v razmerju 1 : k. Ce je —a < 3k2/4, potem je k < 2, kot asimptote z razdaljo
perihelija je potem < 7, tir pa ima obliko, ki je prikazana na sliki 5. Ce je —a enak
3k% /4, potem je k = 2, obe asimptoti sta vzporedni s premico, speljano od O do P
(perihelijska razdalja), vendar sta usmerjeni v nasprotni smeri in sta vsaka na razdalji
2ro od sredisca privlaka (slika 6). ¢e je —a med 31{:2/4 in k2, potem je tir spirala
okoli sredisc¢a privlaka (sliki 7 in 8), Stevilo obratov spirale pa se vedno bolj povecuje,
ko se spremenljivki —a in k? blizata druga drugi. Za —a = k? se gibanje odvija po
hiperboli¢ni spirali ali (vedno nestabilni) krozni orbiti. Ce je —a se vedno vecji, potem

| —k? 1
je il Neposredno integriranje enache za negativni h da
a K

27"0
65’19 + e—ﬁ’ﬂ'

r =
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Tako je zdaj OP = ry najvecja vrednost r, tir pa je sestavljena iz dveh vej simetricnih
glede na OP, od katerih je vsaka spirala, ki se asimptoti¢no priblizuje koordinatnemu
izhodis¢u v neskonénem stevilu obratov (slika 9). Za h = 0 je tir logaritemska spirala,
za pozitivni h pa spirala, ki se razteza od sredisca privlaka do neskonc¢nosti z enacbo

’ o
r(e“ﬁ—e ’“9> = const.

Sliki 10 in 11

Doslej smo v formuli doloéili f (r) = ¢ (r) = 0. Drugi primer, iz katerega dobimo
nekatere nove vrste tirov [Bahntypen|, dobimo, ¢e v tej formuli dolo¢imo

_m)\

A
f(r)= —%, zato @ (r) = —

Drugo centralno gibanje postane identicno gibanju planeta v skladu z Newtonovim
gravitacijskim zakonom, prvo pa se zgodi pod vplivom sile, ki je sestavljena iz vsote,
obratno sorazmerne s kvadratom in tretjo potenco razdalje. Zato najdemo tir za taksno
silo tako, da pomnozimo polarni kot, ki pripada vsakemu r v planetarnih tirov, z k.
Tiri, ki tako nastanejo iz paraboli¢nih in hiperboli¢nih tirov, pa tudi tiste, ki jih dobimo
za imaginarni x, imajo v celoti tip ene od figur 4 do 9.

v ®

Sliki 12 in 13

Iz elipti¢nih tirov pa nastanejo posebni zvezdasti zaprti ali odprti tiri, ki imajo,
odvisno od tega, ali se k spreminja od zelo majhne do zelo velike vrednosti, tip figur
10 do 13. Ce tir ni zaprta, se premicna tocka, kot smo ze ugotovili, da je to mogoce v
primeru Lissajousovih krivulj, poljubno dolgo priblizuje vsaki tocki, ki lezi na delu
ravnine, omejenem z dvema koncentricnima kroznicama. Enacba tira nam torej ne daje
ene same ali koncnega Stevila moznih ordinat za vsako absciso premi¢na tocke, temvec
le smer in hitrost njenega nadaljnjega gibanja v vsaki tocki prostora.
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§ 23. Razprava o moznih vrstah tirov. Navedli bomo nekaj splosnih ugotovitev,
da se prepricamo, katere druge vrste tirov [Bahntypen| so mozne poleg tistih, ki smo jih
doslej nakljuéno spoznali. Enostavnega primera k£ = 0, tj. da je tir premica, ne bomo
obravnavali.

Naj bo

V)= e )+ (19)

tako dobimo:

ar\> ot
(%) = v (50

f (r) ima lahko katero koli pozitivno ali negativno vrednost, vklju¢no z ni¢lo, vendar
mora biti med r = 0 in r = co enoznacna, koncna in zvezna. Ker v fiziki ne dovoljujemo
neskonénih sil, moramo v ta pogoj vkljuciti vrednosti r = 0 do r = oco. Vseeno pa
dopuscamo neskon¢no narascanje sile za r = 0 in r = oo, deloma zaradi splosnosti
prikaza, deloma pa zaradi nekaterih uveljavljenih zakonov sile. Pod temi predpostavkami
sta brez upostevanja mej tudi ¢ () in ¢ (r) med r = 0 in r = oo enoli¢ni, konéni in
zvezni.

Iz enachb (50) sledi, da se lahko, ¢e je dan zakon sile ter vrednosti konstant h in k, na
realnih tirih pojavijo le take vrednosti r, za katere ¢ (r) ni negativen. Po drugi strani
pa bomo v vsaki toc¢ki A, za katero je 1 (r) pozitiven, lahko nasli pozitivno in enako
negativno vrednost za dr/dv, ki bosta zadovoljili nase enacbe. Skozi vsako taksno tocko
torej potekata dva mozna tira, ki sta, mimogrede, popolnoma skladni in zrcalni podobi
glede na premico OA Skozi vsako drugo tocko B, ki je enako oddaljena od tocke O, po
istem zakonu sile potekata dva skladna tira, ki ustrezata enakima vrednostma A in k£ in
sta glede na tira, ki potekata skozi tocko A, zasukani za kot BOA. Ker so vsi ti tiri
med seboj skladni, jih bomo imenovali enotna oblika tira.

Ce je ¥ (r) pozitiven za zelo majhen r in Se vedno pozitiven ali enak ni¢ za r = 0,
potem se ena oblika tira konc¢a v O. Seveda je 1 (0) lahko ni¢ ali pozitiven le, ¢e ¢ (r)
postane neskoncno velik reda 1 / r? ali $e vedji z zmanjsevanjem r, torej sila f () postane

neskoncna reda 1 / r3 ali veGja. Po nobenem drugem zakonu sile premi¢na toéka ne

more dosec¢i O, ne da bi £k = 0. Cas 7, ki pretece, dokler se r ne zmanjsa z majhne
vrednosti € na ni¢ ali obratno, in skupni kot «, za katerega se zavrti usmerjeni zarek r,
sta podana z

L — rdr 7 (51)
0 \/Tgo(r)+hr2—k2
m
r kd
a= L (52)

0 27° 2 2
r—((r)+hre—k
m
« se torej zmanjsuje z zmanjSevanjem e, ¢e 1/ (r) postane neskoncen z zmanjsevanjem

1 1 1
r vecjega reda od In () In? <> In® <> -+, kjer je In naravni logaritem. V nasprotnem
r r r
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primeru postane « neskoncen in tir neskon¢nokrat obkrozi tocko O. Cas, potreben za
to, lahko postane neskonéen le, ¢e 2r°p (r) za majhne r od m k* — m hr? z majhnimi
visjega reda od r* [ln <71n> In? (i) o } bi bilo drugacno.

Podobno tir doseze neskonénost, ¢e je ¥ (1) pozitiven za r = oo ali se priblizuje
nicelni meji iz pozitivne vrednosti, kar se lahko zgodi le za pozitiven h, ali ¢e je ¢ ()
pozitiven za velik r, tudi za h = 0, v primeru, ki je dejansko edini fizikalno pomemben,
da ¢ (00) izgine. Ali usmerjeni zarek r s tem opiSe konéni kot ali naredi neskon¢no
veliko obratov, pa tudi, ali premi¢na tocka doseze poljubno veliko razdaljo v konénem
ali le neskon¢nem casu, je spet odvisno od zlahka doloc¢ljive vrednosti dveh dolocenih
integralov, ki sicer povsem ustrezata dolo¢enima integraloma (51) in (52); le da je njuna
spodnja meja zelo velika, zgornja pa neskonc¢na.

Ker je ¢ (r) zvezna, lahko prehaja iz pozitivne v negativno vrednost samo prek
vrednosti ni¢. Glede na zakon sil zelimo preuciti razlicne tire, ki ustrezajo dolocenemu
paru vrednosti h in k. Za njihovo Stevilo je odloc¢ilno stevilo pozitivnih korenov enacbe

Y (r)=0. (53)

Najprej predpostavimo, da za dani par vrednosti h in k zgornja enacba (53) nima enakih
pozitivnih korenov, torej da za nobeno pozitivno vrednost r, ki jo izpolnjuje, ne velja
Y (r) = 0. Potem bo funkcija 1) (1) za vsak pozitivni koren ry s poveCevanjem r presla
iz negativne vrednosti v pozitivno ali obratno. Korenu r = ry pravimo v prvem primeru
narascajoCi koren, v drugem pa padajoci koren. Za vsak tak koren velja dr/dd = 0.
Med vsakim korenom, pri katerem funkcija ¢ pada, in naslednjim vec¢jim korenom,
pri katerem funkcija narasca, je 1(r) negativna, zato tir ni mogo¢. Med korenom, pri
katerem funkcija narasca, in naslednjim vec¢jim korenom, pri katerem funkcija pada,
je vedno mozna oblika tira, katere perihelijska razdalja je koren, pri katerem funkcija
narasca, afelijska razdalja pa koren, pri katerem funkcija pada. Oblika tira se mora
torej po afeliju nadaljevati v veji, ki se vraca v perihelij in je zaradi iste strukture
diferencialne enacbe skladna z delom, ki lezi pred afeljem. Enako velja za vsak perihelij.
V primeru, da ry ni dvojni koren enacbe (53), je lahko r zelo blizu rq le za zelo
kratek cas, kar zaradi izreka o vrtilni koli¢ini ustreza tudi zelo majhni spremembi 4.
To vidimo iz resitve diferencialne enac¢be ki jo bomo dobili na znan nacin za primer, ko
je r blizu rg. Na tem mestu bom o tem razpravljal le na kratko. Naj bo r v ¢asu tg
enak 7y, ki je naras¢ajoci enostavni koren enache V ¢asu tg 4+ 7 pa naj bo r = rg + p.

Ce postavimo /¢’ (r9) = 2a, se prva od diferencialnih enacb za majhen p zreducira na

CZ:: \/¢(T0+p):2a\/ﬁ,

iz katere sledi p = a*r. Dokler je p zelo majhen, bo r v zelo kratkem ¢asu vedno
narasel od rg do 9 + p. Enako velja za zelo majhno zmanjsanje p v afeliju.

Ker se v skladu s povrsinskim izrekom di/dt = 0 njen predznak ne spreminja in
lahko postane ni¢ le na neskon¢ni razdalji, tangenta na tir nikoli ne more iti skozi
koordinatno izhodis¢e O. Namesto tega mora premic¢na tocka vedno kroziti okoli tocke
O v taksnem ali druga¢nem smislu. Zato vedno dobimo zaprte ali odprte tirnice oblik
prikazanih na slikah 10 do 13, katerih poseben primer je elipti¢ni tir, pri ¢emer je treba
upostevati, da je polmer ukrivljenosti tira neskoncen, kadar je f (r) = 0, medtem ko je

2
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tir konkaven ali konveksen na tisti strani tangente, na kateri lezi O, ce je f (r) negativna
ali pozitivna. To je razvidno, ¢e raz¢lenimo f (r) na tangencialno silo in centripetalno
silo, usmerjeno proti sredis¢u ukrivljenosti tira Med perihelijem in afelijem se seveda
ena in druga ukrivljenost lahko spreminjata pogosteje. Na slikah 5 do 9 je ukrivljenost
vedno usmerjena proti O, na slikah 10 in 11 pa se med perihelijem in afelijem enkrat
spremeni.

Ce je ¥ (r) pozitiven za zelo majhne vrednosti r, potem mora biti najmanjsi pozitivni
koren enacbe (53), Ce ta sploh ima pozitivne korene, padajo¢. Potem obstaja tir, ki
se kon¢a v koordinatnem izhodisc¢u in katere afelij je ta najmanjsi koren, ki pa gre v
neskonénost, ¢e pozitivnega korena ni. V prvem primeru premica, usmerjena v afelij,
seveda ponovno razdeli tir na dve veji, ki sta zrcalni sliki glede na premico.

Ce je ¥ (r) pozitivna za zelo velik 7, potem je najvecji od teh korenov, ¢e ima enacba
(53) sploh pozitivne korene, narasc¢ajo¢ in je enak perihelijski razdalji tira, ki sega v
neskonc¢nost, ki jo premica, potegnjena do perihelija, ponovno razdeli na dve veji, ki sta
zrcalni glede na premico. Tiri, ki se konc¢ajo v sredisc¢u privlaka ali gredo v neskonc¢nost,
so taksni, kot so prikazani na slikah 9 ali 4 do 8, ¢eprav se seveda lahko spreminjata tudi
ukrivljenost navznoter in navzven. Pri prvih tir je stevilo obratov okoli koordinatnega
izhodisca seveda lahko poljubno majhno.

Ce enacba (53) nima pozitivnih korenov, potem ¢(r) med r = 0 in 7 = oo ne more
spremeniti predznaka. Ce je predznak negativen, tir sploh ni mogoc. Ce pa je predznak
pozitiven, se edina mozna oblika tira razteza od srediSc¢a privlaka do neskonc¢nosti. To je
edini primer, kjer poleg sredisca privlaka in tocke v neskon¢nosti ne obstajata perihelij
ali afelij, zato noben tir ni sestavljen iz dveh skladnih vej, ki sta zrcalni sliki ena druge.
Namesto tega lahko ti dve zrcalni sliki obravnavamo kot dve loceni obliki tira, saj se
srecata le v neskoncnosti ali v srediscu privlaka.

§ 24. Tirnice, ki se asimptoti¢no priblizujejo kroznemu tiru ali pa nihajo.
Upostevati moramo Se primer, da ima enacba (53) za nekatere pare vrednosti h in k,
npr. h = hy in k = ki, dva enaka korena r = r1. Potem velja hkrati ¢ (r1) = ¢’ (r1) =0,
torej:

1 k2

—f(r)+—==0. 54

)+ (54)

i
d
Zaradi prve od enach (50) je diz; = 0, zato velja:

dd k
r— = —
a r
kar je enako celotni hitrosti c. Iz enacbe (54) sledi:
2

mc
r)=—
fry=-"
Centralna sila je privlacna in enaka centripetalni sili, ki ustreza kroznemu gibanju. Ker
dr
za r = rp velja enacba i 0, se lahko gibanje nadaljuje zvezno po krogu.

Naj bo ¥" (r1) najprej negativen. To se zgodi, ko je ¥’ (r;) =0, ¢e je za r =1
d 1 4, _d o3
e ()] = 5 [ )]

dr
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negativen za r = r1, zato se f (r) v neposredni blizini vrednosti r = r; z naras¢anjem
r zmanjSuje ali pa naras¢a manj hitro kot recipro¢na tretja potenca r, pomnozena
s konstanto. Potem za dani par vrednosti A in k na obeh straneh kroznice r = r;
lezi obmocje, v katerem centralno gibanje ni mozno. Ce tir zelo malo motimo, tj. Ce
zelo malo spreminjamo vrednosti h in k£, potem mora tir vedno ostati neskonc¢no blizu
kroznemu gibanju; pravimo, da je krozno gibanje stabilno.

Ce pa je " (ry) pozitivna, tj. Ce sila v neposredni blizini vrednosti r = r; z
narascanjem r narasca hitreje kot reciproc¢na tretja potenca r, pomnozena s konstanto,
potem za obravnavani par vrednosti i in k£ na obeh straneh kroznice r = r; lezi obmocje,
kjer skozi vsako toc¢ko potekata dva tira (seveda oba kot zrcalni sliki drug drugega). Ce
je torej p majhna pozitivna ali negativna koli¢ina, potekata skozi vsako tocko, ki je od
sredisca privlaka oddaljena r; + p, dva tira, za kateri imata h in k enake vrednosti kot
za gibanje po kroznici r = ry.

Vrsto teh tirov ugotovimo z obravnavo diferencialne enacbe za primer, ko je blizu
r =ry. V prvo od enacb (50) vstavimo r = r; + p in, ne da bi se spuscali v podrobno
analizo razvoja vrste, s katero bi lahko natanéno utemeljili naslednje rezultate, izpustimo
vse ¢lene razen tistih najnizjega reda. Ce recipro¢no vrednost koli¢ine %w” (r1) ozna¢imo
z b?, dobimo:

D _ Py —pm?

dt b Lo
kjer je po vrednost p v ¢asu ty. Tako je neskoncen tako cas, ki pretece, dokler p ne
dobi konéne vrednosti, kot tudi cas, ki pretece, dokler p ne postane natan¢no enak
ni¢, tj. dokler gibanje ne postane natancno identi¢no kroznemu gibanju. Zato bi lahko
rekli, da so za dani par vrednosti i in k& v neposredni blizini vrednosti » = r; mozne tri
vrste centralnih gibanj: eno natanéno znotraj kroznice r = ry, drugo zunaj, ki se, ¢e ga
prehodimo od zunaj navznoter, asimptoti¢no priblizuje kroznici v neskonénem stevilu
obratov, za katerega prehod potrebujemo neskon¢no dolgo casa, in tretje, ki se prav
tako asimptoti¢no priblizuje kroznici od znotraj. Vse tri lahko seveda obravnavamo
tudi kot eno, pri ¢emer se premic¢na tocka, ko se na primer giblje od znotraj navzven,
najprej pribliza kroznemu tiru, nato na njem ostane neskonéno dolgo in ga Sele nato
v neskonénem Stevilu zavojev spet zapusti navzven. Ker ni tira, ki bi imel perihelij
in afelij zelo blizu kroznemu tiru, je slednji nestabilen, kar pomeni, da Ze najmanjsa
motnja povzroci, da se premicna tocka od njega vedno bolj oddaljuje za zelo dolgo casa
in konéno za konc¢no koli¢ino.

Vsaka od tirnic, opisanih v prejsnjem odstavku, se lahko torej namesto perihelija ali
afelija, ali pa obeh, pribliza kroznemu tiru z zunanje ali notranje strani.

Ce h in k nista povsem natancna, vendar sta zelo blizu vrednosti h; in k1, za kateri
ima enacba enake korene, sta mozna dva primera:

Primer 1: h in k imata vrednosti h; in k; tako zelo blizu hs in ks, da ima 1 (r;)
majhno negativno vrednost, kjer je r; spet dvojni koren enacbe, ki velja za h = h;
in k = k. Potem je krog » = r; obdan z zelo ozkim obroc¢em, znotraj katerega pri
vrednostih konstant ks in k; ni mogo¢e nobeno centralno gibanje®. Tirnice, ki leZijo
znotraj tega obroca in za katere konstante imajo te vrednosti, bodo zato po stevilnih
skoraj kroznih zavojih, ko se bodo priblizale obrocu, imele afelij na njegovem notranjem

5Ta obro¢, ki oznacuje omejeno obmodje okoli kroznice, je lahko tudi v celoti znotraj ali v celoti
zunaj kroznice, vendar vedno zelo blizu nje.
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robu. Prav tako bodo tirnice zunaj obroc¢a po Stevilnih skoraj kroznih zavojih imele
perihelij na zunanjem robu obroc¢a, in premicna tocka nikoli ne more preiti iz notranjosti
obroc¢a na tir zunaj obroca.

Primer 2: h in k morata imeti vrednosti hs in k3, ki prav tako zelo malo odstopata od
hy in ky, vendar v nasprotnem smislu kot hs in ko, tako da 1 () za nobeno vrednost r,
ki je zelo blizu rq, ne postane enaka ni¢ ali negativna. Orbita, ki se za¢ne z vrednostma
hs in k3 konstant znotraj kroga r = ry, se bo sprva res priblizala temu krogu v zelo
stevilnih zavojih, nato pa ga bo prebila in po nadaljnjem opisovanju zelo stevilnih
zavojev, ki lezijo zelo blizu kroga, popolnoma zapustila proti zunanjosti.

Ce torej izhajamo iz iste toc¢ke znotraj kroga r = r; in dopustimo tir z vrednostma
hy in ko, potem se pri vrednostih konstant hz in k3 oba tira in tudi hitrosti gibanja
v njiju sprva zelo malo razlikujeta. Vendar se bo prvi tir obrnil v neposredni blizini
kroznice r = r;, medtem ko bo zadnji tir to kroznico presegel za koncno vrednost in
nato potekal povsem drugace kot prvi tir. Podobno se seveda lahko zgodi tudi pri
problemih s tremi telesi. Zacudenje nad tem se mi zdi komaj upravi¢eno, saj je cas
gibanja, po katerem se oba tira razideta drug od drugega, izjemno dolg. Po izjemno
dolgem ¢asu pa se dva nezakljucena tira, kakrsna so prikazana na slikah 10 do 13, med
seboj razlikujeta po legi, ne pa tudi po obliki, ¢eprav sta bila sprva tako tira kot hitrosti
gibanja skoraj popolnoma enaki.

Razmerja se bistveno ne razlikujejo, ¢e za r = r; poleg samega 1 odpade Se vec
odvodov poleg prvega, pri ¢emer je prvi odvod, ki ne odpade, sodi. Sele takrat je cas, v
katerem se r — r; zmanjsa s konc¢ne na zelo majhno vrednost, visjega reda. Ce pa je po
drugi strani prvi odvod, ki ne odpade, lihi, potem se tirnice asimptoti¢no priblizujejo
kroznici s polmerom r; le z ene strani, medtem ko na drugi strani za obravnavani
vrednosti h in k tirnice niso mozne. Ce vsi odvodi odpadejo, dobimo Ze obravnavani
primer sile, ki je obratno sorazmerna s tretjo potenco razdalje. Za vse podrobnosti se je
treba obrniti na izvirne razprave.® Dodajam nekaj besed o primeru, kjer je

f(r)= —% +0b(r —mr)”

pri ¢emer je 1 > v > 0. Tedaj je sila v blizini vrednosti » = r; enoli¢na in zvezna
funkcija r, katere odvod glede na r postane neskoncen. V tem primeru tir ni vedno
enoznacno dolocen z enacbami gibanja, zacetno lego ter velikostjo in smerjo zacetne
hitrosti, saj se lahko premicna tocka za tiste vrednosti integracijskih konstant, za katere
velja ¢ (r1) = ¢’ (ry) = 0, giblje tako po kroZnici s polmerom 71 kot tudi po drugi
tirnici, ki se dotika te kroznice. Na tej drugi tirnici premicna tocka v koné¢nem casu
doseze tocko, ki je od kroznice oddaljena za kon¢éno vrednost. To se zlahka ugotovi, ¢e
postavimo r = ry + p, razvijemo funkcijo ) po potencah p in pois¢emo cas, v katerem p
naraste od ni¢ do majhne konéne vrednosti.

Zato vedno predpostavljamo, da koli¢nik povecanja razdalje glede na ustrezno
povecanje sile ne more postati neskoncen. Potem so po teoriji diferencialnih enach
neenoli¢ne resitve znotraj konénega ¢asa izklju¢ene.” V prej obravnavanih primerih
tirov, ki se asimptoti¢no priblizujejo kroznemu tiru, je res, da je premicna tocka, e je
bila sprva na kroznem tiru, na nek nacin imela moznost izbire, ali bo ostala na tem

SKorteweg, Arch, neerl. Vol. 19; Boussinesq, Compt. rend. 84, p. 944
"Wien. Sitzber. 106, str. 12, 7. januar 1897
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kroznem tiru ali pa se mu priblizala po asimptoticno priblizujoci se tirnici. Toda ta
izbira je postala navidezna, saj se gibanje v drugem primeru razlikuje od gibanja v
prvem Sele po neskonéno dolgem casu.
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Splosni integrali enacb gibanja

§ 25. Gibanje dveh premicnih materialnih tock pod vplivom centralne sile.
Kot preprost primer obravnavajmo ravninsko gibanje dveh materialnih tock z masama

my in mg, med katerima deluje centralna sila f(r). Integral / f(r),dr z doloteno

konstanto, izbrano na najpreprostejsi nacin, oznac¢imo z ¢ (r). Naj bo r razdalja med
dvema materialnima tockama, 1, y1, T2, y2 pa njune pravokotne koordinate v ¢asu t.
Iz enacb (9) dobimo naslednje enacbe:

d*z; T1 — T Py Y1 — Y2
my P f(r) P mlW = f(r) ) (55)
m d2$2 _ (?") To — X1 m d2y2 _f (r) Y2 — 1
212 ro 2 d2 r

Ce sestejemo enachi, ki sta ena nad drugo, dobimo:

d? (myxq + maxe)  d? (myyr + mays)
dt? B dt? =0 (56)

Daljico, ki v vsakem trenutku povezuje ti materialni tocki, razdelimo v tocki S na
dva dela, ki se obnasata obratno sorazmerno s pripadajo¢ima masama. Tocka S, ki jo
imenujemo teZisce sistema, ki ga tvorita obe masi, ali na kratko tezis¢e obeh mas,
ima v vsakem trenutku doloc¢eno lego, ki se s ¢asom nenehno spreminja. O njenem
gibanju lahko govorimo kot o gibanju materialne tocke. Za koordinate tezisc¢a v ¢asu t s
preprostim izra¢cunom najdemo

My + Mol My + Mol
- e
mi + ma mi + ma

3 (57)

Ce sta obe masi enaki, potem lezi tezis¢e totno na sredini med njima, njegova
abscisa pa je aritmeti¢na sredina njunih abscis; enako velja za y koordinato. Ce pa je

ena masa vecja, bo tezisce toliko blizje tej masi, kolikor vecja je ta masa. Enacbhi se

. ?¢ d*n . . .

zato poenostavita na T 0, saj kot vedno obravnavamo masi kot konstanti.

Tezisce se torej giblje enakomerno po premici s hitrostjo, ki jo je imelo na zacetku, tako
kot materialna tocka, na katero ne delujejo nobene sile.

Treba je dolociti le relativno gibanje obeh materialnih tock glede na tezisce. Zanima

nas relativno gibanje mase m; glede na maso msy. Tako sta v vsakem trenutku podani

smer in dolzina vezne daljice med masama. Ker poznamo lego tezis¢a v vsakem trenutku

23
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in vemo, v kakSnem razmerju deli to daljico, lahko takoj dolo¢imo lego vsake od mas v
vsakem trenutku.

Uporabimo drugi koordinatni sistem, katerega osi ostajajo vzporedne z osmi prvega,
vendar se v prostoru gibljejo vzporedno same s seboj, tako da njihova zacetna koordinatna
tocka vedno sovpada s trenutno lego materialne tocke m,. Koordinate mase m; v casu
t glede na ta drugi koordinatni sistem oznac¢imo z x in y, brez indeksov. Potem velja:

T=T1— Ty, Y=Y1— Y2, T =27 +y%

Ce prvo enacbo v prvi vrstici enac¢b (55) delimo z my, nato od nje odstejemo enacbo
pod njo, ki smo jo delili z ms, in uvedemo se

mime . 1 1 1
=m ali —=—+—,
mi1 + mao m mi1 Mo
dobimo:
dx ) x
m— = f(r)—.
dt? r

Podobno dobimo, ¢e v prvi vrstici enacb (55) drugo enacbo delimo z m; in od nje
odstejemo enac¢hbo neposredno pod njo, ki smo jo delili z mo:

d*y y
e =1

Ti dve enachi sta popolnoma skladni z ena¢bo (32). Relativno gibanje materialne
tocke m; glede na tocko mgy, kar pomeni zgolj spremembo koordinat z in y prve
materialne tocke glede na drugi koordinatni sistem, katerega osi so vedno vzporedne
druga drugi in vedno potekajo skozi drugo materialno tocko, poteka natancno po
zakonih, ki smo jih spoznali za centralno gibanje okoli nepremicne tocke. Natanc¢neje,
kot da bi druga materialna tocka mirovala v prostoru in bi na prvo delovala z enako
centralno silo f (r), pri ¢emer masa te sile ne bi bila m;, temve¢ masa, oznacena z m.
Poleg tega, kot da bi imela prva materialna tocka na zacetku to¢no taksno hitrost in
smer hitrosti, kot jo ima v resnici glede na drugi koordinatni sistem, tj. kot da bi bile
njene komponente hitrosti v koordinatnih smereh na zacetku casa enake

d(xy — 1) in d(y1 — y2)
dt dt

Ker Ze poznamo zakonitosti centralnega gibanja okoli nepremicne tocke, si pri reSevanju
problema, opisanega v tem poglavju, z navedenimi izreki prihranimo nove izracune. To
gibanje v ravnini xy (ravnina tira) poteka nemoteno, tudi ¢e imata obe materialni tocki
enako hitrost pravokotno na to ravnino.

§ 26. Nacelo energije. Sedaj se vrnemo k obravnavi poljubnega stevila materialnih
tock. Koordinate katerekoli od njih (h-te) v ¢asu t ozna¢imo z x, yn, 2, njeno hitrost
s ¢y, komponente celotne sile, ki nanjo deluje v koordinatnih smereh, pa z X}, Y, Zp.
Splosne enacbe zapisemo v obliki:

:Xh> m :Yh, m—:Zh, h:1,2,...,n (58)
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Zadnji zapis tu in tudi kasneje pomeni, da enacbe veljajo za vse vrednost h od 1 do n.
Ker velja:

1d (c7)  duy d®xy, %deh dzp, d?zp,

2 dt  dt d? ' dt di2 T dt d?’

d d d
dobimo, ¢e prvo enacbo v enacbah (58) pomnozimo z ﬁ, drugo z %, tretjo z %,
in nato vse dobljene enacbe sestejemo za vsako dopustno vrednost h:

< dyn dzp,
— = X Yi— +Z 59
dt ,;(h T T ) (59)
Pri tem je
=Y lmyg, (60)
h=1
kar imenujemo celotna kinetié¢na energija vseh n materialnih tock.
7 integracijo dobimo:
Ty — Ty = / S° (Xnday + Yadyy + Zndz,). (61)
h=1

Ty in Ty sta vrednosti T' v poljubnih ¢asih ¢; in y; integracija mora zajemati celotno
gibanje v casu t; — ty. Ce ponovno uporabimo pojme iz § 16, je sprememba celotne
kineti¢ne energije sistema v katerem koli ¢asovnem obdobju enaka skupnemu delu, ki ga
opravijo vse sile, ki v tem casu delujejo na njegove tocke. Delo je pozitivno, ¢e ima pot
smer sile, ki deluje na zadevno tocko. To lahko ugotovimo tudi, ¢e postavimo enacbo
za vsako tocko sistema in nato sestejemo vse te enacbe (20).

Obravnavamo poseben primer, ko je izraz na desni strani enacbe pod znakom
integrala popolni diferencial enoli¢ne funkcije —V, ki vsebuje le koordinate n materialnih
tock. Takrat pravimo, da obstaja potencial sile , ki neposredno ne vsebuje ¢asa, V' pa
imenujemo potencial [Kraftfunction]. V tem primeru je:

oV oV ov

Xpn=—, YVy=—— Zy,=————, h=12,...,n 62

h 8xh h (‘3yh h ( )

To pomeni, da je sila, ki deluje na katerokoli materialno tocko v kateri koli koordinatni

smeri, negativni parcialni odvod potenciala glede na zadevno koordinato. Ce desno
stran enacbe (61) integriramo, dobimo naslednji rezultat:

Tl —_‘/i+‘/()7

kjer sta V; in Vj vrednosti potenciala v poljubnih casih ¢; in ¢y. Vsota celotne kineti¢ne
energije in vrednosti potenciala tako ostane konstantna med celotnim gibanjem. Ker
mora biti V' enoli¢na funkcija koordinat, mora imeti enako vrednost, ko se vse tocke
sistema vrnejo v svojo prvotno lego; zato mora celotna kineti¢na energija vseh tock
sistema vsaki¢ znova dobiti enako vrednost. V skladu s § 8 potencial vedno obstaja,
kadar so materialne tocke lo¢ene od vseh zunanjih vplivov in se gibljejo izkljuéno pod
vplivom centralnih sil, ki delujejo med njimi. V skladu z enac¢bo (10) je

= _ZZSOhk (Thk).
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Podobno mora potencial obstajati, ¢e na n materialnih to¢k delujejo centri¢ne sile v
poljubnih drugih materialnih tock, ki imajo v prostoru nespremenljivo lego. Enacbo
lahko uporabimo za sistem, ki ga tvori n + v tock, nato pa koordinate v tock postavimo
kot konstantne oziroma njihove mase kot neskonc¢no velike. Ce je Fhy (rui) sila, s katero
ena od v tock deluje na eno od n tock na razdalji 7y, in ¢e velja:

/Fhkz (Thk) drpg, = Ppp (Thk) )

potem je:
n n
Vi= =3 on(rme) = D> Pk (Tar)- (62a)
h=1k=1

V vseh teh primerih bo vsota kineti¢ne energije in potenciala ostala konstantna,
tako da bo skupna kineti¢na energija n tock vsaki¢ dosegla enako vrednost, ko se bo
vsaka od njih vrnila v svojo prvotno lego v prostoru. Iz tega pa Se ne sledi, da mora
imeti vsaka posamezna materialna tocka ponovno tudi prvotno hitrost. Natancneje,
¢e imamo opravka s sistemom teles, ki je sestavljen iz zelo velikega stevila materialnih
tock, ki so tako gosto posejane, da posameznih tock ne moremo zaznati, potem iz
slike, ki smo si jo ustvarili, logi¢no sledi naslednje: lahko se pojavijo relativna gibanja
posameznih materialnih tock druga proti drugi, ki jih, tako kot posamezne tocke, seveda
ne moremo neposredno podrobneje opazovati. Mozno je, da imajo ti skriti premiki se
druge zaznavne, koli¢insko merljive u¢inke, ki so sorazmerni s kineti¢no energijo teh
nevidnih medsebojnih premikov materialnih tock, vklju¢no z delom molekularnih sil,
ki se pri tem izvaja s premiki tock, in so pomnozeni z ustreznim koeficientom. Potem
mora biti vsota kineti¢ne energije vidnega gibanja, potenciala vidno delujocih sil med
telesoma in kolic¢ine vseh drugih uc¢inkov, pomnozenih z ustreznimi koeficienti, vedno
konstantna. Ce torej vsak od teh ¢lenov imenujemo energija, mora biti vsota vseh
energij konstantna. To je nacelo energije.

Vcasih je bila zadeva predstavljena tako, kot da bi bila celotna mehanska slika
namenjena le razlagi tega nacela. Seveda bi, ko bi bilo nacelo jasno prepoznano, postala
slika nepotrebna. Toda macelo ohranjanja energije je le majhen deléek vsega,
kar predstavlja slika, zato lahko skladnost s tem velikim splosnim nacelom narave
obravnavamo le kot eno, posebno in dragoceno potrditev nase slike. Sele ko bi bilo
mogoce, brez vkljucevanja nase slike, predstaviti ravno toliko dejstev tako jasno in
jedrnato kot s pomocjo slike, bi lahko rekli, da je slika postala odvec.

Ce v materialnih tock, ki delujejo na obravnavani sistem n tock, ne miruje, temvec
se gibljejo po znani (predpisani) poti, potem v drugem ¢lenu izraza za V (enaCba
62a) obravnavamo koordinate v tock kot funkcije ¢asa t. Zato V' poleg koordinat n
tock eksplicitno vsebuje tudi cas. Sila, ki deluje na katerokoli od n tock v kateri koli
koordinatni smeri, je Se vedno negativni parcialni odvod V' glede na koordinato zadevne
tocke. Toda totalni odvod dV'/dt glede na Cas, tj. limita celotne spremembe V' v ¢asu
dt, deljena z dt, je sestavljena iz dveh delov: tistega, ki izhaja iz spremembe v tock,
kar pomeni, da izhaja iz dejstva, da V' eksplicitno vsebuje ¢as (oznacili ga bomo z
OV /0t), in tistega, ki izhaja iz dejstva, da se koordinate n tock v Casu dt spremenijo za
dxy,dyq, . ..,dz,. Slednji je enak:

3 (Wdfh OV dyn Wd%)

hgl 8xh dt 8yh dt @Zh dt
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V skladu z enacbo (59) je le slednji izraz enak —dT'/dt, ¢e s T tako kot prej oznacimo
skupno kineti¢no energijo n tock. V tem primeru je torej

dT  dvV 8V

dt dt ot

iz ¢esar seveda ne sledi, da mora biti V' 4+ T" konstanten. Zato zdaj skupna energija
sistema n tock ni konstantna. Pravimo, da sistem tock n prejema energijo od v tock in
sil, ki vzdrzujejo njihovo gibanje, oziroma jim energijo oddaja. Ce se v tocke gibajo, ni
nujno, da je energija n tock konstantna.

Kljub temu so mozni primeri, ko je mogoce sile X1, Y1, ..., Z,, ki delujejo na n tock,
izraziti zgolj kot funkcije teh koordinat, npr. ¢e je gibanje v tock cikli¢no, tako da takoj,
ko ena izmed teh tock zapusti svoje mesto, na njeno mesto stopi enaka tocka, nacin
tega ciklicnega gibanja pa je odvisen od lege n tock, ali na splosno, ¢e je gibanje v tock
na dolo¢en nacin odvisno od lege n tock. Lahko pa je Xidxy + Yidy, + --- + Z,dz,
tudi diferencial veclicne funkcije, ki vsebuje le koordinate n tock, ali pa sploh ni popoln
diferencial.

Sile, ki delujejo na magnetni pol, so primer prvega primera, ko so v polju konstantni
linearni, samostojni tokovi, in primer drugega primera, ko se magnetni pol nahaja v
fizicnem vodniku, ki je povsod prepleten z elektricnimi tokovi. V obeh primerih so
mozni premiki n tock, pri ¢emer se obcasno vrnejo v zac¢etno lego, vendar se njihova
skupna energija nenehno povecuje na racun energije teles, ki nanje delujejo od zunaj.

Se bolj zapleteni so seveda primeri, ko je gibanje v tock tudi funkcija komponent
hitrosti n tock ali drugih posebnosti njihovega gibanja, tako da tudi sile, ki delujejo na
tocke, postanejo funkcije te koli¢ine, v smislu, v katerem smo ze v § 18 govorili o silah,
ki so funkcije hitrosti, o ¢emer pa tu ne bomo vec¢ razpravljali.

§ 27. Izrek o gibanju teziS¢a. Ponovno se vrnemo k najbolj sploSnemu primeru, ko
je vseh n tock podvrzenih njihovemu medsebojnemu delovanju in vplivu v zunanjih tock.
Tocka h izmed teh n tock ima maso my in v casu t koordinate xy,, yp, 2,. Rezultanta
vseh sil, ki jih v tock v ¢asu ¢ deluje nanjo, je Ry, njene komponente v treh koordinatnih
smereh pa so Xy, )y, 3. Vse te sile, s katerimi v tock deluje na n tock, imenujemo
sile, ki delujejo na sistem nasih n tock od zunaj, tj. sile, ki izhajajo iz materialnih tock,
ki ne pripadajo sistemu. V nasprotju s tem imenujemo centralne sile, ki delujejo med
poljubnima dvema tockama sistema, notranje sile sistema. Naj bo fur (rpx), kot prej,
notranja sila, ki deluje med tockama h in k sistema. Enacbe (10), (13), in (58) se z
uvedbo tega novega poimenovanja spremenijo v:

d*z U
my dth = > fik (rix)

k=2 1k

X1 — Tk

+ X (63)

z dvema podobnima enac¢bama za osi y,ter s 3n — 3 podobnih enacb za preostale
materialne tocke.

Ce seStejemo vse te enacbe, ki se nanasajo na koordinato z, potem se vsi ¢leni, ki
vsebujejo funkcije f, iznicijo, in sledi

n

d2 n
@ Z mMmpTp — Z %h' (64)
h h=1

=1
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Podobne enacbe seveda dobimo tudi za osi y in z. S Sy oznacimo tezisce sistema, ki ga
tvorita masi my in me, z & pa njegovo absciso. Na podlagi enacbe (57) velja:

mix + (YD)

& =

my + moy

Nadalje predpostavimo, da se v tocki Sy nahaja masa, ki je enaka mq +ms, tj. enaka
vsoti mas, katerih tezisce je Sp. Z S35 oznacimo tezisce sistema, ki ga tvori ta masa, ki se
nahaja v Sy, in masa ms, z £3 pa absciso S3. Potem velja ponovno, v skladu z enacbo:

¢ = (m1 +ma) & +mars  myT1 + MoTo + Maxs
3= = .

m1+m2+m3 m1+m2+m3

Naj bo S5 tezisce treh mas my, mo, m3. Na enak nac¢in bomo tezis¢e Sy stirih mas
my, Mo, M3 in my imenovali tisto tocko, ki jo dobimo, ko iS¢emo tezisce sistema, ki ga
tvorita masa my in masa my + ms + ms, ki se nahaja v tocki S3. Za abscisno vrednost
velja enako kot prej:
miT1 + Moo + M3x3 + Myly

my + Mo + M3 + My ‘

§1=

Ce nadaljujemo na ta nacin, kar bomo imenovali sintetié¢na definicija tezisca,
dobimo za koordinate £, 7, ¢ teZiséa [Schwerpunktes| vseh n mas vrednosti:

1 & 1 1
- M Y = 77 E 65
§ Vi hz::l MpThp, 1N i h§:1 mpYn, G M 2 Mp2hn ( )

n
kjer je M = Z my, vsota vseh mas sistema, ki jo imenujem tudi njegova skupna masa
h=1
[Gesammtmasse|. Definicijo teziséa glede na te enacbe imenujemo analitiéna. Takoj se

pokaze, da v sinteti¢ni definiciji vedno dobimo isto tocko kot tezisce sistema materialnih
tock, ne glede na to, v kaksnem vrstnem redu vzamemo razlicne mase sistema. Ce
uvedemo koli¢ine &, 7, ¢, se enacba (64) in dve ustrezni enacbi, ki veljata za drugi dve
koordinatni smeri, skrajsajo na

d2§ n d27’]
M— = M—
dt? hz::l T Mg

n d2 n
SO IPTLERS) SEN (66)

h=1 h=1

Popolnoma enake enacbe bi veljale za gibanje materialne tocke z maso M, na katero
bi v vsakem trenutku delovala rezultanta vseh zunanjih sil, ki delujejo na vsako izmed
teh n materialnih tock. Notranje sile, tj. centricne sile, ki delujejo med tockami
sistema, so popolnoma zanemarjene. Zato lahko recemo: tezisce se giblje kot posamezna
materialna tocka z maso, enako vsoti mas vseh materialnih tock sistema, na katero v
vsakem trenutku deluje sila, dolocena tako, da prijemalisce vsake sile, ki deluje na
katero koli materialno toc¢ko, premaknemo v to tocko brez spreminjanja njene velikosti
in smeri, nato pa pois¢emo skupno rezultanto vseh teh sil. Komponenta te sile v
posamezni koordinatni smeri mora biti vsota komponent vseh zunanjih sil v tej smeri,
ki delujejo na vse materialne tocke sistema. Seveda mora ta posamezna materialna
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tocka imeti enako lego kot teziSc¢e sistema na zacCetku, njena zacetna hitrost pa mora
imeti enako velikost in smer *.

Ce se sistem n materialnih tock giblje zgolj pod vplivom centralnih sil, ki delujejo
med katerima koli dvema od njih, potem ni zunanjih sil in tezisce, ¢e je mirovalo na
zacetku, ostane v mirovanju. V nasprotnem primeru se giblje po premici s konstantno
hitrostjo. Notranje sile, ki smo jih iz ena¢b popolnoma izkljucili, torej ne vplivajo na
gibanje tezisca.

Ce bi nabit top, ki lebdi v prostoru brez vpliva drugih teles, sprva miroval in se
zaradi delovanja notranjih sil nenadoma sprozil, bi se krogla zacela gibati v doloc¢eni
smeri, top pa bi se zacel gibati v nasprotni smeri s taksno hitrostjo, da bi tezisce sistema,
sestavljenega iz krogle in topa, ostalo v mirovanju. Enako velja za vsako telo, katerega
deli se medsebojno gibljejo zgolj zaradi notranjih sil.

§ 28. Masa in teza grama. Dina. Izracun tezisca. Sedaj smo prisli v stik z
resni¢nostjo vsaj v enem pogledu. Videli smo, da lahko maso posamezne materialne
tocke izberemo povsem poljubno. Ker pa posameznih materialnih tock ne opazujemo,
lahko namesto tega poljubno izberemo skupno maso dolo¢enega telesa. Na primer,
vsoto mas vseh materialnih tock, ki so v kubi¢nem centimetru ¢iste destilirane vode
pri tlaku, ki ustreza standardnemu odc¢itku barometra in temperaturi najvecje gostote,
oznacimo z 1.

Teoreticna moznost dolocitve mase katerega koli drugega telesa je naslednja. Rezul-
tanta vseh sil, s katerimi materialne tocke telesa A delujejo na materialne tocke telesa
B, mora biti, ¢e si zamislimo, da vse delujejo v isti tocki, enaka, vendar nasprotno
usmerjena rezultanti sil, s katerimi materialne tocke telesa B delujejo na materialne
tocke telesa A, saj to velja za vsako od teh sil. Masi dveh teles, ki sta v medsebojnem
delovanju, sta zato v obratnem razmerju glede na opazne pospeske, ki jih imata njuni
hitrosti, ki ju imata, ko trcita drug ob drugega.

Ce formulam (9), (13) itd. ne dodamo konstantnega faktorja, moramo kot enoto sile
dolociti tisto silo, ki tezis¢u telesa z maso 1 podeli pospesek 1 v enoti Casa, pri ¢emer
za enoti ¢asa in dolZzine izberemo sekunde in centimetre. To silo imenujmo dina. Ce
na primer na vrvico dolzine ¢ cm pritrdimo majhno telo, katerega masa je p gramov,
ki je torej s poskusi trkov ali drugimi preizkusi ugotovljena kot u-krat vecja od zgoraj
definirane mase vode, in to telo niha v krogu na ¢ cm dolgi vrvici tako, da v eni sezkundi
prepotuje pot vy cm, potem iz formule (15) vidimo, da je vrvica napeta s silo MZ dyn.

Ze zakljucek v § 14 nakazuje, da zaradi vpliva teznosti v doloceni toc¢ki na Zemlji
vse tocke vseh teles dobijo enak pospesek ¢ (v nasih zemljepisnih Sirinah na ravni morja
priblizno 981 cm/s?). Vse posledice, ki izhajajo iz te predpostavke, so bile popolnoma
potrjene (glej zakljuéek v § 51), zato jo lahko stejemo za dobro utemeljeno izkustveno

1Zaradi velike razdalje med Zemljo in Soncem je sila, s katero po Newtonovem zakonu Sonce deluje
na katero koli tocko na Zemlji, skoraj obratno sorazmerna kvadratu razdalje med tezis¢em Zemlje
in teziS¢em Sonca ter je usmerjena proti slednjemu. Ce bi torej drug na drugega delovala le Zemlja
in Sonce, bi se njuni tezisc¢i gibali kot materialni tocki, obremenjeni z maso ustreznega nebesnega
telesa, ki bi se privlacili s silo, obratno sorazmerno kvadratu njune razdalje, povsem v skladu z zakoni,
razlozenimi v §§ 21 in 25, kar pojasnjuje njihovo uporabo v prakti¢nih primerih. To velja tudi, ¢e Zemljo
in Sonce obravnavamo kot togi krogli, tudi brez zanemarjanja, kot bomo videli v teoriji potencialov.
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dejstvo. Velikost sile, s katero teznost deluje na katero koli telo z maso m (teza tega
telesa), je torej v skladu s formulo:

P=mg.

Teza telesa z maso enega grama je v nasih krajih priblizno 981-krat vecja od sile ene
dine. Ta teza, ki jo imenujemo teza grama (ne smemo je zamenjati z maso grama), znasa
priblizno 981 dyn. Dina je 981-ti del teze grama, kar priblizno ustreza tezi miligrama.

Razmerje med masama dveh teles torej ni treba dolocati s poskusi trkov ali drugimi
preizkusi njunih medsebojnih delovanj, saj je to razmerje enako razmerju njunih tez
v isti toc¢ki na Zemlji, kjer ima g za vsa telesa enako vrednost. Slednje razmerje pa
lahko prav tako priro¢no in natanc¢no dolocimo s tehtnico, katere teorijo bomo spoznali
kasneje (glej § 56).

Na ekvatorju ima vsako telo zaradi teznosti enak pospesek kot vsako drugo telo. Ta
pospesek je nekoliko manjsi kot v nasih zemljepisnih Sirinah, medtem ko je v blizini
pola nekoliko veé¢ji. Na ekvatorju je torej teza enega in istega telesa nekoliko manjsa,
v blizini pola pa nekoliko veéja kot pri nas. Prav tako bi se ista elasti¢na vzmet pri
enaki temperaturi na polu nekoliko bolj raztegnila, na ekvatorju pa nekoliko manj kot
pri nas, ¢e bi nanjo pritrdili isto telo. Masa enega in istega telesa pa ostane povsod
popolnoma enaka. Pri masi kubi¢nega centimetra vode je to preprosto posledica nase
definicije enote mase. Stalnost razmerja med masama dveh teles izhaja iz skladnosti
nase temeljne predpostavke 6 z izkusnjami.

Da bi pokazali, kako se stevilo, ki izraza neko koli¢ino, spreminja z izbranimi enotami,
vsaki koli¢ini pripiSemo dolocene dimenzije. Pravimo, da ima vsaka dolzina dimenzijo
[l], tj. predstavlja jo l-kratno Stevilo, ¢e izberemo enoto dolzine, ki je [-krat manjsa.
Povrsina ima dimenzijo [12}, prostornina {13}, saj se v teh primerih §tevilo poveca za [*

oziroma [*. Sila ima dimenzijo [m - t’ﬂ, saj jo predstavlja stevilo, ki je m -1 -t~ -krat
vecje, ¢e izberemo enoto mase m-krat manjso, enoto dolzine [-krat manjso in enoto é%sa
t-krat manjso. Te dimenzije so neposredno razvidne iz definicijske formule X = mcfltf;
d in d* nimata dimenzij, saj izrazata le spremembo.

Vektor, kot je dolzina, ne more biti enak sili ali hitrosti, tako kot stevilo jabolk ne
more biti enako stevilu hrusk. Le velikost prvega lahko izrazimo z istim Stevilom kot
intenziteto drugega. V redkih primerih si prizadevamo tudi za to, da bi bila ena dina
predstavljena s puscico dolzine enega centimetra. Zato bi bilo bolje rec¢i, da so velikosti
vseh sil enake dolzinam puscic, pomnozenim z istim faktorjem zmanjsanja F'. Le zato,
ker verjamemo, da se to tako razume, opustimo omenjeni redukcijski faktor, ki ga je
treba vedno dodati, ko zapisemo enacbo, kot je P (sila) = AB (dolzina).

Ker ustrezno sliko teles dobimo le, ¢e si vsako telo zamislimo kot sestavljeno iz
zelo velikega Stevila materialnih tock, ki jih ni mogoc¢e posamezno nasteti, dejansko
ne bi mogli izvesti seStevanja, prikazanega v formuli (65), brez domneve o dolo¢eni
pravilnosti v razporeditvi teh materialnih tock, s ¢cimer dosezemo skladnost z izkusnjami.
Najpomembnejsa pravilnost je ta, da so vse materialne tocke enake narave in enakomerno
razporejene po celotnem volumnu telesa. Ta predpostavka pogosto dobro ustreza
izkusnjam. V tem primeru je masa m, ki jo vsebuje kateri koli prostorninski del telesa,
povezana s celotno maso M telesa tako, kot je prostornina w tega dela povezana s

celotno prostornino 2 telesa. Torej velja m = p,w, kjer je p = — masa na enoto

Q
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prostornine (gostota telesa). Ce takSne pravilnosti v razporeditvi masnih delcev
[Massentheilchen] ni, potem domnevamo — kar je mogoce dokazati z vsaj pribliznim
ujemanjem slik, ki iz tega izhajajo, z izkusnjami — da je ta pravilnost prisotna vsaj v
neposredni blizini vsake tocke telesa. To pomeni, da se koli¢nik prostornine dw vsakega
prostorninskega elementa telesa z maso dm, ki jo ta vsebuje, z zmanjsevanjem velikosti
vedno bolj priblizuje doloc¢eni konéni limiti p, katere vrednost se lahko zvezno spreminja
od tocke do tocke v telesu. Ce zanemarimo neskonéno majhne prispevke visjega reda,
tako dobimo:
dm = pdo.

Vsote v formulah (65) se nato zamenjajo z integrali, ki zajamejo celotno prostornino

telesa, in postanejo:
M = /dm = /pdo,

1 1 1
rS—M/xpdo, U—M/ypdo, C—M/ZPdo.

Primer tankega lista ali ravne ali ukrivljene Zice nas pripelje do pojma ravne ali ukrivljene
ploskve in ravne ali ukrivljene linije, ki ju neprekinjeno prekrivajo materialne tocke. Za
ploskev naj bo df njen element, ¢, df pa njena neskonéno majhna masa. Za linijo naj
bo ds njen element dolzine, o, ds pa njena masa. V prvem primeru je torej:

(67)

v=fed. (68)
1 1 1
§=7 [aedr. n=; [vedr. (=7 [zedr,
v drugem pa
M= [ods,
/ (69)

1 1 1
§:M/x0ds, n:M/yads, (:M/zads.

p imenujemo prostorska, ¢ ploskovna, o pa linijska gostota porazdelitve mase.
Ce so mase enakomerno porazdeljene, so to seveda konstante, ki jih lahko izpostavimo
pred integralnimi znaki.

§ 29. Moment sile. Smer vrtenja. Sedaj zapiSemo enacbo, podobno enacbi (63)
za 0s y, in jo pomnozimo z x1, nato pa enacbo (63) pomnozimo z —y; in nazadnje
sestejemo obe tako dobljeni enacbi. Rezultat je:

d? d*z - TEY1 — T
my < - (0 dt;) =21 — X+ ) fu (m)u. (69a)

I
dt? ! Tk

Levo stran te enacbe lahko zapisemo v obliki:

4 dy 4
a "\ T )



62 § 29. Moment sile. Smer vrtenja.

Ce oblikujemo enacbe, podobne enacbi (69a), za vseh preostalih n materialnih tock
nasega sistema in vse te enacbe sestejemo, se Cleni, ki vsebujejo razlicne funkcije f,
unicijo in dobimo:

n

d dyh d{Eh B
dt = mp (a:hdt yhdt> = hz::l (xnDn — ynXn). (70)

Naj bo dana poljubna usmerjena premica O v prostoru; B, naj bo poljubna sila, A
pa njeno prijemalisce, katerega koordinate oznacimo kot xy, yp, z,. AB je puscica, ki
predstavlja to silo po velikosti in smeri. Kot obi¢ajno, izpustimo redukcijski faktor,
¢eprav bi bilo pravilneje dolociti B, kot I" krat AB.

Sedaj definiramo moment sile *B;, glede na premico G kot produkt:

+p K (71)

kjer je K komponenta sile, pravokotna na premico, p pa razdalja od premice do smeri
sile. Predznak je pozitiven ali negativen, odvisno od tega, ali je smer vrtenja sile okoli
premice enaka ali nasprotna smeri, kot jo ima vrtenje od pozitivne osi x proti pozitivni
osi y po najkrajsi poti. Pomen te izjave lahko podrobneje pojasnimo na naslednji nacin.
Polravnina, ki jo omejuje premica G, najprej poteka skozi zacetno tocko A puscice AB,
ki predstavlja silo B, nato pa se po najkrajsi poti zavrti tako, da se vedno poteka skozi
konéno tocko B iste puscice, pri ¢emer je omejena s premico G. Ce ta zasuk poteka v
enakem smislu za oko, ki gleda v smer premice GG, kot vrtenje, ki na najkrajsi nac¢in
spremeni pozitivno os x v pozitivno os y za oko, ki gleda v smeri pozitivne osi z, potem
izberemo pozitiven predznak. Tej smeri vrtenja vedno pravimo pozitivna smer vrtenja
okoli usmerjene premice. Po tem dogovoru doloca smer, v kateri je os usmerjena, tudi
pozitivno smer vrtenja okoli nje.

Ce je tocka A tocka togega telesa, ki se lahko vrti okoli osi GG, bo sila B, skusala
zasukati to telo v pozitivnem smislu okoli osi G. Na kratko recemo, da sila 28, deluje v
pozitivnem smislu vrtenja okoli usmerjene osi G.

V nasprotnem primeru, ko sila deluje v negativnem smislu vrtenja okoli osi G,
moramo v formuli (71) izbrati negativni predznak. Ta formula kaze, da ima moment
dimenzijo sile, pomnozene z dolzino. Moment lahko tudi konstruiramo na ta nacin.

Izberemo poljubno to¢ko C' na premici GG in skozi njo polozimo ravnino F, ki je
pravokotna na premico. Naj bosta A’ in B’ projekciji toctk A in B, ki sta koncni
tocki puscice, ki predstavlja silo B, na to ravnino. Pus¢ica A'B’ tako predstavlja
komponento K sile B, ki je pravokotna na premico GG. Produkt te komponente s
pravokotno oddaljenostjo smeri sile od premice je torej dvakratnik povrsine trikotnika
CA'B’, saj smo dolZino puséice AB postavili enako intenzivnosti sile Bj,. Ta dvakratnik
povrsine, ki ga moramo vzeti s pozitivnim ali negativnim predznakom glede na prej
podano pravilo, znasa:

+2CA'B' (72)

kar je po nasi definiciji enako momentu sile B, glede na premico G.

Lahko nadaljujemo tudi takole: Na ravnini trikotnika C'AB, katerega povrsino
ozna¢imo z CAB, postavimo v tocki C normalo N v smislu, da sila 93, deluje v
pozitivnem smislu vrtenja okoli N. Potem velja:

CA'B' = +CAB cos (N, Q)
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kjer velja enak predznak kot v izrazih (71) ali (72). Moment sile 98, glede na os G je
torej lahko definiran tudi kot koli¢ina:

2CAB cos (N, G) (73)

kjer predznaki niso vklju¢eni. Predznak tega izraza doloca, v katerem smislu deluje sila
B, rotacijsko okoli osi G. Prav tako, kot bomo kasneje videli, je Steviléna vrednost te
koli¢ine odlo¢ilna za intenzivnost, s katero ta sila poskusa zavrteti togo telo okoli osi
G. Zato to koli¢ino imenujemo moment ali tudi vrtilni moment (Drehmoment) sile
glede na to os.

Sedaj bomo v skladu z drugo definicijo poiskali moment sile B, katere prijemalisce,
kot je predpostavljeno v enacbi (70), ima koordinate xy, yn, 2z glede na os z kot os
vrtenja, ki si jo seveda predstavljamo kot usmerjeno od negativnega proti pozitivhemu
delu osi z. Tocko C' lahko nato izberemo kot koordinatno izhodisce, tako da ravnina
xy nadomesti ravnino E. Ker so xy,, yp, 2, koordinate prijemalisca A sile, so xy, yu, 0
koordinate tocke A’. Ker je torej A'B’ projekcija sile 98, na ravnino zy, so:

T +Xn, Y +Yn, 0O

koordinate tocke B’. V skladu z znanim izrazom za povrsino trikotnika s koordinatami
njegovih vrhov je v tem primeru dvakratnik povrsine trikotnika C'A’B’ enak:

+ (21.Dn — ynXn)

in zlahka vidimo, da je treba, tako kot v enac¢bah (71) in (72), ponovno upostevati
pozitiven ali negativen predznak, odvisno od tega, ali daljica OA’ doseze lego OB’ s
pozitivnim ali negativnim vrtenjem okoli osi z po najkrajsi poti. Tako je v vsakem
primeru %), — ynX;, tisto, kar smo opredelili kot moment sile 28, glede na os z. Ce bi
uvedli redukcijski faktor I', s katerim bi dolzine puscic povezali z intenzitetami sile, bi
ga zdaj, ko smo puscice ponovno izrazili s silami, ponovno opustili. Desna stran enacbe
(70) je torej vsota momentov vseh sil, ki od zunaj delujejo na sistem n materialnih tock,
glede na os z.

§ 30. Francoski in angleski koordinatni sistem. Za opazovalca, ki gleda na
koordinatno izhodisce iz smeri, v katero kaze pozitivna os z, ni pomembno, v katero
smer po najkrajsi poti zasukamo pozitivno os x v pozitivno os y, ¢e le obravnava zasuk
okoli vsake usmerjene osi kot pozitiven v istem smislu. V tem primeru se zasuk od
pozitivne osi y v pozitivno os z vedno zgodi po najkrajsi poti okoli pozitivne osi z,
zasuk od pozitivne osi z proti pozitivni osi x pa po najkrajsi poti okoli pozitivne osi y,
kot nam pokaze ciklicna permutacija.

Ce se ta smer zasuka ujema s smerjo vrtenja urinega kazalca, katerega Stevilénica je
obrnjena proti smeri osi, se tak koordinatni sistem imenuje francoski, v nasprotnem
primeru pa angleski?. Prvi koordinatni sistem lahko opisemo tudi tako: oseba, ki obrne
svoj obraz proti pozitivni osi z in glavo v pozitivni smeri osi x, ima pozitivno os x na
levi roki, ali: ¢e je na tabli narisana pozitivna os z navzgor in pozitivna os y proti
opazovalcu, je pozitivna os x usmerjena proti desni roki opazovalca. Ali: ¢e v desko, ki

2Francoski sistem je levosu¢mi, angleski pa desnosu¢ni koordinatni sistem. (OP)
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je vzporedna z ravnino xy, vrezujemo vijacno matico, se vijak, ki se vrti v njej, pomika
naprej v pozitivni smeri osi z, tako kot se po najkrajsi poti preide iz pozitivne smeri
y v pozitivno smer x. Prav tako se hmeljeva vejica, ki raste navzgor in se ovija okoli
osi z, vrti v isti smeri kot zasuk od pozitivne osi x proti pozitivni osi y, medtem ko se
trtna vejica ovija v nasprotni smeri. Seveda se angleski koordinatni sistem v vseh teh
primerih obnasa ravno obratno. Ce sovpadata pozitivni osi x in y obeh koordinatnih
sistemov, bo pozitivna os z enega koordinatnega sistema sovpadla z negativno osjo
z drugega sistema. Tako se oba koordinatna sistema, ¢e obravnavamo pozitivno in
negativno smer kot razli¢ni, ne moreta popolnoma ujemati, temvec¢ se obnasata kot
zrcalni sliki, podobno kot desna in leva rokavica.

Odlocitev v prid enega ali drugega sistema je treba sprejeti Sele, ko za¢nemo
obravnavati pojave, pri katerih nista obe smeri vrtenja enako upraviceni, tj. kadar
imajo pomembno vlogo fizi¢ne rotacije, kot je vrtenje Zemlje, ali asimetri¢na naravna
telesa, kot pri interakciji elektricnih tokov in magnetov, vrtenju polarizacijske ravnine
svetlobe zaradi magnetizma ipd., ali kadar sami izvedemo prostorsko konstrukcijo.

Francoski koordinatni sistem ima naslednjo prednost: Ce zelimo pri konstrukeiji
ploskve z = f (x,y) postaviti os v ravnino in os z navpi¢no navzgor, potem vrednosti
osi x narascajo v smeri, kot obi¢ajno pisemo, narasc¢ajoce vrednosti osi y pa se pomikajo
proti opazovalcu. Pri angleskem sistemu moramo bodisi zapisati +x kot Orientalski
narodi, bodisi tako, da os 4+ narasca stran od opazovalca, ali pa pustiti, da je os +z
usmerjena navzdol, medtem ko mi gradimo navzgor. Ali pa moramo narisati os y v
ravnino in os x proti opazovalcu, ali pa os y navzgor in os z proti opazovalcu, kar
je vse skupaj bolj neprijetno ali vsaj neobic¢ajno. Za fizika pa ima angleski sistem to
prednost, da v njem pozitivni elektriéni tok krozi okoli solenoida v pozitivnem smislu,
¢e njegov severni pol (konec, ki kaze proti geografskemu severu in je obi¢ajno oznacen
kot pozitiven) kaze proti tocki, kjer je os vrtenja.

V nadaljevanju bomo v nasih diagramih uporabljali francoski koordinatni sistem,
pri ¢emer bomo pod pozitivnim vrtenjem okoli usmerjene osi razumeli vrtenje, ki se
opazovalcu, ki gleda s tocke, kamor je os usmerjena, zdi, da poteka v smeri urinega
kazalca.

§ 31. Izrek o vrtilni koli¢ini. Podoba razmisljanja, kot smo jih podali v § 29,
lahko uporabimo tudi za levo stran enacbe (70). Naj bo G spet poljubna premica, C'
njena tocka, E pa ravnina, pravokotna na premico skozi to tocko. Naj bo A tocka v
prostoru, kjer se v ¢asu t nahaja materialna tocka z maso my,, katere koordinate, tako
kot v enacbi (70), ozna¢imo z xp, yn, zn. Naj bo B tocka, kjer se nahaja masa mj v
¢asu t + dt, njene koordinate pa so xj, + dxp, yn + dyn, zn + dz,. Konéno, naj bosta A’
in B’ projekciji tock A in B na ravnino F, df, in df; pa naj predstavljata dvakratnik
povrsin trikotnikov CAB in CA’B’. Naj bo N normala na ravnino prvega trikotnika,
potegnjena v tocki C' na tisto stran, da je zasuk premice C'A v lego C'B po najkrajsi
poti pozitiven zasuk okoli normale. Na kratko recemo, da gibanje od A do B poteka v
pozitivnem smislu okoli normale N. Produkt mase my, kosinusa kota (N, G) in limite,
ki ji priblizujemo koli¢nik dfy/dt, tj. koli¢ino:

mp, cos (N, G) dfy/dt, (74)
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imenujemo vrtilna kolic¢ina [Flichenmoment] mase mj, glede na os G. Ta je tudi

enak:
dfy,

dt
kjer je treba, seveda, spet vzeti pozitiven ali negativen predznak, odvisno od tega, ali
gibanje od A do B poteka v pozitivnem ali negativnem smislu okoli osi G.

V posebnem primeru, ko je G pozitivna os z, lahko namesto tocke C' uporabimo
koordinatno izhodis¢e. V tem primeru so z- in y-koordinate treh tock C, A’, in B’
enake 0, 0; zp, yp oziroma xj, + dzp, y, + dyy. Torej:

df’ = £ (zpdyn, — yndzy) |

kjer je predznak popolnoma enak kot v izrazu (75). Zato je v skladu z navedeno

definicijo vrtilne koli¢ine:
< dyn, dxy, )
Mp\ Th—7 — Yn—

dt dt

v trenutku ¢ vrtilna koli¢ina mase my, glede na os z.

Koli¢ina, ki se pojavi na levi strani enacbe (70) in je odvajana po t, je torej vsota
W, vrtilna koli¢ina vseh n materialnih tock sistema glede na os z. Na kratko bomo W
imenovali skupna vrtilna koli¢ina sistema glede na os z. V skladu z (74) je:

dfn

W = thcos(N z) —— prl

h=1

df, je dvojna povrsina trikotnika, katerega oglisc¢i sta lega materialne tocke my v
trenutku ¢ in lega iste tocke v ¢asu t + dt, tretje oglisce pa je koordinatno izhodisce. N je
normala, postavljena na ta trikotnik tako, da je zasuk iz A proti B okoli nje pozitiven.

Skupna vrtilna koli¢ina sistema glede na katero koli usmerjeno premico G, speljano
skozi koordinatno izhodisce, je:

- dz d “ d
; ( = dyth> —hzlmhcos(]\/,m)c‘lf;

d.l?h th L dfh
V= — | = N,y) ——.
th <Zh i hdt> hz::lthOS( ) dt
Toda skupna vrtilna kohcma sistema glede na katero koli usmerjeno premico G, speljano
skozi koordinatno izhodisce, je:

dfn

i =Ucos (G,z)+ Vcos (G,y) + Wcos (G, z) (76)

o = thCOS(G N) ——

h=1

7Z A oznac¢imo pozitivni kvadratni koren U? 4+ V? 4+ W? in skozi koordinatno izhodisce
potegnemo usmerjeno premico L, tako da velja:
U Vv W
cos(L,x) = —, cos(L,y)=—, cos(L,z)=—
( ? ) A Y ( Y y) A ) ( ) ) A
pri ¢emer so koti ostri ali topi, odvisno od tega, ali so U, V" ali W pozitivni ali negativni.
V skladu s to formulo je skupna vrtilna koli¢ina sistema glede na os L enaka A. Glede
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na katero koli os, ki poteka skozi koordinatno izhodisce O, je ta koli¢ina enaka projekciji
vrtilne koli¢ine A, ki poteka v smeri L, na smer GG. Ta projekcija je lahko pozitivna
ali negativna, odvisno od tega, ali pade na pozitivno ali negativno stran premice G.
Skupni povrsinski moment je torej glede na os L najvecji med vsemi osmi, ki potekajo
skozi koordinatno izhodis¢e O (to je os najvecje vrtilne kolicine glede na tocko O).

Glede na katero koli premico, ki poteka skozi O pravokotno na L, pa je skupna
vrtilna koli¢ina nic.

lahka dokazemo, da je skupna vrtilna kolicina katerega koli sistema glede na ka-
tero koli os enaka momentu glede na vzporedno os, ki poteka skozi tezisce sistema,
povecanemu za vrtilno koli¢ino, ki bi jo imela celotna masa sistema glede na prvo os, ¢e
bi bila v tezisc¢u sistema in bi se gibala s hitrostjo tezis¢a v smeri njegovega gibanja.

Prav tako lahko enostavno dokazemo povsem enake izreke o momentih vseh sil,
ki delujejo na sistem od zunaj, z uporabo geometrijske predstavitve momentov sil s
trikotnimi ploskvami. Ce so:

n n n

D=> (yndn—2Dn), E = (2uXn —zp3n), F = (2xDn — ynXs)

h=1 h=1 h=1

momenti glede na koordinatne osi, potem je moment teh sil glede na poljubno usmerjeno
premico G, ki poteka skozi izhodisce O, enak:

D cos (G, x) + Ecos (G,y) + Fcos (G,z) = H cos (H, x)

kjer je H premica, ki poteka od O in ima dolzino +v/ D2 + E2 + F2, ter tvori s koordi-
natnimi osmi kote, katerih kosinusi so D/H, E/H, F/H. Moment glede na os, ki ima
smer premice H, je enak H, medtem ko je glede na katero koli premico, potegnjeno
skozi O pravokotno na H, enak ni¢. Glede na katero koli drugo premico, potegnjeno
skozi O, lezi med —H in +H. Kon¢no je moment vseh sil, ki delujejo na sistem glede
na katero koli os, enak momentu glede na vzporedno in enakosmerno os, povecanemu za
moment, ki bi ga imele vse sile, ki delujejo na sistem glede na prvo os, ¢e bi delovale brez
spremembe velikosti in smeri v tocki druge osi. Skupni moment notranjih sil sistema, tj.
centricnih sil med dvema tockama, je seveda enak nic¢ glede na vsako os.

Ce na sistem od zunaj ne deluje nobena sila, so tudi momenti zunanjih sil enaki
ni¢; torej je D = E = F = 0. Iz enacbe (70) in ustreznih enacb za osi y in z sledi,
da morajo biti U, V in W tri konstante. Tako je os L, ki predstavlja najvecjo vrtilno
koli¢ino in poteka skozi katero koli tocko P, ki bodisi miruje bodisi se enakomerno in
premocrtno premika, ter ravnina, pravokotna na to os, ki ostajata v prostoru nepremicni
(nepremicna os, nepremicna ravnina), vrtilna koli¢ina glede na katero koli tako os pa se
ne spreminja s ¢asom.

Na primer, ¢e na telo, ki prosto lebdi v prostoru, od zunaj ne deluje nobena sila
in so na zacetku vsi njegovi deli mirovali, nato pa se zaradi notranjih sil en del telesa
zacne vrteti, se mora drugi del vrteti v nasprotni smeri, tako da skupna vrtilna kolic¢ina
glede na katero koli os ostane enak ni¢, saj je bil na zac¢etku enak ni¢. V tem pogledu
je izrek o vrtilni koli¢ini podoben izreku o tezis¢u. Vendar obstaja bistvena razlika:
pri slednjem so odvodi, ki so enaki ni¢ (leve strani enac¢be (64) in ustreznih enacb za
preostale koordinatne osi), popolni diferenciali dolo¢enih koli¢in, in sicer koordinat
tezis¢a. Koli¢ine, ki so v skladu z izrekom o vrtilni koli¢ini enake ni¢ (leve strani enacbe
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(70) in ustreznih enacb za preostale koordinatne osi), pa niso popolni diferenciali funkcij
koordinat glede na cas.

Telo prosto lebdi v prostoru brez vpliva zunanjih sil. Na zacetku miruje, kasneje pa
se njegovi deli zaradi notranjih sil za¢nejo relativno gibati. Ce imajo v dveh razli¢nih
¢asih t; in ty enako relativno lego, mora tezisce telesa nujno imeti enako absolutno lego
v prostoru, saj se ta lega ne spreminja. Vendar se lahko telo v ¢asu t; — ty poljubno
zavrti okoli tezisca, ¢e se nekateri njegovi deli niso vrnili v prvotno lego po isti poti, po
kateri so jo zapustili, temvec so se gibali po zaprtih tirih, ki pokrivajo omejeno obmocje.

Macka, ki prosto lebdi v prostoru in na zacetku miruje, se lahko poljubno obraca
okoli svoje osi, e iztegnjene tacke premakne v levo od telesa, jih nato skrci proti telesu,
jih premakne v desno, nato jih spet iztegne in ponovi isto gibanje. Vendar pa ta macka
ne more spremeniti lege svojega tezisca. Dokler veliko stevilo ladij pluje okoli Zemlje v
smeri vrtenja Zemljine osi, se dolzina dneva podaljSuje. Vrtenje zemeljske osi, za katero
predpostavljamo, da je fiksno, se vrne na prejsnjo hitrost takoj, ko se ladje ustavijo,
vendar pa daljica, ki poteka od sredis¢a Zemlje do fiksne tocke na ekvatorju, zaradi
manevrov ladij nenehno zaostaja za svojo kotno rotacijo za dolo¢eno konstanto, kar
pomeni, da se astronomski ¢as upocasnjuje.
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IV

Nacelo virtualnih premikov

§ 32. Toge in enostranske vezi Naredimo nov korak k stvarnosti. Izkusnje nam
kazejo stevilna telesa, ki se v prostoru gibajo na najrazlicnejse nacine, ne da bi se njihova
oblika, tj. medsebojna relativna lega posameznih delov, opazno spremenila. Taksna
telesa imenujemo trdna, in ustvarimo si ideal togega telesa, tj. telesa, katerega deli
ne morejo utrpeti niti najmanjse spremembe svojih relativnih leg.

Ce si predstavljamo, da je taksno telo sestavljeno iz materialnih tock, potem morajo
koordinate teh tock za ves ¢as gibanja ustrezati nekaterim osnovnim enac¢bam, ki
izrazajo, da razdalja med poljubnima materialnima tockama ostaja konstantna. Te
enaCbe imenujemo omejitve sistema [Bedingungen des Systems|. Njihov obstoj,
kot tudi obstoj zelo razliénih drugih materialnih tock med gibanjem, je mogoce dobro
ponazoriti z uporabo prejsnje slike mehanike.

O gibanju togih teles dobimo nazorno sliko na naslednji na¢in. Predstavljamo si
sistem stevilnih zelo gosto posejanih materialnih tock. Te materialne tocke se morajo v
celoti gibati v skladu z do zdaj oblikovanimi zakoni. V doloceni relativni legi materialnih
tock (normalna lega), ki doloca obliko trdnega telesa, mora biti rezultanta vseh notranjih
sil, ki delujejo na vsako od njih, enaka nic. Cim se razdalja med poljubnima sosednjima
materialnima tockama le malo poveca ali zmanjsa, se takoj pojavijo izredno velike
notranje sile, ki ju poskusajo spet vrniti na prvotno razdaljo (normalno razdaljo).

Ti pogoji so zagotovo izpolnjeni, ¢e sprejmemo naslednje posebne predpostavke o
notranjih silah. Za vsako materialno to¢ko morajo obstajati vsaj tri ali ve¢ drugih
tock, ki z njo ne lezijo v isti ravnini (imenovali jih bomo sosednje tocke) in imajo
naslednjo lastnost: Sila f (r), ki deluje med njimi in sosednjo toc¢ko na razdalji r, je
enaka nic¢, takoj ko je r enaka normalni razdalji, vendar pa ima zelo veliko pozitivno
vrednost, takoj ko je r nekoliko manjsa, in zelo veliko negativno vrednost, takoj ko je r
nekoliko veéja od obic¢ajne razdalje. V prvem primeru mora torej takoj priti do zelo
velikega odboja, v drugem pa do zelo velikega privlaka. Na kratko lahko re¢emo, da sta
materialni toc¢ki togo povezani, e centripetalna sila, ki deluje med njima, ne dopusca,
da bi bila njuna razdalja bistveno vecja ali manjsa od normalne razdalje. Za vse druge
materialne tocke, ki se ne obnasajo tako kot tiste, ki smo jih imenovali sosednje tocke,
velja, da sila, ki deluje nanje na normalni razdalji in na razdaljah, ki se od te razdalje
ne razlikujejo veliko, izgine.

Ce poleg teh notranjih sil na sistem tock delujejo Se druge zunanje sile [dussere
Krafte], ki izhajajo iz zunanjih tock, se takoj, ko materialne tocke med gibanjem le
malo spremenijo svojo relativno lego, pojavijo ogromne sile, ki jih skusajo vrniti v
prvotno relativno lego; sistem bo torej priblizno podoben togemu telesu, ce si notranje
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sile, ki jih povzroc¢ijo majhne deformacije, predstavljamo kot dovolj velike v primerjavi
z zunanjimi silami. Vendar je to le priblizek; pri delovanju zunanjih sil se namrec
vedno pojavijo majhne spremembe oblike, v nekaterih posebnih primerih, ko je ena od
dimenzij prostora, ki ga zapolnjujejo tocke, majhna, npr. ko ima obliko urne vzmeti, pa
so mozne tudi vecje deformacije. Tako nasa slika odstopa od ideala popolnoma togega
telesa, vendar prav na enak nacin, kot od tega ideala odstopajo dejanska trdna telesa.

Poleg toge povezave dveh materialnih tock je zelo pomembna Se ena vrsta povezave,
ki jo bomo imenovali enostranska. Doslej smo predpostavljali, da sila, ki deluje med
dvema materialnima tockama, ne dopusca opaznega priblizevanja ali oddaljevanja v
primerjavi z normalno razdaljo.

Sila mora imeti za vsako razdaljo, ki je le malo vecja od obicajne, zelo veliko negativno
vrednost, vendar mora biti za obicajno in vsako manjso razdaljo enaka ni¢, ali pa mora
imeti za vsako razdaljo, ki je le malo manjsa od obic¢ajne, zelo veliko pozitivno vrednost,
vendar mora biti za obic¢ajno in vsako vec¢jo razdaljo enaka ni¢. V prvem primeru bo
sila, ki deluje med dvema materialnima tockama, preprecila vsako oddaljevanje preko
obic¢ajne razdalje, vendar ne bo ovirala poljubnega pribliZevanja; v drugem primeru bo
priblizevanje preko neke meje nemogoce, vendar ni¢ ne bo oviralo oddaljevanja. V teh
dveh primerih pravimo, da sta materialni tocki enostransko povezani.

Priblizek prvega primera sta dve majhni telesi, povezani s tanko, skoraj neraztegljivo
vrvico; za drugi primer sluzita dve togi krogli, katerih sredisci sta oddaljeni, vendar se
ne moreta priblizati na razdaljo, manjso od vsote njunih polmerov.

§ 33. Razlicne oblike omejitev, ki so jim lahko izpostavljeni sistemi tock. S
taksnimi vezmi lahko obravnavamo primere, ko med koordinatami tock sistema obstajajo
pogojne enacbe [Bedingungsgleichungen|, npr. primer mase, ki mora med gibanjem
ostati na predpisani ploskvi ali krivulji. V teh primerih poteka prikaz na naslednji
nacin:

Naj bo krogla polmera a izredno gosto in enakomerno zapolnjena s togo povezanimi
materialnimi tockami, tako da se obnasa priblizno kot toga materialna krogla. Poleg
tega naj bi bili dve zvezni ploskwvi, katerih pravokotna razdalja je vedno in povsod
enaka (enaka 2b), neskonéno gosto zasedeni z drugimi materialnimi tockami, ki jih
bodisi nespremenljivo drzijo v prostoru ustrezne sile bodisi se premikajo na predpisani
nacin, vendar tako, da pravokotna razdalja obeh ploskev vedno in povsod ostaja enaka
2b. Te zadnje materialne tocke imenujemo tocke naprave, ki omejuje svobodo gibanja.

Naj bo na zacetku krogla to¢no med obema ploskvama. Sila, s katero poljubna
materialna tocka ene od ploskev deluje na poljubno materialno tocko povrsine krogle, je
na razdalji b — a in vecji enaka ni¢, Ze na nekoliko manjsi razdalji pa je enaka izredno
velikemu odboju. Med materialnimi tockami krogle in napravo ne smejo delovati druge
sile. Razdalja dveh sosednjih materialnih tock mora biti zelo majhna v primerjavi s
b— a tako na krogli kot na obeh ploskvah. Tako smo ponazorili primer, ko se popolnoma
gladka toga krogla giblje med dvema popolnoma gladkima trdnima ploskvama. Tezisce
krogle, ki sovpada z njeno sredis¢no tocko, se mora, ¢e nanjo delujejo tudi zunanje sile,
gibati tako, da se nenehno zadrzuje na ploskwvi, ki lezi med obema ploskvama v sredini
in je nespremenljiva ali spremenljiva s ¢casom na doloc¢en nacin, glede na to, kaksni sta
ti ploskvi. Tako bo med njegovimi koordinatami in gibanjem obstajala enacba, ki bo
v slednjem primeru eksplicitno vsebovala cas. Ce Zelimo predstaviti gibanje ene same
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materialne tocke, ki je prisiljena ostati na ploskvi, potem si lahko predstavljamo, da
so vse tocke krogle brez mase, razen sredisca, ali pa kroglo nadomestimo z eno samo
materialno tocko, na katero delujejo zelo velike odbojne sile, ¢e je njena oddaljenost od
katere koli tocke ene od ploskev nekoliko manjsa od b.

Ce materialne tocke naprave tvorijo cev povsod enakega kroznega preseka, ki obdaja
kroglo ali eno materialno tocko, potem dobimo masno tocko, ki se mora gibati po
predpisani krivulji; potem med njenimi koordinatami med celotnim gibanjem obstajata
dve enacbi.

Samoumevno je, da lahko z istimi pripomocki uresni¢imo zelo razlicne primere, ko se
materialne tocke gibljejo tako, da med njihovimi koordinatami obstaja doloceno stevilo
enach, ki eksplicitno vsebujejo cas ali pa so lahko od njega neodvisne.

Vsako omejitev sistema, ki jo lahko opiSemo z enacbo

(P(taxbyl’--wzn):o (77)

med koordinatami x1, v, ...,z, njegovih materialnih tock, ki lahko vsebuje cas t
eksplicitno ali ne, imenujemo holonomni pogoj. Sistem, ki je podvrzen le holonomnim
omejitvam, imenujemo holonomni sistem.

S togimi omejitvami materialnih tock lahko predstavimo tudi enacbe, ki poleg
koordinat vsebujejo tudi njihove diferenciale v povezavi, ki predstavlja neintegrabilni
diferencialni izraz. Ce so koordinate materialnih tock poONoOvVNO X1, Y1, - - .,2n, j€ NAjpre-
prostejsa oblika teh enac¢b naslednja:

Tdt + fldl’l + mdyl R Cndzn =0 (78)

kjer so 7, &1, M1, - .., ¢, poljubne funkcije ¢, 1, y1, ..., 2z, leva stran pa nima integra-
cijskega faktorja. ! Vsak pogoj, ki ga je mogoce podati le na ta naé¢in, imenujemo
neholonomni (nicht holonome) sistem, pri katerem je vsaj ena omejitev neholonomna,
pa imenujemo neholonomni sistem.

Taksna enacha bi nastala, ¢e bi se toga krogla, katere povrsSina je polna izredno
velikega Stevila enako oddaljenih, zelo drobnih tock, gibala med gladko ploskvijo
in ploskvijo s Stevilnimi luknjami tako, da bi se tocke vedno zataknile v luknje, s
¢imer bi lahko s poljubnim priblizkom predstavili stanje, v katerem se je toga krogla
prisiljena kotaliti po fiksni ali spremenljivi ploskvi. Ali je mogoce neholonomske omejitve
predstaviti z naso sliko drugace kot v tem smislu in s poljubnim priblizkom, puscam
odprto.

V mehaniki se pogosto obravnavajo tudi primeri, ko med koordinatami nekaterih
materialnih tock ne obstajajo enacbe, temveé¢ neenacbe. Naj bo ¢ (x,y, z) funkcija
pravokotnih koordinat x, y, z tocke, ki je na sklenjeni ploskvi (ploskvi F') enaka ni¢,
znotraj nje je < 0, zunaj nje pa > 0. Pogoj, da mora biti za materialno toc¢ko v celotnem
¢asu njenega gibanja ¢ (x,y, z) < 0, lahko nato predstavimo tako, da zunaj ploskve F
zgradimo drugo ploskev GG, ki ima od ploskve F' vedno pravokotno razdaljo a in je gosto
poseljena z materialnimi tockami, ki na razdalji, vec¢ji ali enaki a, na drugo materialno
tocko ne delujejo z nobeno silo, na razdalji, le malo manjsi od a, pa takoj izvajajo
izredno velik odboj. Razdalja med sosednjima materialnima tockama na ploskvi G

y d d
1Se bolj splosne oblike, kot je npr. (d—y)2 + sin (d—y)2 + 1 = 5 izkljué¢imo.
x x
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mora biti zelo majhna glede na a. Tako smo ustvarili neprepustno, popolnoma gladko
lupino, znotraj katere je materialna krogla.

Zaradi enostranskih omejitev lahko torej obstajajo neenache, ki vsebujejo le koordi-
nate razlicnih materialnih tock in po moznosti eksplicitno tudi cas t, torej oblike

(,O(t,l’l,yl,...,Zn) SO (79)

Imenujemo jih holonomne pogojne neenacbe. Vendar lahko obravnavane neenache
vsebujejo tudi diferenciale koordinat, ki jih ni mogoce prevesti na obliko (79) (neholo-
nomske pogojne neenacbe), v tem primeru se omejimo na tiste, ki jih je mogoce
zapisati v obliki

Tdt + &drey +mdyy + -+ (udz, < 0. (80)

Da bi prikazali raznolikost modelov, ki jih je mogoce sestaviti na ta nacin, si
zamislimo izjemno veliko Stevilo materialnih tock iste narave, ki vse ne delujejo druga
na drugo na zelo majhni razdalji a in na vecji razdalji, temve¢ se na nekoliko manjsi
razdalji takoj zelo moc¢no odbijajo. Vse te materialne tocke v posodi G je treba z neko
zunanjo tlacno silo stisniti tesno skupaj, tako da sta dve sosednji tocki vedno zelo blizu
druga drugi na razdalji a. Takrat se bodo obnasale kot drobna, popolnoma gladka
zrnca peska ali kot delci nestisljive tekocine brez trenja. Popolno izhlapevanje slednjih
lahko prepreci le tlak, ki deluje na njihovo povrsino.

Lahko se zgodi, da do istih enacb ali neena¢hb pridemo ne le na en, temvec na vec
na¢inov z razliénimi pripomocki, npr. do neenacbe x* + y? + z? < 1 tako, da materialno
tocko z neraztegljivo, a popolnoma prozno nitjo povezemo s fiksnim namisljenim
koordinatnim izhodis¢em ali pa jo ogradimo s togo votlo kroglo. Videli bomo, da so
enacbe gibanja, ki jih dobimo iz mehanske slike, odvisne le od vrednosti neposrednih
sil in oblike pogojnih enach ali neenacb, ne pa od tega, ali so te enacbe ali neenacbe
realizirane s taksno ali druga¢no napravo. V vseh primerih, ko je gibanje enoli¢no
dolo¢eno z ena¢bami gibanja, zacetnimi legami, zacetnimi hitrostmi in njihovimi smermi,
torej ne more biti odvisno od mehanske izvedbe teh pogojev.

Ko v nadaljevanju govorimo o kakrsnih koli omejitvah, imamo v mislih vedno take, ki
jih je mogoce na nek nacin uresniciti s togimi ali enostranskimi omejitvami. Z enac¢bami
gibanja, ki veljajo v tem primeru, razumemo tiste, ki izhajajo iz teh omejitev v skladu
z mehansko sliko. Za enacbe gibanja je samoumevno, da je lahko odlocilna le omejitev,
ki jo ima gibanje zaradi pogojev v naslednjem trenutku casa, in da je ta doloCena z
razmerji, ki, tako kot enacbi (78) ali (80), vsebujejo linearne spremembe koordinat in v
katerih lahko same koordinate obravnavamo kot konstantne.Dokazano je bilo, da lahko
vsako linearno povezavo med spremembami koordinat ustvarimo s pomocjo togih in
enostranskih omejitev. To pomeni, da lahko vse pogoje gibanja, tudi ¢e se scasoma
spreminjajo, nadomestimo s primerno izbranimi materialnimi tockami, ki so povezane s
togimi in enostranskimi omejitvami. Vendar se s tem ne Zelimo podrobno ukvarjati in
ne zelimo preverjati, ali je mogoce na ta nacin realizirati vse predstavljive enacbe in
neenacbe med koordinatami; za nas obstajajo le taki pogoji, ki jih lahko realiziramo na
ta nacin. Prav tako ne moremo in nocemo dokazati, da se telesa v naravi, za katera
med gibanjem veljajo takSne pogojne enache, gibljejo v skladu z zakoni, ki izhajajo iz
nase slike. Koliko je to res, je stvar eksperimentalne fizike.
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§ 34. Pojem neposrednih in izgubljenih sil, virtualni premiki itd. Zdaj pa
izpeljimo enacbe za najsplosnejsi primer, ki ga lahko predstavimo z naso sliko. Naj bo
podan sistem n materialnih tock, od katerih jih je poljubno stevilo togo ali enostransko
povezanih med seboj ali z drugimi p materialnimi tockami, pri ¢emer slednje bodisi
mirujejo, bodisi se v prostoru premikajo na predpisan nacin.

Sile, ki izhajajo iz teh omejitev, imenujemo sile vezi [Verbindungskrafte]. Poleg
tega lahko vsaka od n materialnih tock, ki niso togo povezane, deluje s centri¢nimi
silami druga na drugo (notranje neposredne sile [inneren expliciten Kréfte]) ali
pa obstajajo katere koli druge () materialne tocke, ki delujejo s centri¢nimi silami
na katero koli od n materialnih tock (zunanje neposredne sile [dusseren expliciten
Krifte]). Vse te sile imenujemo neposredne sile, ker ne izvirajo iz togih ali enostranskih
omejitev med n tockami ali ; tockami med seboj.

Omejitve lahko vedno nadomestimo z ustreznimi enacbami ali neena¢bami med
koordinatami n materialnih tock, ki jih imenujemo omejitve sistema.

Z my, oznaCimo maso poljubno (h—to) od obravnavanih n materialnih tock, z z,
Yn, zn, njene koordinate v casu ¢, rp, Yy, 3» komponente rezultant vseh sil vezi, glede
na koordinatne smeri, ter z X, Y}, Z; komponente rezultante vseh neposrednih sil, ki
delujejo na to materialno tocko v casu t. V skladu s tem dobimo naslednje enacbe:

dQl’h d2yh dQZh

htTh, Mh= s htYn, Mh~ s ht3n (81)

Deloma zato, da bi olajsali razumevanje drugih knjig, v katerih se ti izrazi uporabljajo,
in deloma zato, ker je opisna terminologija bistvenega pomena za razumevanje, uvedemo
naslednje izraze: Vsoto (seveda vektorsko vsoto) neposrednih in sil vezi, ki delujejo na
tocko, imenujemo skupna sila [Totalkraft] na to toc¢ko. Komponente skupne sile, ki
deluje na tocko sistema v koordinatnih smereh, so torej izrazi (81). Enaka je ustrezni
komponenti dejanskega pospeska te tocke, pomnozeni z njeno maso, kar je samoumevno,
saj skupna sila predstavlja vsoto vseh sil, ki delujejo na zadevno tocko.

Po drugi strani pa dejanski pospeski niso enaki pospeskom, ki bi jih povzrocile samo
neposredne sile. Predpostavljamo, da se zaradi vezi del neposrednih sil izgubi. Ta del
neposrednih sil, ki se izgubi pri dejanskem pospesevanju in premaguje le upor vezi,
imenujemo izgubljena sila [verlorene Kraft]. Izgubljene sile so torej enake silam vezi
[Verbindungenkréfte], vendar usmerjene v nasprotno smer, saj jih te uravnotezijo

—Lh;  —Yn, —3n (82)

so torej glede na koordinatne smeri komponente tiste sile, ki se izgubi zaradi neposredne
sile, ki deluje na my,. Ce od neposredne sile, katere komponente so X, Y}, Zj, odstejemo
skupno silo, katere komponente so Xj, + 15, Y, + 9, 2, + 35 in ucinkuje sama, dobimo
tisto, kar se izgubi zaradi sil vezi, tj. izraze (82).

V nasprotju z dejanskim pospeskom neke materialne tocke, ki ima v smeri abscise

komponento
dQJIh 1
= — (X 83
= (X m). (53)

ZNeposredne sile seveda sovpadajo z zunanjimi, ¢e med n materialnimi to¢kami ne delujejo druge
sile, razen sil vezi, torej ¢e med njimi ni drugih centri¢nih sil razen tistih, ki jih doloc¢ajo pogojne
enacbe, npr. v primeru delcev enega ali ve¢ trdnih ali tekocih teles, ki med seboj ne delujejo na daljavo.
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a pospesek, ki bi ga imela ta ista materialna tocka, ¢e ne bi bilo omejitev, samo zaradi
neposrednih sil, imenujemo neposredni pospesek. Njegova projekcija v smeri abscise
je
1

—X,. (84)

mp
Zaradi omejitev neposredni pospesek postane dejanski pospesek. Pospesek, ki se izgubi
zaradi sil vezi, dobimo tako, da od neposrednega pospeska odstejemo dejanski pospesek,

tako da je
1 1

“th—-“()Gr+xh):«—?th, (85)
Mp mp Mp

komponenta izgubljenega pospeska [verlorenen Beschleunigung] tocke my, v abscisni

smeri. Tudi ta je enak, vendar v nasprotni smeri od pospeska, ki ga povzrocajo samo

sile vezi.

Komponente X, Y}, Z;, neposrednih sil obravnavamo kot dane, komponente sil vezi
Lhs Yn, 3n pa bomo odpravili v naslednjem paragrafu. V ta namen upostevamo lego vseh
materialnih tock ob nekem ¢asu ¢ in si predstavljamo, da je vsaki toc¢ki v prostoru, v
kateri se ob ¢asu ¢ nahaja katera koli od n materialnih tock, dodeljen povsem poljuben,
neskon¢no majhen premik. Koordinate xy, yp, 25 tocke v prostoru, kjer je bila h—ta
materialna tocka v ¢asu t, se tako spremenijo za dxy, 0yn, 0z,. Za vse te spremembe
koordinat velja le en pogoj, in sicer da izpolnjujejo pogojne enache in neenache sistema
v Casu t, pri Cemer pa je treba cCas t, v kolikor se v njih eksplicitno pojavlja, obravnavati
kot konstanto. Omejitve tako dobljenega sistema bi torej morale ostati izpolnjene, ¢e bi
se vsaka materialna tocka dejansko premaknila iz tocke prostora, kjer se nahaja v ¢asu
t, na mesto, kamor se je ta tocka prostora premaknila.

Vse mozne neskonéno majhne premike, ki izpolnjujejo to edino zahtevo, imenujemo
virtualni premiki [virtuelle Verschiebungen]. Teh nikakor ne smemo zamenjati
s premiki, ki jih dejansko imajo materialne tocke v casovnem razmiku dt, ki sledi
¢asu t. Slednje imenujemo dejanski premiki [wirklichen Verschiebungen| v ¢asu dt.
Spremembe, ki jih imajo zaradi teh premikov koordinate h-te od n materialnih tock,
ozna¢imo z dzxy, dyp, dzp, in jih imenujemo diferenciali koordinat Differentiale der
Coordinaten|, spremembe 0xp,, dyn, 025, pa imenujemo variacije koordinat.

Ce so materialne tocke, ki smo jih poimenovali materialne tocke p, s katerimi smo tako
ustvarili omejitve sistema, nepremicne v prostoru, z drugimi besedami, ¢e so omejitve
sistema s casom ne spreminjajo, potem morajo diferenciali izpolnjevati enake pogoje
kot variacije. Variacije so torej lahko enake tudi diferencialom, vendar je prvi pojem
veliko bolj splosen, saj zajema na splosno vse mozne neskonéno majhne spremembe, ki
izpolnjujejo omejitve, medtem ko drugi izraza le tiste posamezne spremembe, ki se v
casu dt dejansko pojavijo. Ce pa omejitve sistema eksplicitno vsebujejo ¢as, so pogoji
za diferenciale na splosno drugac¢ni od pogojev za variacije. Upostevajmo holonomno
omejitev, ki neposredno vsebuje ¢as in je izrazena z enacbo (77) ali neenacbo (79).
Potem morajo koordinate spremenljivk zj, +dxp, ypn + 0yn, 2n + 02, Se vedno izpolnjevati
pogoj, ki obstaja v ¢asu t, medtem ko morajo koordinate xj + dxy,, yn + dyn, zn + dzp,
ki ustrezajo Casu t + dt, izpolnjevati pogoj, ki obstaja v casu t + dt. Ce je torej funkcija
 odvedljiva za ustrezne vrednosti spremenljivk, je:

" [ Op Dy i
S| 56 s ZTu | <
2 <a£€h Th + o Yn + o2 Zh) <0 (86)
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medtem ko imamo za diferenciale ZVez0:

+Z<a@dxh+ 92, h+adzh> <0. (87)
Oyn 0z,

Velja samo znak enakosti ali pa oba znaka, odvisno od tega, ali je pogoj doloCen z enac¢bo

(77) ali neenacbo (79). Ce omejitev ni holonomna, morajo diferenciali izpolnjevati

zvezo (78) ali (80). Ce v njej vzamemo ¢ kot konstanto, dobimo zvezo, ki obstaja med

variacijami. Torej je slednji

> (Endan + mudyn + Cuozn) <0, (88)
h=1

kjer znak enakosti ustreza zvezi (78), znak neenakosti pa zvezi (80). Naj omenimo,
da sta zvezi (86) in (87) le posebna primera zvez (80) in (88), ki ju dobimo, ¢e vanju

vstavimo
I Oy I ¢

YR 51 771:7,---7@1:7-
ot 8x1 83/1 821
Seveda zvezi (86) in (87) nista enakovredni zvezi (79), saj iz te izhaja veljavnost
prvih zvez le, ¢e zacetne vrednosti koordinat izpolnjujejo enacbo (77). Ce velja znak
neenakosti, so mozne tudi druge zacetne vrednosti, in takrat zveza (79) ne pove niCesar
o diferencialih ali variacijah. Mozno bi bilo tudi, da neholonomska zveza v obliki (80)
velja le v primeru obstoja nekaterih ena¢b med koordinatami, npr. le dokler se trdno
telo dotika neke ploskve, ki jo lahko na eni strani zapusti. Virtualni premik sistema je
v vsakem primeru vsak neskon¢no majhen premik sistema, pri katerem premiki vseh
tock n sistema izpolnjujejo zvezo (86) ali (88), ki ju doloca katerakoli omejitev sistema.

(89)

T =

§ 35. Matematic¢ni zapis nacela virtualnih premikov. Naj bo dzq, oy, 62, .. .,
0z, sprememba koordinat, ki ustreza kateremukoli virtualnemu premiku sistema. Od
enach, ki jih dobimo iz (81), ¢e postavimo h = 1, pomnozimo prvo s dzy, drugo z oy,
tretjo z 021, prav tako od enach, ki jih dobimo iz (81), ¢e postavimo h = 2, pomnozimo
prvo s dxo, drugo s dys, tretjo s dz, in tako naprej do zadnje. Ce tako dobljene enache
sestejemo, dobimo naslednje:
n 2 2
> [mhdih - Xh] dxp + lmhdyh - Yh] Oyn + |mn— 5
— dt dt?
(90)

M:

(xnéxn + vrdyn + 3n025)

h=1

Naj bo my druga materialna tocka, s katero je togo ali enostransko povezana
materialna tocka z maso m;. Koordinate te druge materialne tocke so xx, yr, 2,
razdalja med materialnima toCkama pa je 7k, kjer fur (rpx) oznacuje silo, ki deluje
med njima zaradi toge ali enostranske omejitve. Ta sila prinese na desno stran enacbe,
odvisno od tega, ali tocka my, pripada tockam n ali tockam p, tri ali Sest dodatnih
¢lenov, katerih vsota je v vsakem primeru enaka

M [(l‘h — l’k)(él’h — (5$k) + (yh - yk)(éyh - 5yk> + (Zh o Zk>(5zh B 5Zk)]

Thi
= frr(Thic)OT h
(91)
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kjer je drpr sprememba razdalje 7y, zaradi virtualnih premikov. Pri tem velja
e = (o — 2e) 4 (yn — ) + (20— 2)°

Izraz (91) velja nespremenjeno, ne glede na to, ali materialna tocka my, prav tako pripada
materialnim tockam n ali pa pripada materialnim tockam p; v slednjem primeru je
namre¢ preprosto dx, = oy, = 0z, = 0, saj morajo virtualni premiki potekati brez
spreminjanja pogojnih enach, tj. brez spreminjanja lege materialnih tock . V slednjem
primeru zadevna sila vezi doda le tri dodatne ¢lene na desni strani enacbe (90).

Ce sta zdaj materialni tocki my in my togo povezani druga z drugo, potem je treba
virtualne premike izbrati tako, da razdalja med toc¢kama ostane nespremenjena, tj.
drpe = 0. Potem se izraz (91) zreducira na nic. Ce so vse vezi toge, potem se za vsako
povezavo dveh od n tock po Sest ¢lenov, za vsako povezavo ene od n toc¢k z eno od pu
tock pa po trije cleni desne strani enacbe unic¢ijo. Zato je celotna desna stran te enache
enaka ni¢.?

Pri enostranskih vezeh dveh materialnih tock sta mogoca dva primera:

1. Sila, ki deluje med to¢kama, ne dovoli, da bi se razdalja med njima zmanjsala,
ne da bi se sama pri tem povecala. Potem sila fy (rnr), ki deluje med tockama, ne
more biti privlacna, tj. ne more biti negativna. Toda tudi razdalja tock se ne more
zmanjsati, kar pomeni, da drp; ne more biti negativen, zato izraz (91) ne more biti
negativen, lahko je le enak ni¢ ali pa pozitiven.

2. Sila preprecuje le povecanje razdalje, zato je lahko kve¢jemu privlacna, nikoli
odbojna, torej ne more imeti pozitivne vrednosti, prav tako pa 7y, ne more biti
pozitiven. Produkt (91) je torej spet enak ni¢ ali pozitiven, nikoli negativen. Da bi bil
negativen, bi moral biti en od ¢lenov negativen, drugi pa pozitiven. Iz tega sledi, da je
lahko desna stran enacbe (90), ¢e med njima obstajajo enostranske vezi, vedno enaka le
nic¢ ali pozitivna, nikoli negativna, torej

n

> (©ndn + vabyn + 3ndzn) > 0, (92)
h=1

Enako mora torej veljati tudi za levo stran, in tako dobimo:

n d2 d2 d2
Kmh Th Xh> dxp, + (mh th — Yh> oyn + (mhzh — Xh> 6zh] >0. (93)
ot dt dt

kjer za toge vezi velja znak enakosti, za enostranske pa znak enakosti ali neenakosti.

Nacelo, ki ga izraza ta enacba, imenujemo nacelo virtualnih premikov, pri cemer
ta izraz uporabljamo v nekoliko SirSem smislu kot Lagrange in vkljucujemo tudi
posploSitve, ki so jih zanj uporabili Fourier, Gauss in d’Alembertovo nacelo.

Ce obstaja ve¢ enostranskih vezi, se lahko zgodi, da se vsak virtualni premik
sistema, takoj ko spremenimo predznak vseh variacij koordinat, ne da bi spremenili
njihovo absolutno vrednost, ponovno spremeni v virtualni premik, tako da je vedno tudi
nasprotni premik virtualni. Takrat mora v vseh pogojih veljati samo znak enakosti, saj
se njihova pravilnost ne sme spremeniti s spremembo predznakov vseh variacij. Zato

3To, kar je navedeno v besedilu, je matemati¢no natanéno za toge vezi, vendar fiziéno velja le
priblizno. Tako je treba poudariti, da se lahko pojav nevidnih nihanj toc¢k ena proti drugi celo napove
iz nase slike.
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mora tudi v zvezi (93), tako kot pri vseh togih vezeh, vedno veljati znak enakosti,
saj izraz na levi strani ne more biti pozitiven za noben virtualni premik; sicer bi bil
namrec negativen za virtualni premik, ki mu je nasproten, kar pa je po splosnem nacelu
nemogoce. Primer tega imamo, ko se toga gladka krogla nahaja med dvema togima
gladkima ploskvama, katerih razdalja je povsod enaka premeru krogle.

n

Ker je Z (zndzn + Dpoys + 3r025) delo, ki ga opravijo sile vezi pri obravnavanem
h=1
premiku, lahko recemo, da je delo, ki ga opravijo sile iz vezi, za vsak virtualni premik

enako ni¢ le, ¢e imamo le ena¢be, in ni¢ ali pozitivno, ¢e obstajajo tudi neenacbe.’elo
sil vezi je enako, vendar z nasprotnim predznakom kot delo izgubljenih sil, katerih
komponente smo ugotovili, da so enake —r,, —9,, —35. Zveza (92) torej pomeni, da
delo teh sil pri prehodu iz dejanskega gibanja v drugo mozno gibanje nikoli ne more
biti pozitivno. Ker si sile prizadevajo ustvariti vsako gibanje, pri katerem opravijo
pozitivno delo, lahko recemo tudi, da dejansko gibanje poteka tako, da ne obstaja
nobeno drugo mozno gibanje, pri katerem bi izgubljene sile zZelele prehod iz dejanskega
v drugo mozno gibanje. Na primer, v primeru ravnotezja se vse neposredne sile iznicijo,
kar lahko obstaja le, Ce si te sile ne prizadevajo za nobeno mozno gibanje, tj. ce
pri nobenem moznem gibanju ne opravijo pozitivnega dela. Ce pogoji eksplicitno ne
vsebujejo ¢asa, kar pomeni, da veljajo neodvisno od casa, potem mora biti dejanski
premik v ¢asu dt zdruzljiv z istimi pogoji kot virtualni premiki, zato mora biti poseben
primer slednjih. Zato mora delo sil vezi izpolnjevati zgornje pogoje tudi za dejanske
premike. Nepremicna, toga, gladka cev ne more prenesti dela na togo gladko kroglo, ki
se natan¢no prilega vanjo, prav tako pa ne more prejmeti dela od nje. Ce pa se lega
sredis¢ne ¢rte s ¢casom spreminja, se lahko delo prenese na kroglo. Omeniti je treba, da
tudi v primeru neenacb, ki se s ¢asom ne spreminjajo, lahko neskoné¢no majhna koli¢ina
dela preide le v neskoncno kratkem casu gibanja, saj materialna tocka, ki je vezana na
eni strani, takoj zapusti napravo.

Morda bi lahko padli v skusnjavo, da bi kot a priori ocitno sprejeli, da mora biti
delo sil upora, ki vzdrzujejo nekatere pogoje, pri vsakem gibanju, ki ni v nasprotju
s temi pogoji, enako ni¢. Toda v tej splosnosti bi bila ta trditev napacna, saj so sile
upora lahko povezane s trenjem, ki porablja delo. Zato bi bilo treba to predpostavko
omejiti na ciste sile upora, tj. tiste, ki nimajo nobenega drugega uc¢inka kot vzdrzevanje
nekaterih pogojnih enachb. Ker odsotnost drugih uc¢inkov tezko opredelimo drugace kot
z odsotnostjo dela pri gibanjih, ki so skladna s pogoji, bi bilo najbolje preprosto reci, da
s Cistimi silami upora razumemo tiste, pri katerih tega dela ni. Ta povsem negativna
opredelitev je seveda najbolj splosna, vendar ne daje vpogleda v naravo delovanja teh
sil.

Ce s P, oznadimo rezultanto vseh neposrednih sil, ki delujejo na materialno tocko
mp, 7z 0l;, pa premik njihovih prijemalis¢, tako da sta X, Ya, Z;, in dxp, Oyn, 0zp
projekciji Py, in 615 na koordinatne smeri, ¢e nadalje ozna¢imo z dpy, = 6l cos (P, 6l)
komponento Ly, = Py, cos (P, dl,) v smeri 6l in P, v smeri 0lj,, potem velja:

Z (Xhéfl,’h + Yoy, + Xh5zh) = Z P01, cos (Ph, 5lh) (94)
h=1

= Z Ph5ph = Z Lh5lh.

4D
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Projekcija dpy, je pozitivna ali negativna, odvisno od tega, ali je v smeri P, ali v
nasprotni smeri. Podobno dolo¢imo predznak Lj.
Podobno lahko izrazimo tudi:

d2$h d2yh dZZh
th ( 72 oxp + 72 oyn + e oz |,

¢e uvedemo absolutno vrednost pospeska, njegovo komponento v smeri premika in
projekcijo slednjega na smer pospeska.

Primer, ko je sistem na zacetku v mirovanju in pod vplivom sil, ki delujejo nanj,
ostane trajno v mirovanju, imenujemo ravnotezZje v mirovanju.

V tem primeru ni pospeskov, zato iz (93) dobimo:

n

Z (Xhéach + Yh5yh + Xhézh) S 0, (95)
h=1

ali po (94)
thdlh COS (Ph,dlh) S 0 (96)

ali

> Puop, <0. (97)

§ 36. Lagrangeev dokaz nacela virtualnih premikov. Klasi¢ni Lagrangev dokaz
je nastal kot rezultat prizadevanja, da se pokaze neodvisnost nacela virtualnih premikov
od kakrsnegakoli pogleda na natan¢nejso naravo sil. Predstavljamo si popolnoma gladko
zanko Ry, pritrjeno na toc¢ko delovanja prve sile P, ki deluje na poljuben sistem pod
poljubnimi pogoji, in drugo enako gladko zanko S5, ki je pritrjena v prostoru v smeri
zadevne sile. Podobno je zanka Ry pritrjena na tocko delovanja druge sile P,, zanka S,
pa je v prostoru pritrjena v smeri druge sile itd.

S poljubnim priblizkom lahko predpostavimo, da imajo vse sile skupno mero ¢, ¢e
to izberemo dovolj majhno. Naj bo

Py =n1q, P =nagq,

Eden od koncev popolnoma gibke gladke vrvice se pritrdi na zanko S;, nato pa se
potegne skozi Ry, nato skozi Si, spet skozi R; itd., dokler 2n; ovojev vrvice ne poveze
obeh zank R; in S;. Zadnji ovoj vrvice gre skozi S; in nato potegne skozi Ss, nato skozi
Rs, nato spet skozi S5 itd., dokler ni skupaj 2n, ovojev vrvice potegnjenih med Rs in
Ss. Nato se vrvica vodi do S3 in tako naprej, dokler zadnji fiksni obrocek ni povezan z
zadnjim premicnim obrockom z ustreznim stevilom ovojev vrvice. Nato se drugi konec
vrvice pusti viseti iz zadnjega obrocka. Na ta konec se nato rotno uporabi vlec¢na sila
q2-

Ker je popolnoma gibka in gladka vrvica povsod enako napeta, imajo vsi deli vrvice
enak ucinek na vse gibljive obrocke in prek njih na tocke delovanja vseh sil kot prvotno
dane sile. Prvotni sistem sil lahko torej izpustimo in njegov ucinek nadomestimo s temi
ovoji.

Tocka delovanja prve sile in z njo zanka R; se sedaj premakne za neskonéno majhen
premik 61y, katerega projekcija na smer sile P; je enaka p;. To velikost oznac¢imo
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s pozitivnim znakom, ¢e pade v smer sile P, in z negativnim znakom, ¢e pade v
nasprotno smer. Premik obrocka R; skrajsa vsak ovoj med R; in S; za velikost, ki je,
¢e zanemarimo neskon¢no majhne vrednosti visjega reda, enaka dp;; vsi ovoji med Ry
in 51, se torej skupaj skrajsajo za velikost 2n1dp;; negativni predznak dp; bi pomenil
podaljsanje. Ker enako velja za vse druge ovoje, je skupno skrajsanje vseh teh ovojev
in s tem, ker predpostavljamo, da je vrvica neraztegljiva, tudi skrajsanje, ki izstopi iz
zadnjega obrocka katerega konec je F, enako

Ce so vsi obrocki na zadetku mirovali in je mogo¢ kakrsen koli premik obrockov, pri
katerem je ta koli¢ina pozitivna, tj. pri katerem konec vrvice F res sega dlje od fiksnega
obrocka, potem je to zagotovo posledica sile %q, ki jo izvajamo nanj. Ravnotezje torej
lahko obstaja le, ¢e izraz (98) ni pozitiven za noben mozen premik. Ta izraz pa postane
identi¢en z levo stranjo zveze (97) z mnoZenjem z v bistvu pozitivno koli¢ino %q, s ¢imer
je ta zveza dokazana za primer ravnotezja in mirovanja.

Ta dokaz odlikuje genialna preprostost in jasnost starega nacina sklepanja, hkrati
pa tudi njegove pomanjkljivosti. Da ¢leni drugega reda vplivajo le na stabilnost ali
nestabilnost, ne pa tudi na samo ravnotezje, oz. da se gibanje nastopi sele po neskonc¢no
dolgem casu, ¢e so mozni le premiki, pri katerih se konec vrvice E¥ podvrze neskoncéno
majhnemu premiku visjega reda, se privzame kot samoumevno; prav tako so kot
samoumevni privzeti zakoni o gibkosti in gladkosti vrvice ter tudi to, da so zakoni
delovanja sil vedno enaki, najsi izvirajo iz vlec¢enja vrvice ali iz drugih vzrokov, in da
veljajo tako splosno, da je povsem dopustna uporaba kakrsnih koli idealnih primerov,
kot so popolnoma gladke in gibke vrvice. Vsi ti zakoni so takrat veljali za veliko bolj
zanesljive kot samo nacelo. Dokaz zveze (93) za primer gibanja je nato izpeljan z
utemeljitvijo d’Alembertovega nacela, ki prav tako ni povsem brez ugovorov. Glede
d’Alembertovega nacela glej §§ 72 in 73.

§ 37. Materialna tocka na ploskvi

Najprej obravnavajmo ta primer kot najpreprostejso ilustracijo izrekov, obravnavanih
v prejsnjih dveh paragrafih.

Naj bo m masa materialne tocke; x, y, z njene koordinate v casu t. Pod neposrednimi
ali zunanjimi silami razumemo vse sile, ki delujejo na materialno tocko, z izjemo sil, ki
izvirajo iz naprave, ki jo omejuje na ploskev. Vsota komponent zunanjih sil v smeri
abscisne osi naj bo X; Y in Z pa imata enak pomen za drugi dve koordinatni smeri.
Poleg tega je

¢ (z,y,2,t) =0 (99)

enacba ploskve, na kateri se mora nahajati materialna tocka in katere oblika se lahko s
¢asom spreminja. Najprej izklju¢imo primer, v katerem funkcija ¢ na mestu A, kjer
se nahaja materialna tocka, v danem trenutku nima odvoda ali da so vsi trije njeni
parcialni odvodi po koordinatah hkrati enaki ni¢. Funkcija ¢ bo > 0 za tocke na eni
strani ploskve, ki so ji zelo blizu, na drugi strani pa < 0. Prvo stran imenujmo pozitivna,
drugo pa negativna. Naj se materialna tocka poljubno infinitezimalno premakne, njene
koordinate x, y, z pa naj imajo poljubne infinitezimalne spremembe oz, dy, dz. Pogoj,
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da je premik virtualen, nam da enacbo:

Op 9y Op
—0 —0 —6z=0. 100
8:cx+8yy+8zz (100)
Ker je tudi nasproten premik virtualen, velja znak enakosti v zvezi (93), ki se zato
skrajsa na:
d*x d*y d*z

Pri tem sta dve od treh koordinatnih sprememb dz, dy, 0z povsem poljubni. Ce pa
smo za ti dve vrednosti privzeli doloc¢ene vrednosti, potem je vrednost tretje vrednosti
dolocena z enacbo (100). Nadaljujmo takole: enacbo (100) pomnozimo s faktorjem —A,
ki ga je treba ustrezno dolo¢iti, in jo dodamo enacbi (101). Tako oblikovano enacbo
bomo imenovati enacba (102), zaradi varCevanja s prostorom pa je ne bomo zapisali.

Sedaj lahko izberemo spremenljivko A tako, da v enacbi (102) pri spremembi ene od
koordinat, npr. éz,”, dobimo koeficient ni¢, tj. A dolo¢imo z enacbo

m— =X+ A—. (103)

Potem v enacbi (102) izpustimo ¢len, ki je pomnozen z dx. Enacba (102) mora zdaj
veljati, pod pogojem, da je dz = 0 in dy razlicen od ni¢. Torej se mora v tej enachi
koeficient pri dy izniciti in iz podobnega razloga mora postati ni¢ tudi koeficient pri 6z,
tako da dobimo dve enacbi

d2
m—g:y+ﬁ@
;l;f gy (104)
z o
hlledRuy - ST Wt
mdt2 + 0z

Poleg treh koordinat x, y, z materialne tocke smo uvedli Se Cetrto neznanko A.
Imamo pa tudi Stiri enacbe (99), (103) in obe enacbi (104). Te stiri neznanke lahko iz
teh stirih enacb splosno doloc¢imo kot funkcije casa. Za ta namen morajo poleg enache
ploskve v vsakem trenutku (torej funkcije ¢) in zunanjih sil biti podane tudi zacetne
vrednosti koordinat ter komponent hitrosti materialne tocke v koordinatnih smereh.

Za dolocitev teh Sestih zacetnih vrednosti zadoscajo stiri spremenljivke, saj obstajata
dve enacbi med njimi. Najprej mora med zacetnimi vrednostmi koordinat veljati enacba
(99). Ker mora ta enacba veljati tudi ob Casu t + dt, po enacbi (87) sledi, da mora
veljati tudi na zacetku ¢asa naslednja enacba:

Op  Opds  Dpdy O

il =0. 105
ot Oxdt Oydt 0zdt (105)
Iz enacb (103) in (104) je razvidno, da se gibanje dogaja natanko tako, kot ¢e bi
bila materialna tocka povsem prosta, vendar nanjo poleg zunanjih sil deluje Se neka
sila, ki ima v treh koordinatnih smereh komponente
d¢ dp d¢
= A, =\ =A—. 106
5Ce bi bil Op/0x = 0, potem bi izbrali dy, ¢e bi bil tudi dp/dy = 0, bi namesto dx izbrali dz,
tako da A ne bi postal neskoncen ali nedoloc¢en. Le ¢e bi parcialni odvodi ¢ po vseh treh koordinatah
odpadli, metoda ne bi bila uporabna, prim. § 39
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V tem primeru se sila vezi reducira na to silo. Na kratko jo bomo imenovali upor
[Widerstand] te ploskve ali naprave.

§ 38. Smer sile upora. Zdaj v tocki A obravnavane ploskve, kjer se v ¢asu ¢t nahaja
materialna tocka, postavimo normalo na ploskev proti tisti strani, ki smo jo imenovali
pozitivna, tj. kjer ima funkcija ¢ v casu t pozitivno vrednost, in z a, 3, 7 oznac¢imo kote,
ki jih ta normala tvori s pozitivnimi koordinatnimi osmi. Kot je znano iz analiticne
geometrije, so kosinusi teh kotov podani z naslednjimi enac¢bami:

10y cosﬁzlﬁgp 10y

cosa =, o0y’ cosy =~ (107)

kjer je o pozitivni kvadratni koren iz

(5:) + (5) ()

Te enacbe najlazje dobimo na naslednji nac¢in: Ploskev, ki ima v ¢asu t enacbo (99),
imenujmo ploskev F'. Naj bo Fj neskonéno bliznja ploskev, ki ima enacbo:

o,y 2) =¢ (108)

kjer je € zelo majhna pozitivna koli¢ina. Cas pod znakom funkcije je bil izpuscen, saj ga
zdaj obravnavamo kot konstanto. Iz tocke A, ki pripada ploskvi F', nariSemo tri premice
v smereh koordinatnih osi in eno normalno na ploskev F'. Te stiri premice se srec¢ajo s
ploskvijo F} v tockah B, C'; D in E. Premica AFE ima smer normale, ki je potegnjena
na tisto stran, kjer ¢ narasca. Ker funkcija ¢ nima singularne tocke v blizini tocke A,
lahko ploskev Fi obravnavamo kot ravno in vzporedno s ploskvijo F'. Zato velja:

AE = ABcosa = AC cos B = AD cosy. (109)

Da bi bil v ena¢bah (109) predznak pravilen, obravnavajmo AE vedno kot pozitivno,
medtem ko so AB, AC in AD lahko pozitivne ali negativne, glede na to, ali so usmerjene
v smer pozitivnih ali negativnih koordinatnih osi, potegnjenih iz tocke A. To pomeni,
da so koti «,  in 7y ostri ali topi, tako da ima AB vedno enak predznak kot cos «, prav
tako AC kot cos f in AD kot cos+y. Iz enac¢b (109) sledi:

L
cosa = AB : (110)

1 N 1 N 1
AB?  AC?  AD?
pri cemer moramo pozitivnemu korenu dodeliti pozitiven predznak, saj imata AB in

cos & enak predznak.
Ker pa koordinate stirih tock B, C, D in E izpolnjujejo enacbo (108), je tudi pri

_ g 99
e = G AB =5 AC = 52AD

predznak pravilen, saj moramo AB, AC in AD jemati kot pozitivne ali negativne,
odvisno od tega, ali padejo v pozitivno ali negativno smer koordinat, torej odvisno
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od tega, ali izrazajo povecanje ali zmanjSanje obravnavanih koordinat. Ce dobljene
vrednosti za AB, AC in AD vstavimo v enacbo (110) in v podobni enacbi za cos 3
in cos~y, dobimo enacbi (107) s pravilnim predznakom, saj je € v bistvu pozitiven. Iz
enacb (106) in (107) sledi, da je celotna intenzivnost upora povrsine, ki mora biti vedno
pozitivna, podana z

i=+)\o (111)

Vrednosti njenih komponent v koordinatnih smereh lahko na podlagi enac¢b (107)
zapisemo tudi v obliki:

r=*ticosa, H==xicosfl, 3= Ficosy.

Pri tem povsod velja pozitiven ali negativen predznak, odvisno od tega, ali je A pozitiven
ali negativen. Te formule kazejo, da je sila upora i, s katero naprava deluje na materialno
tocko, vedno pravokotna na povrsino, na kateri mora ostati, in da je usmerjena na
stran, kjer se funkcija ¢ povecuje ali zmanjsuje, odvisno od tega, ali ima A\ pozitivno ali
negativno vrednost. Ker sta ucinek in nasprotni u¢inek vedno enaka, vendar usmerjena v
nasprotnih smereh, je tlak, ki ga materialna tocka izvaja na napravo, vedno enak, vendar
usmerjen v nasprotno smer od sile naprave na materialno tocko. Nase formule nam
zato v vsakem primeru povedo tudi velikost tega tlaka. Ta tlak je tisti del zunanje sile,
ki se ne uporabi za pospesevanje materialne tocke, temvec se izgubi pri premagovanju
upora povrsine, torej je to izgubljena zunanja sila. Pospesek, ki bi ga ta sila prenesla
na materialno tocko, je pospesek, ki se izgubi zaradi upora povrsine.

Ce se ploskev, ki jo opisuje enacba (99), s ¢asom ne spreminja ali pa vedno poteka
skozi tocko, kjer se je premic¢na tocka na zacetku nahajala, je njeno trajno mirovanje
skladno s pogoji. Pri tem pospeski odpadejo, zato je pogoj za ravnoteZje v stanju
mirovanja:

d¢ d¢ dg
)\83:’ Y = )\ay, 7 = 9 (112)
Zato morajo biti zunanje sile v tem primeru pravokotne na ploskev. To iz formule (96)
sledi brez potrebe po dodatnem izracunu, saj lahko izraz na levi strani te formule izgine
samo takrat, ko je Z(P,dl) = 90°.

Ce je bila tocka na zacetku v mirovanju, bo v tem primeru ostala v mirovanju; njeni
pospeski bodo enaki ni¢, vsa zunanja sila se ne bo uporabila za pospesevanje, temvec
za premagovanje upora naprave. Sila, s katero materialna tocka deluje na napravo, je
natanko enaka celotni zunanji sili. Ce se tocka giblje in so zunanje sile vedno pravokotne
na ploskev, ki jo opisuje enacba (99), s ¢imer so izpolnjeni pogoji (112), potem se
gibanje, kot je razvidno iz enacb (103) in (104), dogaja tako, kot da bi veljali enaki
pogoji in nanjo ne bi delovale zunanje sile. Tlaku, ki bi Ze deloval na napravo, pa se
nato dodajo Se zunanje sile.

X=-

§ 39. Singularni primeri. Pogoji, izrazeni z neenakostmi. Omenili bomo le
nekaj besed o primeru, ko so vsi trije parcialni odvodi funkcije ¢ glede na koordinate
enaki ni¢ ali ko je tocka na obravnavani ploskvi singularna na drug nacin. Ce premicna
tocka prehaja skozi take singularne tocke le v posameznih trenutkih, je gibanje obicajno
mogoce nedvoumno dolo¢iti z naslednjimi pravili: Ce obstaja tir, pri katerem se hitrosti
ne spreminjajo skokovito, se gibanje zgodi po tem tiru; ¢e obstajata dva ali ve¢ takih
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tirov, se bo gibanje odvijalo po tistem, pri katerem pospesek najmanj odstopa od
pospeska, ki ga povzrocajo zunanje sile. Ce pa se vsi mozni tiri prelomijo, ali ¢e vec
moznih tirov oscilira, ali ¢e premicna tocka v konénem casu preide skozi ve¢ singularnih
tock, lahko gibanje postane matemati¢no nedoloc¢eno. To pa, kot smo videli, ni prakti¢no
pomembno, saj taksnih pogojev ni mogoce matemati¢no natanéno ustvariti z napravami,
ki smo jih predpostavili.

V primeru ravnotezja v taksni singularni tocki A, kjer se vsi trije parcialni odvodi ¢
izni¢ijo, nam enacbe (¢e A ne postane neskoncen) dajo X =Y = Z = 0. Dejansko se
o(x 4+ o,y + B,z + ) takrat reducira na:

2P B2 2%

202 T 2ap T 202

oAt 0% PP
11
0y0z * Ofy@x@z +ab 0xdy (113)

Ce se ta izraz ne reducira identi¢no na ni¢ ali na kvadrat linearne funkcije spremenljivk
a, B, v, kar v tej formuli predstavlja poljubno majhne spremembe koordinat, potem
ima ploskev F' v neposredni blizini tocke A obliko stozcaste ploskve, katere vrh je v
tocki A, ali pa dveh ravnin, ki se sekata v tocki A. Za vsako tocko ploskve mora namrec
veljati:

p+a,y+pB,24+79)=0.

Premicna tocka je torej lahko v ravnotezju le, ¢e nanjo ne deluje nobena sila. Ce pa
je izraz (113) popoln kvadrat linearne funkcije o, 3, 7, ali ¢e odpadejo tudi vsi drugi
parcialni odvodi funkcije ¢, ali ¢e te funkcije v obravnavani tocki sploh ni mogoce
razviti po Taylorjevem izreku, potem nastopijo Se bolj zapleteni pogoji, ki zahtevajo
posebno obravnavo vsakega posameznega primera, ¢esar pa tukaj ne bomo podrobno
obravnavali.

Zdaj povejmo nekaj besed o primeru, ko med koordinatami materialne toc¢ke ne
obstaja enacba, temvecC neenakost, ki jo lahko vedno zapisemo v obliki:

¢ (z,y,2,1) <0. (114)

V tem primeru lahko premi¢na tocka neovirano zapusti ploskev, ki jo opisuje enac¢ha
(99), na negativni strani, ne more pa dose¢i pozitivne strani.

Ploskev lahko na premicno tocko deluje le s silo upora, ki je usmerjena s pozitivne
strani proti negativni, in nasprotno, premicna tocka lahko na ploskev deluje le s tlacno
silo [Druckkraft|, ki je usmerjena z negativne proti pozitivni strani. Dokler ima sila
upora to smer, tj. dokler je A\ negativna, bo gibanje enako kot v prej obravnavanem
primeru, pogoji za ravnotezje pa bodo ostali enaki. V trenutku, ko A postane pozitivna,
preneha veljavnost prej izpeljanih enach, premicna tocka zapusti ploskev in se giblje
kot popolnoma prosta materialna tocka. (Prim. §§ 41 in 74.)

Dejansko gibanje [wirkliche Bewegung] bo vedno zadosc¢alo nacelu virtualnih
premikov, vendar nismo podali nobenega dokaza, da to vedno nedvoumno doloca
pospesek. Na posebnih primerih bomo pokazali, da je treba vcasih pospesek najprej
dolo¢iti posredno, z upostevanjem zveznosti. (§ 69.)

Ko diferencialnega izraza, ki vsebuje tri neodvisne diferenciale, ni mogoce integrirati,
lahko za eno materialno toc¢ko velja neholonomski pogoj v obliki

Tdt +&dr +ndy+ (dz < 0.
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dp 0
V tem primeru velja vse, kar smo povedali doslej, le da &, n, ¢ nadomestijo 8—90, a—(p in
r oy

% Po tej zamenjavi je treba pospeske in A ponovno dolociti iz enacb (103) in (104),

ki jim dodamo Se enacbo:

dx dy
T +£d7

dz
Wi
sy ey =0

ki velja med komponentami hitrosti. Upor naprave je vedno usmerjen vzdolz premice,
katere smerni kosinusi so £/o, /o, ¢/o, kjer je 0 = /€2 + 12+ ¢2. Ce omogotimo
premic¢ni tocki vse mozne neskonc¢no majhne premike, za katere postane izraz &, dx +
n, 0y + (, 0z enak ni¢, potem vse tocke, kamor se premakne, lezijo na neskonéno majhni
ravnini. Stran te ravnine, kamor seze, ¢e je pri premiku izraz &, 0x + 1,0y + (,0z
pozitiven, imenujemo pozitivna, drugo pa negativna stran ravnine. Upor naprave zopet
deluje glede na to, ali je A pozitiven ali negativen. Prvi primer ne more nastopiti, ce
velja znak neenakosti.

§ 40. Enostavno nihanje. Zdaj obravnavamo zelo poseben primer, ko se tezka
tocka giblje po nespremenljivi krogelni ploskvi, pri cemer nanjo poleg teznosti in sile, ki
jo sili, da ostane na krogelni ploskvi, ne deluje nobena druga sila. Naj ima krogelna
ploskev sredisce v koordinatnem izhodis¢u in polmer enak [, tako da ima enacbo:
? + 1% 4+ 2> — 1 = 0. Torej je:

o (z,y,2) =22 + 92 + 22 — 2.
Poleg tega, ¢e poteka pozitivna os z navzdol, velja:
X=Y =0, Z=mg,
in enacbe gibanja (103) in (104) se spremenijo v:

d*x d*y d*z

Ce sestejemo prvo enacbo, pomnozeno z —y, in drugo enacho, pomnozeno z x,
dobimo: p p
Y x
— —y— =k. 116
Yae  Vat (116)

dx
Nato, Ce sestejemo prvo enacbo, pomnozeno z e drugo enac¢bo, pomnozeno z —, in

z
tretjo enacbo, pomnozeno z o dobimo:

dr\” dy 2 dz\’
— — — | =H+2g9z 11
(i) + (i) +(5) e e

iz odvoda enacbe krogle, ki mora biti izpolnjena v vsakem trenutku, sledi:

dx dy dz

T g T 7Y
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H in k sta integracijski konstanti.
Enacbi (116) in (117) sta seveda jasni; prva izraza nacelo vrtilne koli¢ine glede na os
z, na katero ne vplivata ne teznost ne upor krogle, ki vedno deluje vzdolz osi z; druga
pa izraza nacelo kineticne energije, na katero upor krogle prav tako ne vpliva.
Polarne koordinate uvedemo tako, da postavimo:

x =lsinwcos?d, y=Isinwsind, z=Icosw. (118)

S tem preoblikujemo enacbi (116) in (117) v:

ZQSiHQw%:k

dw d9\?
2 [ AW 22w 2V ) 9 — I
l <dt> + [“sin w(dt) glcosw

Iz teh enacb lahko izlo¢imo di in najprej dobimo ¢, izrazen kot funkcijo w. S pomocjo
prve enacbe lahko ¥ najdemo z uporabo kvadratur kot funkcijo w, tako kot v primeru
centralnega gibanja.

Ce je premicna tocka le malo oddaljena od mirujoce lege, tj. ¢e je w zelo majhen,
postanejo enacbe celo popolnoma enake enacbam za centralno gibanje. Ce v tem
primeru dolo¢imo:

r=Ilw, H+29l=h,

v ar\’ av\’ g
27: - 2( 27 — _J.2
Tdt k, (dt) +7r (dt) h lr.

Ti dve enacbi sta popolnoma enaki ena¢bama (36) in (37) iz § 20, ¢e v slednji vstavimo:

dobimo:

Projekcija materialne tocke na ravnino xy se torej giblje popolnoma enako kot materialna
tocka, ki jo vlece sila m, g, r/l proti mirujoé¢i legi. Dejansko se lahko prepricamo, da se
komponenta teze materialne tocke v smeri, tangencialni na sferi¢no ploskev, priblizuje
tej vrednosti, medtem ko je komponenta, ki je normalna na sfericno ploskev, izni¢ena
zaradi upora te ploskve.

Ze takrat smo videli, da se gibanje odvija po elipsi, katere sredisce je lega krogle, in
da je W\/% ¢as, v katerem je opisana polovica te elipse. Ta cas imenujemo pertoda
nthanja nihala. Za poljubne, koncne vrednosti w bomo obravnavali le primer, ko se
materialna tocka giblje v navpic¢ni ravnini, za katero lahko izberemo ravnino xz; takrat

je ¥ = 0 in dobimo:
dw\®> H 2¢
s = I8 + n cosw,
in iz tega z odvajanjem dobimo:
d*w g
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Ce naj bi bilo sploh mogoce kakrsno koli gibanje, H ne more biti enak —2g, [ ali imeti
Se veCje negativne vrednosti; mozni so torej trije primeri:
Prvi primer:
—2gl < H < +2gl.

V tem primeru vedno obstaja kot «, ki lezi med niclo in 7, katerega kosinus je enak

;- 7 uvedbo tega kota dobimo:

dw2_29( )_49(-2w '2O‘>
o | = 7 (cosw —cosa) = == (sin* T —sin*7 ).

dw
Ker lahko — spremeni svoj znak le tako, da gre skozi ni¢lo, mora w nihati med +a in

dt

—a. Ce nastavimo:

29,

. w . Qo "
sin — = sin — sin
2 2

1
dt = ﬁdw (1 — sin2351n2¢> ’

Ce a, tj. amplituda nihanja, ni prevelika, razvoj po binomskem izreku vedno daje
hitro konvergentno vrsto, ki jo je mogoce enostavno integrirati. Periodo nihanja (Cas, v
katerem w naraséa od —a do +a) dobimo z integriranjem med tema mejama, torej od

b = —g do o = +g, tako da je:

sledi:

[N

T =1/ dg[)(l — Sinzgsinzw)

Ce se pri tem ravnamo po binomski teoriji in postavimo
2y —1siny = eVl vl

dobimo:

921(_1)" sin" o) = 2<2n> cos 2mp — 2(21"> cos(2n — 2)ip — -+ (=1)" <2n>

0 n
/+

s
2

Iz tega sledi:

VB

22n \ n _22"(n!)2

02" ) dip = 7r<2n> _ (2n)lx

tako, da dobimo:

14+ —+ a’ +

l G SEE VRN S L
a/ DY
4 T2t T2 ’

-y . e
pri cemer je a = sin 5
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Drugi primer.
H =2gl.
Iz tega sledi:
dw)’ 29 4q w
— | =2 (14 cosw) = —Fcos®—
( at ) p (Lt cosw) = =feos™
T —w
4
Premicna tocka se asimptoti¢no priblizuje tocki, ki je navpi¢no nad njeno mirovno lego.
Tretji primer. Naj bo

t = % In cot + const.

H > 2gl.

1

l 4qg1 wy ?
dt = | ———dw(1- "L 2%
H+2g1 “’( H+2g0 " 2)

kar lahko v skladu z binomskim izrekom vedno razvijemo v konvergentno vrsto in nato
integriramo.

Potem je

§ 41. Nitno nihalo. Izpeljane formule veljajo le, ¢e nihalo ne more na nobeni
strani zapustiti povrsine krogle. Kot prototip gibanja pri neenakosti bomo na kratko
obravnavali primer, ko je materialna tocka pritrjena na neraztegljivo, popolnoma gibko
nit dolzine [, katere drugi konec je fiksiran, tako da lahko neovirano zapusti obravnavano
krogelno povrsino navznoter. Gibanje poteka natancno po prej izpeljanih zakonih, dokler
je nit napeta, tj. dokler je sila, s katero premi¢na tocka deluje na napravo, usmerjena
od sredis¢a krogle (torej s strani, kjer velja 2 + y* + 22 — [2 < 0), proti strani, kjer
velja 2% +y? + 2% — [ > 0, in s tem dokler je A negativen. V trenutku, ko A preide iz
negativne v pozitivno vrednost, bi morala nit premicno tocko potisniti stran od sredisca
krogle, da bi ostala na povrsini krogle, vendar to ni mogoce, zato nit zapusti krozno
povrsino in opise obi¢ajno parabolo padanja.

Obravnavali bomo le primer, ko se premicna tocka giblje v ravnini, ki jo izberemo
kot xz ravnino, tako da velja y =9 = 0. Enacbi (115) in (118), ¢e ponovno ozna¢imo
kotno hitrost dw/dt z w, postaneta:

d*z dw , 2z
a ” Car T T e
d*z  dw 2 2)\z+
a a7 T Y

Sestevanje prve enacbe, pomnozene z x, z drugo ena¢bo, pomnozeno z z, daje:
mgz

l
To je upor niti, ¢e je A negativen, pri cemer pomeni, da je nit pod napetostjo, saj je
koli¢ina, oznaCena z o v formuli (111), v nasem primeru enaka 2. Jasno je tudi, da prvi
¢len predstavlja centrifugalno silo, drugi pa komponento teznosti v smeri niti. A lahko
postane ni¢ ali pozitiven le pri negativhem z, zato, ¢e postavimo —z = h za pozitivni h,
velja A = 0 pri:

2\ = —mw?l —

w?[?

h = 7, (121)
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Konstanto, ki jo dodamo v enacbo kineti¢ne energije, oblikujemo tako, da ima ta enacbha
obliko:

mw?[?

2

Torej je k najvecja visina nad sredis¢em krogle, do katere se premicna tocka lahko dvigne
zaradikineticne energije, ki jo ima, in do katere se dejansko dvigne, ce je prisiljena
vedno ostati na povrSini krogle ter ce velja k& < [. Ce v enachi (122) ponovno vstavimo
z = —h, dobimo:

=mg(z+k). (122)

12w?
— =2k —2h.
g
Ce dolo¢imo h kot visino nad sredigtem krogle, na kateri nitno nihalo zapusti povrsino

krogle, potem je w kotna hitrost, s katero se to zgodi, v zadnji enacbi enaka kot v enacbi

2k
(121). Iz obeh enacb sledi, da je h = 3 Nitno nihalo torej lahko zapusti povrsino
krogle le, ¢e je k pozitiven, torej ce je njegova kineticna energija zadostna, da ga dvigne
nad vodoravno ravnino, ki poteka skozi sredisce krogle. Ce velja 0 < k < [, bi se nihalo,
¢e bi bilo togo povezano s sredis¢em krogle, obrnilo na visini k£ nad vodoravno ravnino,
ki poteka skozi kroglo. Ce pa je povezano s prozno nitjo, zapusti krogelno povrsino ze

na visini —.

Ce velja l < k < > bi premi¢na tocka v prvem primeru opisala celoten krog. V

2k 3
drugem primeru zapusti krog na visini —. Ce pa velja k > —, premic¢na tocka tudi v

drugem primeru ne zapusti kroga. Ko premiéna tocka zapusti povrsino krogle, sledi
paraboli padanja in se po dolo¢enem casu ponovno sreca s povrsino krogle, vendar ne
tangencialno, temvec¢ pod doloc¢enim kotom. Njeno nadaljnje gibanje je odvisno od tega,
ali je viseca nit nihala popolnoma elasticna, delno elasti¢na ali pa povsem neelasticna,
kar so vprasanja, na katera odgovori niso zajeti v nasih prejsnjih enacbah.

§ 42. Tocka na prostorski krivulji. Zdaj obravnavamo materialno tocko, ki je
prisiljena ostati na dolo¢eni prostorski krivulji. Oznake ostanejo enake kot v § 37.
Krivulja pa je opisana z dvema enac¢bama:

P1 (ZL’, Y, Z?ﬂ =0 (123)
in
Y2 (I, Y, z, t) = 0. (121)

Ponovno velja enac¢ba (101). Poleg tega, v primeru, da sta obe funkciji ¢ razviti v
skladu s Taylorjevim izrekom, dobimo dve enacbi:

D1 i1 D1
——0r + —0y + ——0z =
ox T y y+ 9z - 0
" 9 9 9
Y2 P2 P2 .
8x5x+ ay5y+ 8252_0'

Prvi pogoj, pomnozen s faktorjem —\, in drugi, pomnozen s faktorjem —\,, lahko
dodamo enac¢bi (101). Nato izberemo A, in Ay tako, da v tako dobljeni enacbi koeficienta
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oz in 0y odpadeta. Koeficient pri 0z mora odpadati sam po sebi, saj obstajata le dve
enacbi med tremi koordinatnimi variacijami. Dve enachi, ki izrazata zeleno lastnost A,
zdruzeni z enacbo, ki doloca iznicenje koeficienta 0z, se glasita:

d2 8 8902
ey ez =X+Xh Ox -+ A2 R
d?y 01 Do
_ 125
mdt2 Yrdhig, Thg (125)
d*z 01 o
mdt2 =7 + )\1 a + /\2 ax

Te tri enac¢be skupaj z enacbama (123) in
doloc¢itev petih neznank: z, y, z, Ay in .

(124) dajo pet enacbh, potrebnih za
Z odpravo A; in Ay dobimo enac¢bo med

koordinatami:
d2x 8901 8302
2 x et T2
e Jdxr  Ox
2
2Ty O O | (126)
dt? dy Oy
d*z Dp1 Do
m— = —_— ==
dt? 0z 0z
Upor, s katerim naprava deluje na materialno tocko, lahko razumemo kot rezultanto
0 0
dveh sil. Prva sila ima v koordinatnih smereh komponente \; 1 , A1 801, A1 801,
ox dy 0z

zato je pravokotna na ploskev, ki jo podaja enacba (123), kot je bilo dokazano v § 38.
Podobno velja za komponente druge sile, ki je pravokotna na ploskev, podano z enac¢ho
(124). Rezultanta obeh, tj. skupni upor krivulje, mora biti pravokotna na povrsino, ki
predstavlja povprecno linijo obeh ploskev.

Pogoj ravnotezja dobimo, ¢e pospesek postavimo na ni¢. Iznicenje determinante, ki
jo dobimo iz determinante (126), predstavlja pogoj, da je vektor s komponentami X, Y,
7, torej zunanja sila, ki deluje na premicno tocko, pravokoten na presecisc¢e ploskev,
podanih z ena¢bama (123) in (124).

§ 43. Metoda nedolocenih mnoziteljev, kadar med poljubnimi tockami
obstajajo poljubne pogojne enacbe. Metoda nedolo¢enih mnoziteljev se lahko
brez tezav uporabi v splosnem primeru, ko za kateri koli materialni sistem veljajo
kakrsni koli pogoji. Najprej predpostavimo, da je sistem holonomen in da so pogoji
izrazeni z enacbami. Pod enakimi oznakami, kot so uporabljene v §§ 34 in 35, lahko te
pogoje zapisemo v obliki:

o1 (t, 1,1, - - 1=1,2,...,0, (127)

kjer mora biti o < 3n, saj bi bile sicer vse koordinate dolo¢ene s pogoji, zaradi cesar
gibanje ne bi bilo mogoce, razen v izjemnih primerih. Funkcije ¢ morajo biti odvedljive
v skladu s Taylorjevim izrekom.

V zvezi (93) velja enakost. Pri tem se pojavijo naslednji pogoji:
¢y

0
90l5 1+—5y1+--~+ﬂ52n20,

1=1.2.... 128
07, Em oz, SN (128)



§ 43. Metoda nedolo¢enih mnoziteljev, kadar med poljubnimi tockami obstajajo
90 poljubne pogojne enacbe.

. Zdaj pomnozimo prvo od teh pogojnih ena¢b z —\;, drugo z —M\s, in tako naprej,
vse skupaj pa dodamo k enacbi (93). Nato izberemo vse A, tako da koeficienti vseh o
variacij odpadejo. Ker so samo o teh variacij doloCene s pogojnimi enacbami, ostale
pa so med seboj neodvisne, morajo tudi koeficienti preostalih variacij odpasti. Tako
dobimo pogojne enacbe v obliki:

d2$h

m Z dpy
h a2

:Xh+z/\187, h=1,2,...,n. (129)
=1 h

Poleg teh pa obstajata se dve podobni enacbi za preostali dve koordinatni osi. Eliminacija
A zahteva, da mora determinanta vsake od o+ 1 vodoravnih vrstic v tabeli (131) izni¢iti,
kar pomeni, da dobimo skupaj 3n — ¢ neodvisnih enacb, ki jih bomo brez zapisa
imenovali enacbe (130):

En e de O
dt? Ory Oxy 0x
mlﬁ -Y; % % - 05
dt? "oy Oy’ 0w (131)
Czn 0o O ¢,
Mg T A 0z, 0z, ' 0z,

Ce sistem ni holonomen, tj. ¢e imajo nekatere pogojne enacbe obliko (78), se s tem
ne spremeni ni¢ drugega, kot da se parcialni odvodi ustreznih funkcij ¢ nadomestijo s
koli¢inami &, ny, ..., Cu.

S tem so izpeljane enacbe gibanja v najsplosnejSem primeru, ko je sistem poljubnih
materialnih tock podvrzen poljubnim holonomnim ali neholonomnim pogojem, takoj ko
jih lahko izrazimo z ena¢bami, pri ¢emer nobena ni predstavljena z neenakostjo.

Ce iz pogojev (78) lahko dolo¢imo stevilo diferencialov koordinat o, lahko vedno iz
3n — o enacb (131) dolo¢imo tudi pospeske. Ce pa so pogoji (78) taki, da ni doloceno o
diferencialov koordinat za konéne vrednosti spremenljivk, potem vse pogojne enacbe
med seboj niso neodvisne.® Zato je treba njihovo Stevilo zmanjsati. V posameznih
primerih, kot so singularne vrednosti, lahko pride do tega, npr. ¢e med koordinatami
ene same materialne tocke obstaja ena sama enacba ¢(x,y, z,t) = 0 in so vsi parcialni
odvodi ¢ glede na koordinate enaki ni¢, ali ¢e med temi koordinatami obstajata dve
enacbi ¢(x,y, z,t) = 0 in ¢(x,y, z,t) = 0, pri ¢emer imata ploskvi, ki ju predstavljata
ti enacbi, isto tangencialno ravnino za dolocene vrednosti z, y, z in ¢t. Takrat lahko po
nacelu virtualnih premikov dolo¢imo vec¢ kot 3n — o pospeskov. Vsi ti primeri, pa tudi
primeri, ko so nekateri koeficienti &, 1, ¢ v enacbah (78) neskonéni ali nedolocljivi ali ¢e
pogojne enacbe dobijo se bolj zapleteno obliko, seveda zahtevajo posebno obravnavo,
zato bi bilo predolgo podrobno obravnavati vse mozne primere tukaj. Tako kot v
primeru gibanja materialne tocke ob prisotnosti pogojne enacbe (zacetek § 39), se
tudi tukaj lahko zgodi, da naloga sploh ni enozna¢no dolo¢ena z geometrijskimi pogoji

6Znani analitiéni pogoj, da enatbe 1 = 3 = ... = @, = 0 niso neodvisne druga od druge, je, da
se vse determinante izrazov (130), ki predstavljajo koeficiente pospeskov v enac¢bah (131), izni¢ijo. Ena
od teh enach se dejansko reducira na ni¢ in zato ni primerna za dolo¢anje pospeskov.
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sistema, npr. ¢e je materialna tocka prisiljena ostati na krivulji, ki se deli na dve ali ve¢
vej, ki oscilirajo v tocki razvejitve, tako da bi tam imeli stik drugega ali visjega reda.
Vendar taksne dvoumnosti niso prakticno pomembne, saj do njih ne more priti, ¢e so
pogoji vzpostavljeni na nacin, ki ga predvidevamo, z uporabo konc¢nega, ¢eprav zelo
velikega, stevila sil vezi, ki pa se nenadoma spremenijo. Take situacije se lahko pojavijo
le z mejnim prehodom v neskonéno Stevilo materialnih tock.

Primer, ko obstajajo tudi poljubni pogoji, izrazeni z neenakostmi, bomo obravnavali
v § 74. Se prej pa bomo obravnavali pomemben poseben primer.



§ 43. Metoda nedolo¢enih mnoziteljev, kadar med poljubnimi tockami obstajajo
92 poljubne pogojne enacbe.




vV

Trdna telesa

§ 44 Dolocanje lege trdnega telesa. Sedaj bomo izpeljali enacbe gibanja za eno
samo togo telo, tj. za sistem materialnih tock, ki so med seboj povezane tako, da se
njihove relativne lege med celotnim gibanjem ne morejo spremeniti, ali natancneje, da
vsaka zelo majhna sprememba relativne lege povzroci tako velike notranje sile, da do
zaznavne spremembe relativne lege ne more priti, ¢e zunanje sile ne presezejo doloc¢ene
meje (prim. zaCetek § 32, telo miruje, ¢e so zunanje sile pod to mejo). Da bi izrazili,
da popolnoma toga telesa ne obstajajo, bomo telo vedno imenovali trdno, ¢eprav ga
geometrijsko obravnavamo, kot da bi bilo popolnoma togo.

Lega danega trdnega telesa v prostoru je enoli¢no doloCena s tremi tockami A, B, in
C, ki ne lezijo na isti premici. Ker je podano telo trdno, je podana oddaljenost vsake
druge njegove masne tocke [Massenpunkte] od vsake od teh treh tock, ve pa se tudi,
na kateri strani ravnine treh tock lezi druga masna tocka, ¢e ne lezi v tej ravnini. Tako
je podana lega vsake druge masne tocke. Niti ni nujno, da te tocke dejansko pripadajo
obravnavanemu telesu, ena, dve ali vse tri lahko lezijo tudi zunaj njega, ¢e je le njihova
relativna lega glede na telo stalna in ¢e imajo vse te tocke stalno medsebojno lego. Ce
je lega teh treh tock dolocena v prostoru, je z njimi doloc¢ena lega vseh materialnih tock
telesa.

Da nam ne bi bilo treba nenehno ponavljati teh in podobnih izrekov, si lahko
predstavljamo neskoné¢no stevilo tock, ki zapolnjujejo celoten prostor, so trdno povezane
s telesom in se skupaj z njim gibljejo v prostoru. Tem tockam pravimo razsirjeno trdno
telo; dejansko je snov prisotna le v nekaterih od teh prostorskih tock.

Za dolocitev lege prve tocke A, ki doloc¢a lego trdnega telesa, so potrebne tri
spremenljivke (koordinate). Za dolocitev lege druge tocke B sta potrebni le dve, saj je
oddaljenost AB podana. Za dolocitev lege tretje masne tocke C' je potrebna le Se ena
spremenljivka, saj je njena oddaljenost od tock A in B podana z dejstvom, da je telo
trdno, tj. da je podana relativna lega vseh njegovih masnih tock. Tretja tocka mora
lezati v krogu, katerega ravnina je pravokotna na premico AB in katerega polmer je
enaka dani oddaljenosti tocke od te premice.

Na splosno torej Sest spremenljivk zadostuje za doloc¢itev lege katerega koli telesa.
Izjema so mejni primeri, ko vse materialne tocke telesa lezijo na isti premici ali ko je telo
sestavljeno iz ene same materialne tocke. Potem zadostuje pet oziroma tri spremenljivke.
Vendar bomo te mejne primere na splosno izkljucili iz nasih razmisljanj.

Ker med materialnimi tockami telesa ne delujejo nobene druge sile razen sil vezi, so
neposredne sile enake silam, ki delujejo na trdno telo od zunaj (zunanje sile). Tako so
sile, katerih komponente so bile v formulah (63) do (70) oznacene z Xy, 9y, 3y, cnake
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silam, katerih komponente so bile v formulah (81) do (95) oznacene z X, Y, Z5. V
vsakem primeru velja Sest enacb (66) in (70) iz §§ 27 in 29, ki zadostujejo za izrac¢un
Sestih spremenljivk, ki doloc¢ajo lego trdnega telesa, tako da temeljne enacbe ze imamo.

§ 45. Vzporedni premik in zasuk trdnega telesa. Da bi olajsali izbiro najpri-
mernejsSih Sestih spremenljivk, je treba natancneje preuciti geometrijo gibanja trdnega
telesa. Hkrati se nam ponuja nova izpeljava enacb (66) in (70) iz nacela virtualnih
hitrosti. Ce vsako tocko trdnega telesa premaknemo za enako dolgo in enako usmerjeno
razdaljo, se relativne lege vseh tock o¢itno ne spremenijo. Taksno gibanje je torej v
vsakem primeru mozno gibanje trdnega telesa. Imenujemo ga vzporedni premik.

Ce pri premiku trdnega telesa dve tocki A in B, ki mu pripadata ali sta z njim trdno
povezani, ne spremenita svoje lege v prostoru, potem tudi vse tocke, ki lezijo na premici
AB in so trdno povezane s telesom, ne morejo spremeniti svoje lege, saj bi sicer morale
spremeniti svojo oddaljenost vsaj od ene od tock A ali B. Tocka, ki ne lezi na premici
AB, mora, ker je njena oddaljenost od tock A in B nespremenljiva, opisovati krozni lok,
katerega ravnina je pravokotna na AB in katerega sredisce lezi na AB. Ker morajo
medsebojne razdalje vseh drugih tock ostati enake, mora biti sredis¢ni kot, nad katerim
je ta lok, enak za vse tocke telesa, in vse te tocke morajo opisovati lok v isti smeri.
Tako definirano gibanje trdnega telesa, ki je edino mozno, kadar dve njegovi tocki ne
spremenita svoje lege, imenujemo zasuk. Premica, ki povezuje tocki, ki ostajata v
mirovanju, imenujemo os zasuka, ustrezni sredis¢ni kot pa kot zasuka, vendar za
zdaj obravnavamo le zacetno in konc¢no lego, ne pa celotnega procesa prehoda.

Predstavitev vzporednega premika z vektorjem, tj. z daljico dolocene dolzine in
smeri, ne potrebuje razlage. Vsaka daljica, ki je enako dolga in ima enako smer kot
premik katere koli tocke telesa, je lahko tak vektor. Tudi zasuk telesa lahko predstavimo
z vektorjem, katerega zacetna tocka ni poljubna, temve¢ mora sovpadati s tocko osi
zasuka. Smer vektorja mora oznacevati smer osi zasuka, velikost vektorja pa mora
biti sorazmerna s pozitivnim predpostavljenim kotom zasuka w, torej priblizno enaka
['w, pri ¢emer je I' poljubna dolzina, vendar je treba predpostaviti, da je enaka za vse
zasuke.

Ce 7elimo smisel zasuka izraziti s smislom vektorja iz izhodiS¢ne tocke, je treba smer
vektorja vedno izbrati tako, da zasuk okoli njega poteka kot os v pozitivnem smislu,
torej da se njegova smer obnasa do smeri zasuka enako kot smer pozitivne z—osi do
zasuka od pozitivne osi x do pozitivne osi y po najkrajsi poti. Ce torej uporabimo
francoski koordinatni sistem, bi se moralo oko, ki gleda od tocke, na katero kaze vektor,
zasukati v smeri urinega kazalca.

Ce je N oddaljenost katere koli tocke telesa od osi zasuka, w kot zasuka in V' vektor,
ki predstavlja zasuk, potem je lok, ki bi ga opisala zadevna materialna tocka, ¢e bi se
telo zvezno zavrtelo od zacetne lege do koncne lege:

NV
Nw = —_
w P,

(132)
pri cemer je seveda prav tako vseeno, ali zadevna tocka res pripada telesu ali pa se le
domneva, da je z njim trdno povezana. Tocke osi, kot smo Ze omenili, ne spremenijo
svoje lege. Os lahko lezi tudi povsem zunaj telesa, vendar jo je treba v tem primeru
obravnavati kot trdno povezano s telesom.
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§ 46. Najsplosnejsi premik trdnega telesa. Vsako trdno telo je mogoce iz
poljubne lege premakniti v poljubno lego z vzporednim premikom in dvema zasukoma
okoli dveh osi, ki potekata skozi poljubni tocki prostora ali telesa. V posebnih primerih
lahko seveda vzporedni premik ali zasuk odpadeta, tj. ju moramo opustiti. Ce oba
zasuka odpadeta, tj. ¢e lahko telo iz prve lege v drugo prestavimo zgolj z vzporednim
premikom, se druga lega imenuje translacija prvega. Gibanje trdnega telesa, pri katerem
je vsaka lega translacija prvega, se imenuje translacijsko gibanje. Tocka telesa pri
tem lahko opisSe poljuben tir.

Naj bo A tocka v prostoru, skozi katero morata potekati obe osi vrtenja. Tista
tocka a trdnega telesa, ki je v koncni legi v A', je v zacdetni legi telesa v A. Trdno telo
vedno mislimo v razsirjenem smislu, kot smo ga opredelili prej, tj. tocka, ki je v zacetni
legi in kon¢ni legi v A’, Geprav v resnici ne pripada telesu, je z njim trdno povezana.

Zdaj obravnavajmo telo, ki mu v zacetni legi dolo¢imo vzporedni premik AA’, ki ga
seveda ne bi bilo treba izvesti, ¢e bi tocki A in A’ sovpadali. S tem se vse tocke telesa
premaknejo v isto smer za premik v dolzini AA’, tocka a telesa tako pride od A do A’.
Vsaka druga tocka b, ki pripada trdnemu telesu ali je z njim togo povezana in je bila v
zacetni legi telesa v tocki B, pride v tocko B” samo s tem vzporednim premikom. V
kon¢ni legi trdnega telesa praviloma ne bo v B”, temve¢ v B’ pri ¢emer pa mora biti
A" B' = A’ B", saj sta tocki a in b trdno povezani. Nato zavrtimo telo okoli osi, ki
poteka skozi A’ in je pravokotna na ravnino B'A’, B”, za dolo¢en kot, da tocka b telesa
preide iz B” v B’. Ker os poteka skozi totko A’, se njena lega ne spremeni ve¢; tako sta
tocki a in b telesa Ze v polozaju, ki ga morata imeti v kon¢ni legi. Ce je bila tocka b po
vzporednem premiku Ze tam, kjer bi morala biti v kon¢ni legi telesa, potem se ta zasuk
seveda spet izpusti.

Za tretjo tocko c, ki pripada togemu telesu ali jo je treba misliti kot trdno povezano
z njim in ki ne lezi na isti premici s tockama a in b, pravimo, da je bila v zacetni legi
telesa v tocki C' in da je prisla v C"” prek vzporednega premika AA’, prek prvega zasuka
v ", medtem ko pravimo za kon¢no lego telesa, da je v C’. Nato pa pomislimo, da se
telo, potem ko je Ze izvedlo vzporedni premik AA’ in prvo rotacijo, Zavrti”okoli osi, ki
poteka skozi tocki A’ in B’, za doloCen kot, da se tudi tocka ¢ prenese iz C” v C'. Zdaj
so tri tocke togega telesa, ki ne lezijo na premici, dosegle mesta, ki jih morajo zasedati
v koncéni legi telesa, posledi¢no se je celotno telo preneslo v svojo konéno lego, saj je
njegova lega dolocena s temi tremi tockami.

Ce sta torej podani zacetna lega in koncna lega, lahko vedno najdemo nek vzporedni
premik in dva zasuka okoli dveh osi, ki potekata skozi katero koli dano tocko, ki
pripeljeta trdno telo iz dane zacetne lege v dano konéno lego. Ce bi totka C" Ze
sovpadala s tocko C’, bi tretji zasuk izpustili.

§ 47. Sestavljanje dveh zasukov Ce se trdno telo dvakrat zaporedoma zasuce
okoli dveh osi, ki se sekata v eni tocki, lahko celotno spremembo lege, ki jo s tem dobi,
vedno nadomestimo z enim samim zasukom okoli druge osi, ki prav tako poteka skozi
to tocko. Naj bo A tocka, v kateri se osi sekata. Okoli tocke A kot sredis¢e nariSemo
krogelno ploskev s polmerom 1. To ploskev prebadata dani osi vrtenja v tockah B; in
B>. Naj bosta w; in ws kota, za katera se telo zaporedno vrti okoli teh osi. Na krogli
polmera 1 konstruiramo dva najvecja kroga K; in Ky, ki potekata skozi B; in tvorita
z najve¢jim krogom Bj B, proti eni in drugi strani kot %wl. Iz loka B;Bs pridemo do
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K5 po najkrajsi poti v smislu vrtenja, ki ga opravi trdno telo okoli osi ABy, do K7 v
nasprotnem smislu (slika 14).

Slika 14

Na enak nacin konstruiramo dva najvecja kroga K3 in Ky, ki oba potekata skozi Bs
in vkljucujeta kot %wQ z By B, tako da spet pridemo od By B; do K3 po najkrajsi poti
v smislu, v katerem se telo zasuka okoli osi AB;. Naj bosta C in Cy povprecni tocki
najvecjih krogov K; in Ky oziroma K3 in Ky, ki sta najblizji tockama B; in By. Tocka
telesa, ki je bila na zacetku v tocki C1, se z zasukom, ki ga telo opravi okoli osi AB;,
premakne v tocko Cy, z naslednjim zasukom okoli osi ABy pa se povrne v tocko Cf, in
ker se pri obeh zasukih ne spremeni lega tocke A, lahko celotno spremembo lege, ki jo
ustvarita oba zasuka, vedno nadomestimo z enim samim zasukom okoli osi AC1, ki ga
bomo imenovali rezultanta obeh prvotno danih vrtenj. Velikost ustreznih kotov zasuka
je mogoce enostavno ugotoviti. Tocka trdnega telesa, ki je bila na zacetku v tocki By,
pri prvem zasuku ne spremeni lege. Z drugim zasukom okoli osi AB, bi morala opisati
lok B, B3, katerega polovicna tocka je H. Zaradi nastale rotacije mora tocka spremeniti
svojo lego. Z nastalim vrtenjem se mora tudi ta tocka trdnega telesa prenesti na Bj.
Torej mora biti kot

W3 = 310133 = QBlClH

kot zasuka skupnega zasuka. Vidimo, da se s tem skupnim zasukom tri tocke trdnega
telesa, ki so bile na zacetku v C'y in By ter v srediscu krogle A in za katere lahko menimo,
da so z njim togo povezane, ¢eprav ne pripadajo samemu telesu, prenesejo v iste lege,
kot da bi telo najprej opravilo dani zasuk okoli osi ABj, nato okoli osi ABs, s ¢imer
dokazemo, da se telo samo z dobljenim zasukom premakne v popolnoma enako konéno
lego kot z danima zasukoma, ki ju bomo imenovali sestavljeni zasuki ali komponenti.
Iz sfernega trikotnika B; BoC' ugotovimo:
w w
sin (B1ACY) : sin (ByACY) = sin 72 : sin 71
in

w3 w1 w2 . W1 . W
COS —= = €08 — €08 — — sin — sin — cos (B ABy) .
2 2 2 2 2
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Glede na to lahko dva zasuka iz izreka iz § 46 vedno nadomestimo z enim samim. Ta
izrek je torej mogoce izraziti takole: Vsako trdno telo je mogoce prenesti iz katere koli
lege v katero koli drugo z ustrezno izbranim vzporednim premikom in enim samim
zasukom. Tocko, skozi katero mora potekati os zasuka, izberemo, nato dolo¢imo njegovo
lego v prostoru in kot zasuka.

§ 48. Zasuki so neskon¢no majhni. Formule za lego osi in velikost kota rezultan-
tnega zasuka se poenostavijo, ¢e sta kota zasuka w; in wy prvotno danih zasukov zelo
majhna. Potem os AC| pade v ravnino obeh drugih osi zasukov AB; in AB;. Nadalje
je

sin (B1ACY) : sin (B2 ACY) = we = wy
in

w3 = wi + wj + 2wiwy cos (ByABy) .

Ce tri zasuke predstavimo z vektorji tako, da iz tocke A na osi AB; nariSemo
razdaljo dolzine I'wq, na osi AB; razdaljo dolzine T'ws, na osi AC, pa razdaljo dolzine
['ws, vidimo, da vektor, ki predstavlja rezultantni zasuk, najdemo iz vektorjev, ki
predstavljajo komponente, z enako konstrukcijo kot rezultanto iz dveh danih sil'.V tem
primeru je tudi vseeno, katera od obeh sestavljenih zasukov se zgodi prej in katera
pozneje, medtem ko to pri kon¢nih zasukih vpliva na lego rezultantne osi vrtenja. Pri
kon¢nih zasukih je nadalje le v primeru dane zacetne lege kon¢na lega, ki jo telo zavzame
zaradi rezultantnega zasuka, enaka tisti, ki jo zavzame, ¢e najprej opravi prvi in nato
drugi sestavljeni zasuk. Pri neskonc¢no majhnih zasukih pa je rezultantni zasuk vedno

ekvivalenten komponentam; natancneje: Ce se telo najprej zavrti za — kota w; okoli osi
n
1
ABq, nato za — kota wsy okoli osi AB;, potem bo imelo do neskonéno majhne spremembe
n

1
drugega reda enako spremembo lege, kot Ce bi se zavrtelo za — kota w3 okoli osi ACY,
n

1
in enako velja, ¢e se ponovno zavrti za — teh kotov, dokler niso opisani vsi koti.

n
Vsi izreki o razstavljanju in sestavljanju sil izhajajo iz izreka o paralelogramu sil
in jih je zato mogocCe nespremenjene uporabiti za neskonéno majhne zasuke, ¢e te na

'Ta dokaz za zelo majhne zasuke izvedemo bolj preprosto, in sicer na naslednji na¢in. Na sliki 15
naj bo AB,C By paralelogram. Naj bodo CD,,CFE, B1G in By F pravokotni na ABy, AB3, AC in ABs.
Naj zdaj trije vektorji AB1, ABs, AC' s slike 15 predstavljajo tri neskonéno majhne zasuke poljubnega
trdnega telesa okoli obravnavanih osi v smislu puscic, pritrjenih na rezine. wy =I'- ABy, wo =T+ ABs,
w3 = I' - AB3. Naj bodo ustrezni koti zasuka. Tocka A trdnega telesa se zaradi vseh treh zasukov ne
premakne. Tocka C' ima zaradi prvega zasuka neskon¢no majhen premik w; - CD =T+ AB; - CD za
ravnino risbe, zaradi drugega zasuka pa premik wy - CD =T+ ABy - CD pred ravnino risbe, oboje
pravokotno na to ravnino. Ker sta ti dve koli¢ini enaki, kar je enostavno dokazati, zaradi obeh zasukov
skupaj ne pride do nobenega premika, kar pomeni, da se zgodi enak premik, kot bi se zgodil zgolj
z zasukom AC. Pri prvem zasuku tocka B; kon¢no nima nobenega premika, pri drugem pa premik
wg - BoF =1+ ABy - B1F, pri tretjem pa premik ws - BiG =T - AC - B1G, oba pravokotna na risalno
ploskev pred njo. Iz enakosti trikotnikov AB;B; in AC By, ki sta oba pol manjSa od paralelograma
AB;,CBs, sledi enakost teh dveh premikov, saj je povrsina prvega trikotnika enaka A By - By F', povrsina
drugega pa AC - B1G. Zato imajo vse tri tocke A, C' in By, torej celotno telo, enako spremembo lege
zaradi zasuka AC kot zaradi dveh zasukov AB; in ABs skupaj. Slednji sklep bi bil neveljaven, ¢e bi
tri tocke A, Bi, By padle na isto premico. Vendar se je tudi takrat mogoce prepricati, da je izrek
pravilen, saj se zasuki preprosto sestevajo ali odstevajo.
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Slika 15

opisan nacin predstavimo z vektorji. Poljubno stevilo neskonéno majhnih zasukov okoli
osi, ki se sekajo v eni tocki, lahko zdruzimo v eno samo rezultanto ali pa en zasuk
razstavimo na poljubno stevilo komponent okoli taksnih osi. Med drugim lahko vsak
neskoncno majhen zasuk okoli osi, ki poteka skozi koordinatno izhodisce, razstavimo v
tri sestavljene zasuke okoli treh koordinatnih osi, pri ¢emer so puscice, ki predstavljajo
zasuke, dolocene tako, kot da bi predstavljale sile.

§ 49. Splosne enacbe gibanja za trdno telo. Po tem, kar je bilo povedano, je
enostavno najti analiticno obliko za virtualni premik trdnega telesa, za katerega deli
sicer ne veljajo nobeni pogoji, razen da so vsi togo povezani. Vsak neskonéno majhen
premik telesa lahko ustvarimo z vzporednim premikom in zasukom okoli osi, ki poteka
skozi koordinatno izhodis¢e. Vzporedni premik lahko razstavimo na tri premike v smeri
treh koordinatnih osi za dolzine 0&, 0n, 6(, zasuk pa na tri sestavljene zasuke okoli treh
koordinatnih osi za kote dc, 3 in 9. Teh Sest kolic¢in

o0&, on, oC, da, 0B, oy (133)

ima lahko o¢itno povsem poljubne vrednosti, ki so medsebojno povsem neodvisne.
Clen 0¢ v izrazu (93) poistemo tako, da vse druge koli¢ine (133) postavimo na nic.

Potem postanejo spremembe koordinat x za vse tocke enake in enake 0&, vse druge

spremembe koordinat pa so enake ni¢. Leva stran izraza (93) se zato spremeni v:

n d2
(55 Z (mh d;h — Xh>

h=1

Clen 0& mora odpasti, saj je Sest spremenljivk v (133) med seboj popolnoma neodvisnih.

Iz tega sledi:
n deh n
=Y X
S — 3 x,

h=1 h=1

Podobno velja za ustrezne enacbe, ki se nanasajo na druge koordinatne osi.

Pogosto, zlasti kadar je treba seStevati po vec¢ indeksih, zlahka pride do zmede, ce
vsake koli¢ine, ki ima v razlicnih ¢lenih vsote razlicno vrednost, ne oznacimo s prilozenim
indeksom. Vendar je zadeva tako preprosta, da bomo odslej izpustili indeks h ter mejne
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vrednosti nad in pod znakom vsote, ne da bi se bali kakrsne koli napake glede nac¢ina
tvorjenja vsote.

Poleg tega obstaja naslednja okolis¢ina: Lahko se zgodi, da na tiste materialne tocke
telesa, ki tvorijo njegovo celotno maso, ne deluje nobena zunanja sila. Po drugi strani
pa so lahko tocke, na katere delujejo zunanje sile, povezane s telesom z napravami
zanemarljivo majhne mase, kar vodi do domneve, da so te tocke togo povezane s telesom
prek idealiziranih, brezmasnih naprav. S tem lahko domnevamo, da materialne tocke
telesa niso enake tockam, kjer delujejo sile. Takrat je pogosto bolj prirotno razsiriti
sestevanje z masami samo na prve tocke, s silami pa samo na druge tocke, ¢eprav lahko
tudi takrat obe seStevanji razsirimo na vse tocke in preprosto dolo¢imo, da so sile enake
nic za prve tocke, mase pa enake ni¢ za druge. Zato namesto zadnje formule preprosto
zapisemo:

d*x

Z Fi Z X. (134)

Da bi nasli koeficient da v izrazu (93), moramo ponovno dolociti, da so vse druge
koli¢ine razen da enake ni¢, in doloc¢iti povecanja koordinat razlicnih tock telesa, ki se
pojavijo v tem primeru. Ta povecanja koordinat so tista, do katerih pride, ko telo nima
nobene druge spremembe lege kot zasuk za neskonc¢no majhen kot da okoli abscisne osi
v smislu, v katerem pridemo do najkrajse poti od pozitivne osi y do pozitivne osi z.
Tu tocka s koordinatami x, y, z, ki lezi na razdalji » od abscisne osi, opise neskonéno
majhen lok kroga dolzine r, da, ki je pravokoten na premico r. Projekcije tega loka na

abscisno os so enake kot projekcije abscisne osi. Projekcije tega loka na tri koordinatne
smeri so torej: ni¢, —z, da, y, da. Spremembe koordinat obravnavane tocke so torej:

dx =0, dy=—z0a, dz=yda. (135)
7 zamenjavo teh vrednosti se leva stran zveze spremeni v:

>z dPy

5@2 [m (ydtQ — Zdt2> +2Y — yZ].
Tudi tu mora koeficient dar odpasti, kar privede do enacbe

d?z A%y

Zm(‘ycit?_zdt?) =Y (Y —yZ), (136)

ki je enaka enacbi (70). Sest enacb, ki jih dobimo, ¢e enachama (134) in (136) dodamo
podobni enachi za osi y in z, je torej potrebnih in zadostnih za doloc¢itev Sestih
spremenljivk, potrebnih za dolocitev lege trdnega telesa kot funkcije ¢asa, ¢e so podane
zacetne vrednosti spremenljivk in njihovi odvodi po ¢asu, pa tudi zunanje sile. Slednje
se pojavljajo le v Sestih izrazih:

A=) X, B=>Y, c=> 72,

(137)
D=) (Y —yZ), E=>(:X-2Z), F=)>(z¥—-yX),

ki smo jih v § 29 Ze poimenovali vsote komponent in momente sil glede na koordinatne

osi. Ce na isto trdno telo, katerega delci imajo enake lege, hitrosti in smeri hitrosti,
deluje kateri koli drug sistem sil, potem bo telo, ¢e bodo v danem trenutku za ta drugi
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sistem sil teh Sest koli¢in enakih kot pri prvem sistemu sil, imelo enake pospeske kot
pri prvem. V tem primeru re¢emo, da sta si sistema sil ekvivalentna. Ce to velja za
daljsi cas in so lege, hitrosti in smeri hitrosti vseh materialnih tock na zacetku tega
tasa enake, potem se bo telo pod vplivom ene ali druge sile ves ¢as gibalo enako?.

Tako je vsaka sila enakovredna enaki sili v isti smeri, ¢e premica, ki povezuje
obe prijemalisci, poteka v smeri sil. Pravimo, da lahko prijemalisce katere koli sile
premaknemo na katero koli drugo tocko na njeni smeri, pri cemer ostaneta velikost in
smer iste sile nespremenjeni, ne da bi se spremenil njen ucinek na trdno telo; saj se s tem
ne spremenijo niti velikosti A, B, C', niti momenti zadevne sile glede na smeri koordinat.
Slednje izhaja neposredno iz geometrijske definicije momenta, kot je predstavljena z
enacho v § 29.

Ce lahko na telo deluje katerikoli sistem sil in hkrati njemu enakovreden sistem, v
katerem je smer vsake sile obrnjena, ne da bi se spremenila njena velikost, ima vseh Sest
veli¢in (137) vrednost ni¢; telo se tako giblje, kot da nanj ne bi delovale nobene sile, pri
¢emer seveda, Ce telo ni v mirovanju, pospeski vseh njegovih toc¢k na splosno ne bodo
enaki ni¢. Vsaka sila je torej v ravnotezju z obratnim ekvivalentom (prim. zakljucek §
35 ter § 70 in 73). Vse sile sistema sil, ki delujejo na trdno telo, bodo ohranile ravnotezje,
ko se bo Sest spremenljivk (137) iznicilo. Ce so bile sprva vse tocke trdnega telesa v
mirovanju, bodo ostale v mirovanju; ¢e je bilo telo v gibanju, se bo gibalo, kot da nanj
ne bi delovale nobene sile; ¢e pa je ravnotezje prevladalo le v dolo¢enem trenutku, bodo
vse njegove tocke v tem trenutku dobile enak pospesek, kot da nanj v tem trenutku ne
bi delovale nobene sile.

Na tem mestu velja omeniti Se izrek, ki ga bomo kasneje uporabili v teoriji elasti¢nosti.
Ko na trdno telo delujejo sile, se to obic¢ajno nekoliko deformira. Ce po deformaciji
telo obmiruje in sile ohranijo ravnotezje, tega ravnotezja ni mogoce porusiti s togim
povezovanjem delov telesa v lege, ki jih zavzamejo po deformaciji. Kajti delci med seboj
ze delujejo s taksnimi notranjimi silami, ki ohranjajo ravnotezje zunanjih sil. Zaradi
toge povezave bi lahko ob najmanjsi spremembi razdalje med njimi delovale sile vezi
poljubne velikosti. Tako bi lahko delci [Teilchen| se bolj u¢inkovito izvajali medsebojne
sile, ki jih ze tako ali tako izvajajo drug na drugega.

§ 50. Kdaj imajo sile, ki delujejo na trdno telo, rezultanto? Glede na povedano
lahko odgovorimo tudi na vprasanje, kdaj lahko sistem sil, ki delujejo na trdno telo,
nadomestimo z eno samo silo, ki, ¢e to velja le za en trenutek, povzroci v tem trenutku
enak pospesek vsake tocke telesa. Ce pa lahko sistem sil, ki delujejo na trdno telo v
vsakem trenutku kon¢énega casa, nadomestimo z eno samo silo, ki se seveda lahko s
casom spreminja po velikosti in smeri, bo ta sila povzrocila enako gibanje kot sistem sil
v celotnem tem casu ob enakih zacetnih pogojih. Za to posamezno silo potem rec¢emo,
da je enakovredna sistemu sil ali da je njegova rezultanta.

Za to je potrebno, da ima Sest koli¢in enake vrednosti za eno samo silo (rezultanto)
kot za dani sistem sil. Tako morajo biti A, B, C' komponente rezultante glede na tri
koordinatne smeri. Ce so &, m, ¢ koordinate njenega prijemalisca, potem mora biti:

nC—(B=D, (A-—¢C=FE, ¢B-nA=F. (138)

2Ce je sistem sil K enakovreden drugemu A, potem, kot je takoj razvidno iz nasih enacb, tudi
K skupaj s tretjim sistemom sil K’ povzro¢a enako gibanje kot A skupaj s K'. Ce sta K in K' v
ravnotezju, sta v ravnotezju tudi A in K.
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Pri tem so A, B, C, D, E, F vrednosti Sestih koli¢in za dani sistem sil. Ce seStejemo
enacbe, potem ko smo prvo pomnozili z A, drugo z B in tretjo z C, sledi:

AD + BE + CF = 0. (139)

Med Sestimi koli¢inami (137), ki jih pogojuje dani sistem sil, mora biti torej ta
enacba nujno izpolnjena, ¢e naj bi ga bilo sploh mogoc¢e nadomestiti z eno samo silo, tj.
¢e naj bi rezultanta sploh obstajala. Ce je izpolnjena in je vsaj ena od koli¢in A, B, C'
razlicna od ni¢, potem vedno obstaja rezultanta. Ce je na primer A razlicen od nic, je
iz zadnjih dveh enacb (138):

B F €L E (140)

A A A A

in zamenjava teh vrednosti pokaze, da je izpolnjena tudi prva od enacb (138). Ker med
tremi koordinatami prijemalisc¢a rezultante obstajata le dve enacbi (140), je slednja
doloc¢ena po velikosti in smeri, za prijemalisc¢e rezultante pa lahko izberemo katero koli
tocko premice, dolocene z enacbami (140), ki ima smer rezultante. Ce rezultanta obstaja,
lahko za njeno prijemalis¢e izberemo tudi katero koli drugo tocko na njeni smeri, kar
naravno sledi iz izreka o premicnosti sile na trdnih telesih. Ce izbrano prijemalisce
rezultante ne bi bila del trdnega telesa, bi bilo seveda treba misliti, da je z njim trdno
povezana (z brezmasnimi vezmi). Nase formule veljajo le za tocke, ki so trdno povezane
s telesom.

Ce je A= B = (C =0, so enacbe izpolnjene le, ce je tudi D = F = F = 0, torej ¢e
so sile danega sistema sil med seboj uravnotezene. Rezultanta je potem seveda enaka
nic.

Poseben je primer, ko so vse sile, ki delujejo na trdno telo, med seboj vzporedne. Z
a, b, ¢ oznacimo smerne kosinuse z njimi vzporedne premice G, ki jo, ¢e vse sile delujejo
v istem smislu, v tem smislu tudi narisemo. Ce ne, jih narisimo v smislu, da je sestevek
velikosti sil, ki delujejo v istem smislu, vecji od sestevka sil, ki delujejo v nasprotnem
smislu. Potem je

X=aP, Y=0P, Z=cP.

Pri tem je P sila, ki deluje na katero koli tocko telesa, katere koordinate so x, y, z.
Damo ji pozitivni ali negativni znak, odvisno od tega, ali ima smer premice G ali
nasprotno. X, Y, Z so komponente sile P v koordinatnih smereh. Faktor a je enak za
vse sile, prav tako b in c. Torej je

A=ad P, B=bY P, C=c)> P
D:bZzP—cZyP, E:chP—aZZP, F:aZyP—beP.

Pogoj (139) je izpolnjen in vedno obstaja rezultanta, ¢e ni A = B = C' = 0, torej
P =0, o tem primeru bomo govorili pozneje.
Velikost rezultante je Z P, kar je algebrska vsota velikosti vseh posameznih sil.
Ima smer premice G, je torej vzporedna z danimi silami in deluje v smeri, za katero je
sestevek velikosti sil, usmerjenih vanjo, vec¢ji. Enacbe se reducirajo na

A 55) -5 Ll 5m)
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Te enacbe so zagotovo izpolnjene, ¢e velja

_ xaP X yP Xk
IR ST S S R oV
ocko, katere koordinate so doloc¢ene s temi enacbami, imenujemo srediscée vzporednih
stl. Izberemo jo lahko za tocko prijema rezultante. Za tocko prijema lahko izberemo
tudi katero koli drugo tocko na premici, ki je speljana skozi njo in vzporedna s smerjo sil.
Vendar ima prvo prijemalisce delovanja posebno prednost. Vrednosti njenih koordinat,
ki jih podajata enacbi, so neodvisne od a, b, ¢, tj. od smeri vzporednih sil. Tako ne
preneha biti to¢ka prijema rezultante, ¢e se spremeni le ta smer, tj. ¢e velikost vsake
od sil ostane nespremenjena in tudi vsaka od njih deluje nespremenjeno na isto tocko
telesa, smer vseh sil pa se spremeni na enak nacin, tako da vse ostanejo vzporedne in
tudi enako usmerjene.

Ker je pomembna le relativna sprememba lege, ostane sredis¢na tocka tudi tocka
prijema rezultante sil, ¢e je ta trdno povezana s telesom in se telo poljubno vrti ali
giblje v prostoru, takoj ko so tocke prijema vzporednih sil, ki delujejo nanjo, prav tako
trdno povezane s telesom in se te sile ne spremenijo ne velikosti ne smeri.

Doslej smo izkljucili primer Z P =0. V tem primeru je A= B = C = 0. Kot smo
videli, rezultanta obstaja le, ¢e je D = EF = F' = 0, tj. ¢e so dane sile v ravnotezju.

§

¢

(141)

§ 51. Primer vzporednih sil. Kot zelo poseben primer lahko navedemo delovanje
dveh vzporednih sil na trdno telo. Za izhodis¢e koordinat izberemo prijemalis¢e prve
sile, pozitivno abscisno os pa potegnemo skozi prijemalisce druge sile. Sredis¢na tocka
je torej na premici, ki povezuje prijemalisci sil, njena oddaljenost od teh tock pa je
obratno sorazmerna z velikostjo sil. Ce sta obe sili enako usmerjeni, srediséna tocka lezi
med njunima prijemalisCema, v nasprotnem primeru pa zunaj prijemalisca vecje sile.

Izpeljava teh rezultatov iz enacb (141) je tako enostavna, da se z njo ne bomo
ukvarjali. Ce sta sili enaki, vendar nasprotno usmerjeni, ohranjata ravnotezje, ¢e sta
njuni smeri v isti premici. V nasprotnem primeru nimata rezultante, temvec tvorita
tako imenovani dvojica sil, o katerem bomo govorili pozneje.

Videli smo Ze, da se vsak masni delec m tezkega, vrzenega, ne vrtecega se telesa giblje,
kot da nanj deluje stalna sila mg (njegova teZa), usmerjena proti sredisé¢u Zemlje,
pri ¢emer ima ¢ enako vrednost za vse delce v isti tocki na Zemlji in ga imenujemo
tezZnostni pospesek. Ob predpostavki, da je v vseh drugih primerih u¢inek teznosti
enak pravkar opisani sili mg, zdaj iS¢emo rezultanto celotnega uc¢inka teznosti na katero
koli trdno telo. Zaradi velike oddaljenosti od sredis¢a Zemlje so vse sile, ki delujejo na
razlicne masne delce, vzporedne in enako usmerjene.

Rezultanta vseh sil, ki jih teznost deluje na celotno telo, je torej prav tako usmerjena
proti srediscu Zemlje; njena velikost

gy m

je enaka vsoti mas vseh materialnih delcev, ki jo imenujemo skupna teZa telesa in je
enaka skupni mast telesa, pomnozeni s teznostnim pospeskom. Sredisce vzporednih
sil ima zaradi enacb (141) koordinate

_xmz _xmy >mz

¢ = .

§ SR Sm
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Zato je to tocka, ki smo jo ze imenovali tezisce. Ko se telo vrti, se masa posameznih
masnih delcev ne spreminja niti po velikosti niti po smeri niti po prijemaliscih. Tezisce,
ki je trdno povezano s telesom, ne preneha biti prijemalisc¢e rezultante vseh teznostnih
sil, ki delujejo na vse masne delce telesa, ce se telo poljubno giblje. Ce torej na tezisce
telesa deluje ena sama sila z velikostjo celotne teze telesa, bo ta sila vseskozi povzrocila
enako gibanje kot razlicne teznostne sile, ki delujejo na posamezne delce telesa. Lahko
si predstavljamo, da je vsa teza telesa zbrana v njegovem tezis¢u. Vendar ne smemo
pozabiti, da to velja le, dokler telo velja za togo. Elasti¢na deformacija telesa, npr.
stiskanje ali upogibanje zaradi lastne teze, bi bila seveda povsem drugacna, ¢e bi teznost
namesto na vse delce telesa delovala le na njegovo tezisce. Vse te zakone potrjujejo
izkusnje, tako da lahko naso hipotezo o u¢inku teznosti na masne delce telesa stejemo
za utemeljeno z izkusnjami.

§ 52. Teorija dvojice sil Kot dvojico sil razumemo dve enaki sili, usmerjeni v
nasprotnih smereh, ki delujeta na trdno telo in nimata iste smeri kot premica, ki
povezuje njuni prijemaliS¢i. Ravnina, ki vsebuje obe prijemalis¢i in smeri obeh sil, se
imenuje ravnina dvojice sil. Normala, ki je postavljena nanjo, se imenuje os dvojice
sil. Vedno jo je treba narisati v smislu, da se dvojica sil skusa zasukati okoli nje v
pozitivnem smislu, tj. da ima glede na smer zasuka dvojice sil enako lego, kot jo ima
pozitivna z-os glede na obracanje od pozitivne osi z po najkrajsi poti do pozitivne osi y.
Tako se pri uporabi francoskega koordinatnega sistema dvojica sil vrti v smeri urinega
kazalca, ¢e gledamo od mesta, kamor kaze os.

Obe sili ponazorimo s puscicama, pri ¢emer je faktor sorazmernosti med silo in
puscico enak 1. Paralelogram, ki ga dobimo, ko povezemo prijemalisce vsake sile s koncno
tocko druge sile, imenujemo paralelogram dvojice sil, njegovo povrsino pa skupni
moment. Za vsako dvojico sil velja A = B = C' = 0. Moment D obeh sil, ki tvorita
dvojico sil glede na abscisno os, pois¢emo po formuli (71), tako da projiciramo puscice,
ki predstavljajo obe sili, na ravnino yz, pomnozimo vsako projekcijo s pravokotno
razdaljo od izhodisc¢a koordinatnega sistema in tvorimo razliko teh dveh produktov.
Kot je takoj razvidno, je ta razlika enaka povrsini projekcije paralelograma dvojice sil,
tj. njegovemu skupnemu momentu na ravnini yz, pri cemer je predznak pozitiven ali
negativen, odvisno od tega, ali projekcija dvojice na ravnino yz telo zasuka v pozitivnem
ali negativnem smislu okoli pozitivne abscisne osi. Podobno dolo¢imo F in F.

Vrednosti D, F in F' so odvisne le od smeri ravnine dvojice, njenega skupnega
momenta in smeri zasuka, ki ga dvojica poskusa povzrociti. Ker pa za vsako dvojico sil
velja A = B = C = 0, so vse dvojice sil med seboj enakovredne, tj. povzrocajo enako
gibanje trdnega telesa, e so njihove ravnine vzporedne, njihovi skupni momenti enaki
in smeri zasuka iste. Vsako dvojico sil lahko torej poljubno premikamo znotraj njene
ravnine, zavrtimo njen paralelogram in ga nadomestimo z drugim z enako povrsino in
enakim smislom vrtenja, prav tako pa lahko poljubno premikamo ravnino dvojice, ki
ostaja vzporedna sama sebi, ne da bi se s tem spremenil ucinek dvojice sil na trdno telo.

Tako kot zasuk lahko vsako dvojico sil predstavimo z vektorjem V. Ta vektor lahko
poteka iz katere koli tocke v prostoru, njegova smer mora biti smer osi dvojice sil,
njegova dolzina, pomnozena z ustreznim redukcijskim faktorjem I', ki je konstanten,
pa mora biti enaka skupnemu momentu dvojice sil. Ce ne upostevamo dimenzij, lahko
faktor I' postavimo enak 1.
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Tri kolicine D, E/, F' so projekcije tega vektorja, pomnoZenega z I', na tri koordinatne
osi, pri cemer imajo pozitiven ali negativen predznak, odvisno od tega, ali padejo v
pozitivno ali negativno koordinatno smer. D, E in F so torej enoli¢no doloceni z
vektorjem. Vse dvojice sil, ki so na ta nacin predstavljene z istim vektorjem, so
enakovredne, kar pomeni, da lahko dvojice sil sestevamo v rezultanto ali jih razstavljamo
na komponente povsem enako kot preproste sile. Ce so Vi, Vo, V3 projekcije vektorja
V', ki predstavlja naso dvojico sil, na tri koordinatne osi, potem ti trije novi vektorji
predstavljajo dvojice sil, za katere imajo momenti glede na koordinatne osi vrednosti

D, 0,0; 0,E 0 ozroma 0,0, F.

Za te tri dvojice sil skupaj je vsota momentov glede na koordinatne osi natanko enaka
kot za prvotno dano dvojico sil, in ker za vse dvojice sil velja A = B = C = 0, so
tri dvojice sil, ki jih predstavljajo vektorji Vi, V5, V3, skupaj enakovredne eni dvojici
sil, ki jo predstavlja vektor V', enako kot so tri sile, ki jih predstavljajo puscice Vi, Vs,
V3, komponente sile, ki jo predstavlja vektor V. Ta izrek je pravzaprav le poseben
primer uporabe konstrukcije paralelograma sil za dvojico sil; vendar lahko na podlagi
tega izreka takoj dokazemo splosni primer, tako da vsako dvojico razstavimo na tri
komponente glede na tri koordinatne osi in dokazemo, da so te komponente enake za
rezultanto kot za vsoto vseh komponent.

§ 53. Redukcija poljubnih sil na silo in dvojico sil. Naj bo podan poljuben
sistem sil, ki delujejo na trdno telo. Videli smo, da ni vedno mogoce najti ene same sile,
ki bi bila enakovredna danemu sistemu sil. Vedno pa je mogoce najti silo in dvojico
sil, ki sta skupaj enakovredni danemu sistemu sil, pri ¢emer lahko prijemalisce sile
izberemo poljubno. Ce so A, B, C vsote komponent danih sil, D, E, F' pa vsote njihovih
momentov glede na koordinatne osi, potem lahko iz koordinatnega izhodisca, ki ga lahko
poljubno izberemo, potegnemo vektorja OK in OP, ki predstavljata silo in dvojico
sil s komponentami A, B, C' oziroma D, E, F' v koordinatnih smereh. Imenujemo ju
rezultanta sile in rezultanta dvojice sil. Oba skupaj sta enakovredna danemu sistemu sil,
saj za silo D, F in I, za dvojico sil pa A, B in C odpadejo, zato imajo sila in dvojica
skupaj sest kolicin A, B, C', D, E, F enake vrednosti kot za prvotno dani sistem sil.

Dvojico sil lahko predstavimo s poljubnim vektorjem iste smeri, ki izhaja iz razlicnih
tock prostora. Ce pa za silo izberemo drugo prijemalisce, ki ne lezi v njeni smeri,
moramo dvojico sil spremeniti na nacin, ki ga lahko ugotovimo z naslednjimi razmisleki.

Na trdno telo naj deluje ena sama sila. O naj bo njeno prijemalisce, pus¢ica OK pa
predstavlja njeno velikost in smer. Njen uc¢inek na trdno telo lahko vedno nadomestimo
z enako silo iste smeri, ki deluje v neki drugi tocki O’, ki ni v smeri prej$nje sile, in s
parom sil. To dokaZemo tako, da dodamo dve sili O'K’ in O'K", ki delujeta v tocki
O’, prva je enaka in enako usmerjena, druga pa prav tako enaka, vendar nasprotno
usmerjena sili OK. Ker se ti dve sili medsebojno iznicita, je dana sila OK enakovredna
sistemu, sestavljenemu iz treh sil OK, O'K’ in O'K"". Dve sili OK in O'K" tvorita
dvojico sil, ki jo lahko predstavimo z vektorjem O'P’, ki je pravokoten na ravnino
OKO' v smislu, da se okoli njega zasuka smer dvojice sil, torej tudi OK proti OO, po
najkrajsi poti v pozitivnem smislu. Moment dvojice sil, ki ga predstavlja O'P’, je enak
povrsini paralelograma OKO'K"™, tj. dvakratni povrSini trikotnika OKQO'. Ta dvojna
povrSina je torej enaka dolZini vektorja O'P’, pomnozeni s T'.
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Tako najdena sila O’ K’ in dvojica O’ P’ sta vedno enakovredni eni sili OK, kar bomo
imenovali izrek (142).

Naj bo dano poljubno trdno telo in poljuben sistem sil, ki delujejo nanj. Naj bo ta
sistem enakovreden sili OK in dvojici OP. O’ naj bo katerakoli druga tocka. Naloga
naj bo, da prvotno dani sistem sil nadomestimo s silo, ki deluje v toc¢ki O’, in dvojico
sil.

Dvojico sil lahko nadomestimo tudi s puséico O’ P"”, vleceno iz O', enako kot OP in
enako usmerjeno, silo pa s silo O’ K, ki deluje na O', enako kot OK in enako usmerjeno,
in Se vedno z dvojico O'P’; dolocenim s pogoji (142). Obe dvojici O'P" in O'P" lahko
zdruzimo v eno samo dvojico sil O'P", ki je zato enakovredna sili O'K’, zdruZeni s
prvotno danim sistemom sil, s ¢imer resimo zastavljeni problem.

Nova rezultanta O'K’ je enaka prvotni OK in ima enako smer. Nova dvojica sil
O'P" pa ima enak moment in enako smer kot prej$nja dvojica sil OP le, ¢e tocka O’
lezi v smeri sile OK.

Omeniti je treba, da lahko prijemalisce O’ rezultante sile vedno izberemo tako, da
je pravokotno na ravnino dvojice sil, ki je enakovredna danemu sistemu sil, zdruzenih z
njo, tj. da ima os rezultante dvojice sil smer rezultante sile. Silo, ki deluje na trdno telo,
in dvojico sil, ki prav tako deluje nanj, ter katere os ima smer sile, pogosto imenujemo
dinama.

Da lahko prijemalisce rezultante sile res vedno tako izberemo, dokazemo na naslednji
nac¢in. Kot vemo, v vsaki tocki O vedno obstaja sila OK, ki deluje na katero koli
tocko O in je skupaj z dvojico OP enakovredna danemu sistemu sil. Dvojico sil lahko
vedno razdelimo na dve komponenti, ki ju predstavljata vektorja OF in ON, od katerih
prvi pade na isto premico kot sila OK, drugi pa je nanjo pravokoten. Nato postavimo
premico OO’ pravokotno na ravnino NOK na tisto stran, kjer zasuk, ki OK premakne
po najkrajsi poti do O0’, za ON deluje v negativnem smislu. DolZina odseka OO’ je
I'-ON/OK.

V skladu z izrekom (142) je sila OK zdaj enaka sili O'K’, ki deluje v O’ in je
usmerjena enako, ter dvojici sil, ki ima enako os in enak skupni moment, vendar
nasproten smisel vrtenja kot dvojica sil ON, zato se slednja iznic¢i. Dvojico sil OF pa
lahko predstavimo tudi s pusc¢ico O'F’, ki jo potegnemo iz O’ v isto smer. Sila O'K’
in dvojica sil O'F’, katere os poteka v smeri sile O’ K’ in katere ravnina je pravokotna
nanjo, sta torej enakovredni prvotno podanemu sistemu sil. Ker sta OF in ON kateti
pravokotnega trikotnika, katerega hipotenuza je OP, velja, da je OF < OP.

Ce torej rezultanta sil deluje v tocki O" ali v kateri koli drugi tocki neskonéne premice
O'K', tako da ima smer osi rezultante dvojice sil, je njen moment manjsi kot v kateri
koli drugi legi prijemalis¢a rezultante sil.

§ 54. Redukcija premika na zasuk in vzporedni premik. Vijacno gibanje.
Popolnoma podobne izreke lahko izpeljemo za zasuke. Tako kot lahko vsak sistem
sil nadomestimo z eno samo silo in eno samo dvojico sil, lahko vsako spremembo
lege trdnega telesa ustvarimo z zdruzitvijo enega samega zasuka in enega samega
vzporednega premika. Tako kot lahko vektor, ki predstavlja dvojico sil, potegnemo
iz. katere koli tocke v prostoru, lahko tudi vektor, ki predstavlja vzporedni premik,
potegnemo iz katere koli tocke v prostoru. Ta vektor oznac¢imo z OP. Vektor, ki
predstavlja zasuk, lahko potegnemo iz katere koli tocke osi vrtenja, prav tako kot vektor,
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ki predstavlja silo, potegnemo iz katere koli tocke v njeni smeri. Vektor, ki predstavlja
zasuk, zato oznac¢imo z OK. Vektor O'K’, narisan iz katere koli druge tocke O’, enake
in enako usmerjene kot OK, nam predstavlja enako in enako usmerjeno zasukanje okoli
vzporedne osi.

Tako kot je bila prej sila OK enaka sili O'K’ in dvojici O'P’, je tudi sprememba
lege, ki jo povzrodi zasuk OK, enaka tisti, ki jo povzro¢i zasuk O'K’ v kombinaciji z
vzporednim premikom O'P’. Omejimo se na neskon¢no majhne zasuke in vzporedne
premike, kjer je vzporedni premik O'P’ prav tako dolofen po velikosti in smeri po
pravilih, podobnih tistim iz izreka (142), ki je dolo¢al dvojico O'P’.

Ce je zasuk OK neskonéno majhen, se tocka O premakne za O'P’, pravokotno
na ravnino OKO', v smislu, da se premica OK po najkrajsi poti v pozitivnem smislu
zasuka proti OO'. Velikost tega premika je w - O'A, kjer je w pripadajoci kot zasuka,
ki jo predstavlja OK, O'A pa je pravokotna razdalja tocke O’ od osi zasuka OK. Naj
bo I' redukcijski faktor, tako da je dolzina pusc¢ice OK enaka I', w, torej:

OK-O'A _20K0

O/P/ —
r r 7’

(143)

kjer je OKQO' povrsina tega trikotnika.

Zdaj damo celotnemu trdnemu telesu vzporedni premik O'P’ in zasuk, ki ga pred-
stavlja O'K’, okoli osi, vzporedne z OK, ki poteka skozi O’, pri ¢emer sta smisel in kot
zasuka enaka kot pri zasuku OK. Tako se tocka A trdnega telesa in vse tocke, ki so
bile prvotno na premici OK, vrnejo v svoje prejsnje lege, kar lahko zlahka dokazemo.
Poleg tega vse tocke telesa, ki leZijo na premici, speljani skozi O’ v smeri OK, in kon¢no
tudi celotno telo, pridejo v isto lego kot pri zasuku OK. Celotno telo ima tako enako
spremembo lege pri zasuku OK kot pri zasuku O'K’ in vzporednem premiku O'P’,
podanem s formulo (143).

Iz tega lahko takoj izpeljemo naslednje:

1. Naj bo OP vzporedni premik in OK zasuk, s katerima lahko povzroc¢imo
neskonéno majhno spremembo lege poljubnega trdnega telesa, in naj bo O’ poljubna
tocka. Naloga naj bo, da dosezemo enako spremembo lege z vzporednim premikom
in zasukom okoli osi, ki poteka skozi O'. Vzporedni premik lahko predstavimo tudi
s puséico O'P", potegnjeno iz tocke O’ v isto smer kot OP. Zasuk OK pa lahko
predstavimo s puséico O'P’. Toda zasuk OK lahko nadomestimo z zasukom, ki ga
predstavlja puscica O'P’, enaka OK in usmerjena v isto smer, v kombinaciji z vzporedno
translacijo O'P”. Velikost slednje je dolo¢ena s formulo (143), njena smer pa s pravilom,
navedenim v razvoju te formule. O’ P’ mora biti pravokotna na ravnino OKQO’, da zasuk
OK po najkrajsi poti do OO’ predstavlja pozitiven zasuk okoli O'P’. Problem je reen,
¢e lahko zdruzimo dva vzporedna premika O'P’ in O'P"” v en sam premik O'P".

2. Tocko O lahko ponovno izberemo tako, da vzporedni premik pade na isto premico
kot os vrtenja. Da bi nasli toc¢ko O’, ki je primerna za ta namen, razdelimo parcialni
premik OP na dve komponenti OF in ON, od katerih prva pade v smer OK, druga pa
je nanjo pravokotna. Nato nariSemo premico OO’, pravokotno na ravnino KON, tako
da se premica OK po najkrajsi poti v negativnem smislu zasuka proti OO’ glede na
ON. Dolzina odseka OO’ je

I'-ON

00 = 0K
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Potem bo zasuk OK povzrocil enako spremembo lege kot zasuk, ki ga predstavlja
puséica O'K’, z zatetkom v O, enaka OK in usmerjena v isto smer, v kombinaciji z
vzporednim premikom, ki izni¢i vzporedni premik ON. Zasuk in vzporedni premik OF
vzdolz iste osi tako vsakic povzrocita dolo¢eno spremembo lege trdnega telesa.

Zasuk, zdruzen z vzporednim premikom v smeri osi zasuka, imenujemo wvijacéno
gibanje, saj vijak, ki se vrti v svoji matici, vedno opravlja taksno gibanje. Z enim
samim gibom vijaka je mogoce doseci vsako neskonéno majhno spremembo lege trdnega
telesa, Ce so kot zasuka, os in korak vijaka ustrezno izbrani.

§ 55. Splosne enacbe zasuka trdnega telesa okoli nepremicne osi. Sedaj se
lotimo gibanja trdnega telesa, pri katerem sta dve tocki in s tem tudi vse tocke, ki lezijo
na premici, ki ju povezuje, nepremic¢ne. Lahko si na primer predstavljamo os, ki gre
skozi trdno telo in je z njim trdno povezana, njena konca pa sta konic¢asta in mirujeta v
nepremi¢nih oporah.

Lega trdnega telesa je v tem primeru dolocena z lego ene same tocke A, ki ne lezi
na osi. Da bi to dolocili, nariSemo pravokotnico od tocke A do osi in z w oznac¢imo kot
med lego te pravokotnice na zacetku Casa in lego, ki jo ima v nekem ¢asu ¢t. Ta kot
pravzaprav meri zasuk, ki ga je telo opravilo od zacetnega ¢asa. Kot w lahko Stejemo v
kateri koli smeri, vendar pa smer osi vrtenja, okoli katere poteka to Stetje v pozitivnem
smislu, imenujemo pozitivna.

Enacbe, ki veljajo za popolnoma prosto telo, lahko uporabimo tudi v tem primeru, ¢e
med zunanje sile stejemo tudi sile, ki ohranjajo os vrtenja oz. oba lezaja v nespremenjeni
legi.

Vsak masni delec m telesa ima v ¢asu ¢ koordinate x, y, z in razdaljo r od osi vrtenja,
ki jo izberemo za abscisno os (in sicer njeno pozitivno smer kot pozitivno abscisno os).
Daljica r, ki poteka od osi proti tocki m, s pozitivno ravnino xy zapira kot «, ki ga
prav tako Stejemo v pozitivnem smislu, tako da je

y=rcosa, z=rsina. (144)

V ¢asu dt naj se kot w poveca za dw, tako da se telo zavrti okoli abscisne osi za kot
dw, in sicer v pozitivnem ali negativnem smislu, odvisno od tega, ali je dw pozitiven
ali negativen. Odvod dw/dt ozna¢imo z w in ga imenujemo kotna hitrost (Winkelge-
schwindigkeit). Zato je tudi prirastek da kota a enak dw, medtem ko r in x ostajata
konstantna. Iz enacb (144) torej ugotovimo:

d—x:O d—y:rsina~d—w:—zw %:rcosau}:yw

dt ’ dt ’ dt ’ dt ’ (145)
dr_ Py s dw Pz, dw

w0 ar T Y T az s Ty

Nadalje bomo z —A;, —B;, —C; oznadili vsoto komponent sil, ki prek lezajev delujejo na
os in prek nje na telo v treh koordinatnih smereh, z —D,;, —FE;, —F; pa vsoto njihovih
momentov glede na koordinatne osi, s A,, By, Cy, Do, E,, F, pa iste koli¢ine glede na
druge zunanje sile, ki delujejo na telo. Sile, ki delujejo na os, si lahko predstavljamo kot
sile, ki delujejo na obeh koncih osi. Njihova prijemalis¢a zato v vsakem primeru lezijo
na abscisni osi, njihov moment glede na abscisno os pa je enak ni¢. Zato je D; = 0.
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Ce vrednosti (144) in (145) za koordinate ter vrednosti za komponente sil in momen-

d? d?
tov vstavimo v enacbi (134) in (136), ki ju zapiSemo v obliki Y ~m (ydtj - Zdé) =D,

dobimo naslednje enacbe:
_Al + Aa = 07
d
—B + B, = —wQZmy — d—jZmz,

-+ C, = —wQZmZ—i—Cf;:Zmy,

146
—El—i-Ea:szmxz—cf;;mey, (146)
-+ F,= —wQmey— Cf;Zmez,
dw 9 9
Da:EZm(y + z )

dw
Tu sta w? in — postavljena pred znaka za seStevanje, saj imata w in njegovi odvodi

dt

po casu enake vrednosti za vse tocke telesa.

Prvih pet enac¢b dolo¢a komponente sile —A;, —B;, —C} in vrtilna momenta —E)
in —Fj, ki jih lezaji izvajajo na osi. Te enacbe sluzijo tudi za dolocitev vsot A;, B,
C; komponent sil vzdolz koordinatnih osi ter vrtilna momenta FE; in F; glede na osi y
in z, ki jih telo izvaja na napravo, ki drzi lezaje na mestu. Zadnja enacba pa sluzi za
dolocitev gibanja telesa.

v W . . . . .
Vsota, pomnozena z T na njegovi levi strani, nastane tako, da vsak masni delec

telesa pomnozimo s kvadratom njegove oddaljenosti od osi in sestejemo vse tako nastale
produkte. Imenujemo jo vztrajnostni moment telesa glede na to os in ga oznac¢imo s K.
Ker se med gibanjem ne spreminjata niti masa delca niti njegova oddaljenost od osi
vrtenja, je vztrajnostni moment med gibanjem konstanten. Ce to upostevamo, dobimo
iz zadnje enacbe:

dw
K— =D,
dt
7 dw
W= (147)
Vidimo, da na kotni pospesek
do _
dt — dt?

vpliva le kolicina D,. Par sil, ki daje tej koli¢ini enako velikost, ima na telo okoli dane
osi popolnoma enak vrtilni u¢inek, od koder izvira ime vrtilni moment glede na os.

§ 56. Enakomeren in enakomerno pospesen vrtenje. Fizi¢no nihalo. Tehtnica.
Enacbe (147) imajo popolnoma enako obliko kot enacbi (13) in (14) za gibanje telesa
po premici ali krivulji. Vsak izrek, ki smo ga nasli za slednje gibanje, lahko torej
pretvorimo v ustrezen izrek za vrtenje trdnega telesa okoli nepremicne osi z naslednjimi
zamenjavami: namesto poti piSemo kot zasuka w, namesto hitrosti ¢ v obi¢ajnem
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pomenu kotno hitrost w, namesto mase vztrajnostni moment K telesa glede na os
zasuka, in namesto vsote komponent sil v smeri gibanja telesa vsoto D, momentov vseh
sil, ki delujejo na telo glede na os zasuka.

Ce je torej vsota momentov sil glede na os zasuka enaka ni¢, poteka vrtenje
enakomerno; Ce je ta vsota konstantna, dobimo:

_ Dyt _ D,t?
“ K YTk

w

Drug primer je naslednji: na magnet z vztrajnostnim momentom K, ki je v bakrenem
ohisju obesen na nit, delujeta njegov torzijski moment in geomagnetizem z vrtilnim
momentom —a,w proti mirovni legi, ki je skoraj sorazmeren kotu odklona w; drugi
vrtilni moment —b, w, ki izhaja deloma iz tokov, induciranih v ohisju, deloma iz upora
zraka, je sorazmeren kotni hitrosti in deluje proti gibanju. Zato lahko v tem primeru
vse formule iz § 18 uporabimo nespremenjene, ¢e namesto m, x, u zapiSemo K, w, w, s
¢imer je ponazorjena njihova uporabnost v prakti¢nih primerih.

Telo, ki se pod vplivom teznosto vrti okoli nevtralne osi, imenujemo fizikalno nihalo.
Ce so nihanja majhna in upostevamo zra¢ni upor kot dusenje, ki je sorazmerno s kotno
hitrostjo, spet veljajo popolnoma enake formule kot za magnet. Ne da bi se podrobneje
ukvarjal s tem, bom podal nekaj ugotovitev o kon¢nih nihanjih, ob izkljucitvi vseh
drugih sil, razen teznosti ter sil telesa in osi.

Naj bo os vrtenja, za katero ponovno izberemo abscisno os, vodoravna. Naj bo os
y narisana navpi¢no navzdol. Naj bo ¢ dolzina pravokotnice, ki pada od tezis¢a do
osi zasuka in tvori kot w z ravnino xy. M naj bo skupna masa telesa, K pa njegov
vztrajnostni moment glede na os abscise. Celotno tezo Mg si lahko predstavljamo kot
delujoco v teziscu. Njen vrtilni moment glede na abscisno os je torej —M g, o sinw, pri
¢emer je treba postaviti negativni predznak, saj zmanjsuje kot w. Tako dobimo enacbo:

2
K(Z;; =—-Mgosinw.

Ce to primerjamo z enacbo (120), vidimo, da se kot w spreminja po popolnoma enakem
zakonu kot pri preprostem nihalu, le da namesto dolzine nihala [ zapisemo K /M, o.
Nihajni cas je torej:

T=

2 12‘32
<1—|—Z+22‘42a4+---> (148)

Mog
pri ¢emer je « spet sinus najvecjega kota odklona. Ce os zasuka ne bi bila vodoravna, bi
namesto g prevzela komponenta teznostnega pospeska v smeri pravokotno na os zasuka,
tj. g, pomnozena s sinusom kota med osjo zasuka in navpi¢nico. Enaki mehanski pogoji
veljajo za nihalo.

Tehtnica je pod enakimi mehanskimi pogoji. Predstavljajmo si tezko telo, ki se
vrti okoli vodoravne osi. To telo je v stabilnem ravnotezju, kar pomeni, da ga njegova
teznost ob vsaki manjsi motnji, ko je tezis¢e navpi¢no pod osjo vrtenja, pripelje nazaj
v ravnotezno lego (prim. § 70). V tej legi sta dve enako tezki tehtnici pritrjeni na
nasprotni strani osi vrtenja tako, da sta tocki, na kateri pritiskata, popolnoma simetri¢ni
glede na navpicno ravnino, ki poteka skozi os vrtenja. Ce torej eno telo postavimo na
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eno ponev, drugo pa na drugo, lahko iz dejstva, da se ravnotezje ohrani brez zasuka
telesa, sklepamo, da imata obe telesi enako tezo in torej enako maso, saj je masa enaka
zmnozku mase in teznostnega pospeska, ki pa je glede na izkusnje enak za vsa telesa.
Ce telo, ki lezi na enem delu tehtnice, ohranja ravnotezje dveh drugih teles, ki lezita
na drugem delu tehtnice in sta med seboj povsem enake narave, vidimo, da ima telo
dvakrat ve¢jo maso od vsakega od njiju itd.

Pravila za najpreprostejso prakticno dolocitev mase tako izhajajo iz dokaj zapletenih
posledic nase slike. Toda to ni logic¢na slabost, kot bi bila to v primeru, ¢e bi temeljni
pojmi in osnovne definicije izhajali iz posledic nase konstrukcije, za katero naj bi bili
njihov temelj.

§ 57. Polmer vztrajnosti. Moment vztrajnosti glede na vzporedne osi.
Koli¢ino K imenujemo vztrajnostni moment, ker nadomesc¢a maso, ki je merilo upora
telesa proti pospesevanju.

. K
Ce oznaCimo \ = i potem je A razdalja, na kateri bi morala biti zdruzena

celotna masa M telesa v eni tocki, oddaljeni od osi vrtenja, da bi imela enak vztrajnostni
moment kot celotno telo. Ce si torej predstavljamo, da je preostali del telesa brez mase
in da je njegova masa zgosc¢ena v eni sami tocki, ki je pritrjena nanj ter se nahaja na
razdalji A od osi vrtenja, bi telo pod vplivom enakih sil in v enakih zacetnih pogojih
opravilo enak zasuk okoli namisljene nepremicne osi vrtenja.

Ker je lahko katera koli premica skozi telo os vrtenja, je pomembno, da lahko
enostavno doloc¢imo vztrajnostni moment telesa glede na katero koli premico skozi
telo. V ta namen so uporabni izreki, ki jih bomo zdaj obravnavali in s katerimi lahko
zlahka izracunamo vztrajnostni moment telesa glede na katero koli os, potem ko je bil
izracunan vztrajnostni moment tega telesa glede na tri doloc¢ene osi, ki potekajo skozi
njegovo tezisce.

I[zrek o vztrajnostnem momentu glede na vzporedne osi.

Ce je K vztrajnostni moment telesa glede na katero koli os, L vztrajnostni moment
glede na vzporedno os, ki poteka skozi tezis¢e, oddaljeno od prve osi za o, in Ce je r
razdalja katerega koli masnega delca m od prve osi, p pa od druge osi, potem v skladu
z definicijo vztrajnostnega momenta velja:

K:Zmr2, L:Zme.

Vrednosti teh koli¢in se ne nanasajo na noben koordinatni sistem, zato sta neodvisni
od njegove lege. Za izhodisce koordinat izberemo tezisce in dolo¢imo pravokotno ¢rto
od tezis¢a do prve osi kot abscisno os, os, ki je vzporedna s prvo osjo in poteka skozi
tezisce, pa kot z-os. Koordinate masne tocke m oznac¢imo z x, y, z. Potem velja:

P =2y
rP=(x—-0)l+yt=p"+0? 20z

Iz tega sledi:
Zmr2 :Zmp2+a2M—2Ume.
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M predstavlja skupno maso telesa. Ker abscisna os poteka skozi tezisce, velja tudi
Z m,x = 0. Poleg tega je izraz na levi strani vztrajnostni moment glede na prvo os,
prvi ¢len na desni pa vztrajnostni moment glede na drugo os, ki poteka vzporedno skozi
tezisc¢e. Zato velja:

K =L+ Mdo*. (149)

Ta izraz omogoca izracun vztrajnostnega momenta glede na katero koli os, Ce sta
podana skupna masa telesa in oddaljenost tezis¢a od prve osi glede na vzporedno os, ki
poteka skozi tezisce.

Ce je dana Se ena os, vzporedna s prvo, in ¢e je K’ vztrajnostni moment istega
telesa glede na to drugo os, o’ pa njena oddaljenost od teZis¢a telesa, potem velja:

K' =L+ Md"

Iz tega sledi:
K'=K+M (0" = 0?).
Iz zadnje enacbe lahko izracunamo vztrajnostni moment glede na katero koli os, ¢e
sta podani oddaljenosti obeh osi od tezisca telesa in skupna masa telesa.

§ 58 Vztrajnostni elipsoid. Zdaj oznacimo z O katero koli tocko znotraj ali zunaj
trdnega telesa, skozi njo potegnemo osi v vseh moznih smereh v prostoru in si zadamo
nalogo ugotoviti zvezo med vztrajnostnimi momenti istega telesa glede na te razlicne
osi.

Tocko O postavimo za izhodis¢e poljubnega koordinatnega sistema in skozi O
potegnemo poljubno premico &, katere smerne kosinuse glede na ta koordinatni sistem
oznacimo z «, 3,7v. Naj bo K vztrajnostni moment telesa glede na premico &. Poleg
tega naj bo m katerikoli masni delec telesa, r njegova oddaljenost od premice &, R
dolzina daljice, ki poteka od koordinatnega izhodis¢a do mase m, A, i, v, smerni kosinusi
te daljice in € kot, ki ga tvori z premico &. Nazadnje naj bodo x = R\, y = Ry in
2z = R, v koordinate masnega delca m. Potem je

r? = R%sin’e
= R? [1 - (O{)\—i-ﬁ,u—f—’}/V)Q} =
:a2(y2+22)+ﬁ2(x2+22)+72<x2—|—y2>—2aﬁa:y—2a7xz—2ﬁ’yyz
Ce torej dolo¢imo
2, .2 2, .2 2, .2
a= mly” + 27, b= mx” + 27, c= mi\r”+y ),
S mTnlEed) e=TaEe))
d:Zmyz, e:mez, f:mey.
dobimo za vztrajnostni moment glede na os & vrednost:
K=Y mrr=aa’+b3>+cy’ — 2daff—2eay—2f By (151)

Poznavanje Sestih konstant (150), od katerih so a, b, ¢ o¢itno vztrajnostni momenti
istega telesa glede na tri koordinatne osi, zadostuje za izracun vztrajnostnega momenta
glede na katero koli os, ki poteka skozi O.
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Odvisnost velikosti vztrajnostnega momenta od lege ustrezne osi, ki poteka skozi O,
kot je izrazena v formuli (151), si lahko jasno predstavljamo, ¢e pomislimo na vse mozne
osi, ki potekajo skozi O, in za vsako od njih, zacensi z O, uporabimo dolzino, ki je
natancéno enaka vztrajnostnemu momentu telesa glede na to os. (Faktor zmanjsanja, pri
¢emer ne upostevamo dimenzij, postavimo enak ena.) Nasprotni kon¢ni tocki vseh teh
daljic bi tvorili ploskev, ki bi nam dala nazorno sliko odvisnosti velikosti vztrajnostnega
momenta od smeri osi. Jasnost se ne bo bistveno zmanjsala, ¢e za vsako os uporabimo
kvadrat ali logaritem ali kaksno drugo preprosto funkcijo zadevnega vztrajnostnega
momenta. Uporabili bomo recipro¢ni kvadratni koren vztrajnostnega momenta, saj se
potem zadevna ploskev izkaze za posebno preprosto. Tako za premico & iz O uporabimo

i

1
koordinate tocke P, potem, ¢e nadomestimo 2 za K vrednost, sledi iz (151):

odsek OP; = t, katerega dolzina je Ce oznacimo z r=ta,n=1tp 3 =17y

1=ar®+by’ +c3° —2dyz —2er3 — 2 fryg,. (152)

Ce potegnemo premice skozi O v vseh moznih smereh in za vsako od njih od O
dolo¢imo razdaljo, katere dolZina je reciprocni kvadratni koren vztrajnostnega momenta
telesa glede na zadevno premico, potem koordinate drugih konc¢nih tock vseh teh daljic
ustrezajo enacbi (152). Enaka je torej enacba ploskve, ki jo tvorijo vse te koncne
tocke. Imenujemo jo wvztrajnostni elipsoid ali tudi osrednji elipsoid, ki pripada
tocki O obravnavanega telesa. Ce izklju¢imo primer, ko vse masne tocke telesa lezijo
na premici, potem K nikoli ne more postati nic¢, zato tudi r nikoli ne more postati
neskoncen. Ploskev, ki jo predstavlja enac¢ba (152), se zato nikjer ne more raztezati
v neskonc¢nost. Ker je ta enacba druge stopnje, mora biti ploskev elipsoid (vklju¢no s
krogelno ploskvijo).

Ko izracunamo Sest kolic¢in a, b, ¢, d, e, f, lahko sestavimo ta elipsoid in tako
dobimo jasno sliko razli¢nih vztrajnostnih momentov. Izbira koordinatnih osi je bila
doslej povsem poljubna. Za koordinatne osi lahko vedno izberemo tri osi vztrajnostnega
elipsoida (¢e gre za rotacijski elipsoid ali sferi¢no ploskev, pa katere koli tri pravokotne
osi). Te nove koordinatne osi oznac¢imo z OX;, OY;, OZ;. Enatba vztrajnostnega
elipsoida se nato, ¢e so 11, 11, 31 koordinate tocke elipsoida glede na nove koordinatne
osi, reducira na

1=ar]+bys +c3i (153)
Ker mora vse, kar je bilo prej dokazano na splosno, veljati tudi za nove koordinatne osi,

potem so, ¢e so x1, y1, 21 koordinate poljubnega masnega delca m telesa glede na nove
koordinatne osi:

a1:Zm(yf+zf), b1:Zm(x%+zf), 01:Zm($f+yf>,
dlzzmylzla 61:Zm$121> flzzmxlyl-
Glede na (152) morajo biti zadnje tri vsote enake koeficientom yz, xz in zy v enacbi

vztrajnostnega elipsoida za vsak koordinatni sistem, ki za nas sedanji koordinatni sistem
odpadejo.
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§ 59. Glavni vztrajnostni momenti. Vsako os vztrajnostnega elipsoida ime-
nujemo glavno vztrajnostno os [Haupttragheitsachse| telesa, ki pripada tocki O,
vztrajnostni moment, ki ji pripada, pa imenujemo glavni vztrajnostni moment

[Haupttriagheitsmoment]. Ker so 1/4/ag, 1 / by, 1/4/c1 polosi vztrajnostnega elipsoida,

ki ima, ¢e njegove osi izberemo kot koordinatne osi, enacbo (153), so glavni vztrajnostni
momenti reciprocni kvadrati polosi vztrajnostnega elipsoida. Ce je vztrajnostni elipsoid
triosni elipsoid, potem so s tocko O povezane le tri glavne osi vztrajnosti. Ce gre
za rotacijski elipsoid, potem za tocko obstaja singularna glavna os vztrajnosti
in vsaka pravokotnica nanjo je prav tako glavna vztrajnostna os. V tem primeru
so tudi vsi vztrajnostni momenti glede na slednje osi enaki. To je oc¢itno, ce je telo
simetri¢no glede na singularno glavno vztrajnostno os, na primer homogeno rotacijsko
telo, napolnjeno z maso, pri ¢emer je tocka O tocka rotacijske osi. Vendar se to lahko
pojavi tudi pri nesimetri¢nih telesih. Pri vsakem telesu, katerega vztrajnostni elipsoid
ima tri osi, lahko z dodajanjem ene mase ali poljubnega stevila mas na os srednjega
vztrajnostnega momenta dosezemo, da je najmanjsi enak temu momentu. Potem mora
imeti nesimetri¢no telo enak vztrajnostni moment za vse osi, ki lezijo v isti ravnini.

Ce je vztrajnostni elipsoid krogla, so vsi njeni polmeri glavne vztrajnostne osi in
vsi vztrajnostni momenti glede na njih enaki. To se vedno zgodi pri pravilnih telesih
(krogla, kocka), ki so enakomerno napolnjena z maso, ¢e je tocka O njihovo sredisce.
Do neke mere pa se lahko to zgodi tudi pri precej nepravilnih telesih.

Ce uvedemo tri glavne vztrajnostne osi kot koordinatne osi, potem v enacbi odpadejo
vsi trije koeficienti d, e in f. Ce nato zavrtimo y— in z—osi v ravnini yz, bo ne-ni¢elno
vrednost dobil le d. Glavno vztrajnostno os, ki pripada O, lahko torej definiramo kot
tisto, za katero, ¢e jo izberemo za os x in O za izhodiS¢e koordinat, z ne glede na lego
osi y in z (seveda za pravokotne koordinate) velja

dmry=> mzz=0. (154)

Ce vsaki masni tocki telesa, ki lezi na eni strani katere koli ravnine, ustreza druga s
popolnoma enako maso, ki je njena zrcalna slika glede na ravnino, potem to ravnino
imenujemo ravnina simetrije telesa. Ce ima telo ravnino simetrije in izberemo, da
je to ravnina yz, potem vsaki tocki ustreza druga z enakimi m, y in z ter enakim, a
nasprotno oznacenim z, tako da je

meyzmezzO,

potem je vsaka premica, pravokotna na ravnino simetrije, glavna vztrajnostna os, ki
pripada svojemu prese¢is¢u z ravnino simetrije. Podobno vidimo, da ¢e ima telo dve
ravnini simetrije, ki sta pravokotni druga na drugo, potem je njuna srednjica glede na
vsako njuno tocko glavna vztrajnostna os. Za vsako od teh tock lahko brez izracunavanja
dolo¢imo glavne vztrajnostne osi, saj je vsaka os, speljana skozi tocko v simetri¢ni
ravnini, ki je pravokotna na srednjo ¢rto obeh, tudi glavna vztrajnostna os. Zato najprej
izra¢unamo tri glavne vztrajnostne momente, ki pripadajo tezisc¢u, saj mora tezisce
prav tako lezati na srednjici obeh ravnin simetrije. Na podlagi tega lahko enostavno
izracunamo vztrajnostni moment glede na katero koli drugo os, ki poteka skozi tezisce,
in nato se glede na katero koli vzporedno os.
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Ce telo nima simetrij, potem ne preostane drugega, kot da izracunamo Sest koefi-
cientov a, b, ¢, d, e, f na poljubnih koordinatnih oseh, po moznosti skozi tezisce, in
poistemo osi elipsoida (152) z metodami analiti¢ne geometrije.

Za ugotavljanje vztrajnostnih momentov K, K5 in K3 telesa glede na tri koordinatne
osi je pogosto priporoc¢ljivo najprej izracunati kolic¢ine

Ly =Y ma* Ly=> my*> Ly=>» mz*. (155)

Binetove, Mindingove vztrajnostne momente), ki imajo seveda podobne lastnosti kot
obi¢ajni vztrajnostni momenti in jih lahko predstavimo s podobnimi elipsoidi® (Binetov,
Darbouxov,Culmannov, Reyejev elipsoid). Nato je

Ky=Ly+ L3, Ky=Li+Ls, K3z=L+Ly.

z tega sledi K1+ Ky > K3 > K| — K. Dva vztrajnostna momenta glede na koordinatni
osi imata lahko katero koli pozitivno vrednost, tretji pa mora lezati med njuno vsoto in
razliko, ki jo dobimo tako, da odstejemo manjso vrednost od vecje. Ker to velja tudi
za glavne vztrajnostne momente, ki so enaki reciproé¢nim kvadratom polosi aq, as, as
vztrajnostnega elipsoida, mora biti tudi

1 1 1 1 1

a%+a§>a§>a% a3’
Zato elipsoid, katerega polosi ne izpolnjujejo tega pogoja, ne more biti vztrajnostni
elipsoid. Ce velja za polos ag in ¢e je a; manjSa od preostalih dveh, mora ta pogoj
veljati tudi za katero koli drugo polos.

Izkljucen primer, ko vse mase lezijo na premici, je singularen le, ¢e tocka O prav
tako lezi na tej premici. V tem primeru je vztrajnostni moment glede na to premico, ki
je seveda glavna vztrajnostna os, enak ni¢. Tudi vsak vztrajnostni moment glede na
katero koli pravokotnico na to premico, ki je hkrati glavna vztrajnostna os, je enak nic.
Vztrajnostni elipsoid se tako spremeni v neskoncen krozni valj.

Pri izra¢unu vztrajnostnih momentov ali izrazov (155) bomo trdno telo obravnavali
kot prostornino, ki je neprekinjeno napolnjena z maso konstantne ali spremenljive
gostote, ali kot ploskev ali linijo, ki je neprekinjeno prekrita z maso, podobno kot smo
to storili v § 28 pri izracunu koordinat tezis¢a. Tako bo treba zamenjati znak za vsoto
z znakom za integral in pisati p, do, ¢, df oziroma p,ds namesto m, pri cemer imajo
oznake enak pomen kot v formulah (67), (68) in (69).

§ 60. Sile na lezaje Oglejmo si nekaj primerov uporabe izrekov o vztrajnostnih
momentih.

Koli¢ine A;, By, Cy, E, Fy, ki so dolocene z izrazi (146), predstavljajo vsote komponent
sil glede na koordinatne osi in momentov glede na osi y in z, s katerimi telo, ki se vrti
okoli stalne osi, deluje na svoje lezaje. Te enacbe najprej ponazarjajo samoumeven
izrek, da so v mirovanju telesa te sile enake zunanjim silam, ki delujejo nanj. Vendar,
ko se telo vrti, poleg zunanjih sil, ki delujejo nanj, na lezaje delujejo se dodatne sile, ki
jih predstavljajo negativni ¢leni na desni strani prvih petih enacb (146).

3Wied. Beibl. 7, 571, 1888; 8, 269, 1884.
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Obravnavali bomo le poseben primer, ko na telo ne delujejo zunanje sile, tj. ko so
A,=B,=C,=D,=E, =F,=0. Telo se vrti enakomerno, zato je tudi dw/dt = 0,
kar daje:

A =0, B, =w?Y my, Cr=uw?d mz,
l l Z Y l Z } (156)

El:—wZmez, Fl:chmey

Ce so &, n, ¢ koordinate tezis¢a telesa in je M njegova skupna masa, potem sta
B, = w?*Mn in C; = w?*M(. To so komponente centrifugalne sile, ki bi jo ustvarila
celotna masa telesa, ¢e bi se vrtela skupaj z njim in bila vedno zgoscena v teziscu telesa.
Ta centrifugalna sila se zato prek osi prenasa na lezaje. Poleg tega na napravo, v kateri
so lezaji, delujeta se vrtilna momenta F£; in F;. Zlahka ugotovimo, da sta to momenta
centrifugalnih sil posameznih masnih delcev telesa glede na osi y in z. Zaradi teh sil in
momentov, ki nenehno spreminjajo svojo smer, se naprava, ki nosi os, trese, medtem ko
se telo enakomerno vrti, kar imenujemo udarjanje osi [Schlagen der Axe]. Ce os ne bi
bila pritrjena na lezaje, bi se takoj premaknila iz svoje lege.

Ce je A dolzina osi, tj. razdalja med obema lezajema, potem v smeri y na lezaj
deluje sila %Bl + —l, obrnjena proti pozitivni abscisni osi, in sila %C’l — ZLy smeri z;

A A

F,
na drugi lezaj pa ustrezni komponenti sil %Bl —lin %C’l + —. Ti sili dajeta vsoti

A

&
A

komponent B; in C) ter momentov E; in Fj.

Le ¢e izrazi (156) izginejo, pri odsotnosti zunanjih sil zaradi vrtenja na nobenega od
lezajev ne deluje nobena sila, tako da os ne utripa, in bi tudi v primeru odstranitve
lezajev ostala nespremenjena kot os vrtenja telesa. Takrat to os imenujemo os prostega
zasuka. B; in () odpadeta, ko os poteka skozi tezisce. Odpasti pa morata tudi E; in
) ter Zm, x,y in Zm, x, 2z, tj. 0s mora biti ena izmed glavnih vztrajnostnih osi, ki
pripada tezisCu. V tem primeru je os prosta os vrtenja.

Formule (146) kazejo, da so, tudi ¢e na telo delujejo zunanje sile, vsote komponent
glede na koordinatne osi in momenti glede na y in z os enaki za sile, ki delujejo na
lezaje, in zunanje sile, ki delujejo na telo. Zaradi rotacije, ne glede na to, ali je ta
enakomerna ali pospesena, se na lezajih ne pojavijo nobene dodatne sile.

§ 61. Obrnljivo nihalo. * Ce natancno poznamo dolzino [ in nihajni ¢as 7 enostav-
nega nihala, lahko s pomo¢jo njiju izracunamo izjemno pomembno koli¢ino ¢ (teznostni
pospesek), ki jo je sicer tezko dolo¢iti neposredno, in sicer po formuli:

T=my/—. (157)

Na zalost je enostavno nihalo tezko izdelati zelo natancno. Sestavljeno (fizikalno) nihalo
je sicer mozno preprosto izdelati, vendar je teznostni pospesek mogoce izracunati s
pomocjo formule za nihajni cas le, ¢e natancno poznamo vztrajnostni moment, tezisce
itd., kar pa je tezko izracunati z zadostno natancénostjo. Zato je zelo dobrodoslo, da
lahko s pomoc¢jo nihanja sestavljenega nihala okoli dveh vzporednih osi enostavno
dolo¢imo dolzino enostavnega nihala, ki bi imelo enako nihajno dobo kot sestavljeno

*Katerjevo nihalo. (OP)
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nihalo. Ce poleg tega natancno izmerimo tudi nihajni ¢as, lahko iz te dolzine izracunamo
teznostni pospesek.

Da bi izpeljali potrebne izreke, si zamislimo katero koli trdno telo z maso M, ki ima
vztrajnostni moment L glede na os, ki poteka skozi njegovo tezisce. Naj bo:

A=\/L/M
kjer A predstavlja vztrajnostni polmer glede na to os. Skozi telo potegnemo vzporedno
¢rto s to osjo, ki je oddaljena za o od teziSca, in pustimo telo, da niha okoli slednje osi

pod vplivom teznosti. Njegov vztrajnostni moment glede na to os je:

L+M02:M<)\2+02),

L + Mo? T [A?
— = 158
| Mo \/5“ . +o (158)

Ta izraz velja za vse vzporedne osi na enaki razdalji od tezisca.

zato je nihajni Cas:

Ce v tem izrazu spremenimo samo o, dobimo najmanjsi nihajni cas, ko je o = A, ki
je enak m1/2)\/g. Nihajni Cas je torej zelo velik, kadar je os zelo oddaljena od tezisca,
in se zmanjsuje, dokler oddaljenost osi od tezis¢a ne postane enaka vztrajnostnemu
polmeru, ki pripada vzporedni osi skozi tezisce. Ce os priblizamo Se bolj, se nihajni ¢as
znova povecuje in postane neskoncen, ko se os neskonc¢no pribliza teziscu.

Zdaj pa se vprasajmo, kako velik mora biti o, da bo nihajni ¢as enak nihajnemu
casu enostavnega nihala dolzine [. Ce je [ manjsi od 2\, potem je nihajni ¢as neskoncen.
Ce je [ enak 2\, potem se enakost nihajnih ¢asov pojavi le pri najmanjSem nihajnem
¢asu sestavljenega nihala, torej pri ¢ = A. Ce je I > 2\, obstajata dve vrednosti o,
01 in o9, pri katerih sta nihajna ¢asa enaka. Resitev kvadratne enacbe, ki izhaja iz
izenacenja dveh nihajnih ¢asov, torej dveh izrazov, je:

o’ —lo+X=0,

ki ima v tem primeru dve razli¢ni resitvi. Iz lastnosti korenov kvadratne enacbe sledi,
da je vsota g1 + 02 dveh razdalj osi od tezisca, pri katerih je nihajni ¢as enak nihajnemu
¢asu enostavnega nihala, enaka dolzini [ enostavnega nihala. Vztrajnostni polmer A, ki
pripada vzporedni osi skozi tezisce, je geometrijska sredina obeh vrednosti o.

Poskus poteka tako, da izdelamo nihalo, ki je ¢im bolj simetri¢no glede na ravnino,
in nanj pritrdimo dva rezalna robova na nasprotnih straneh tezisc¢a, tako da sta obrnjena
proti tezis¢u. Robova lahko premikamo, da ostaneta ¢im bolj vzporedna in v ravnini
simetrije. Nato ju nastavimo tako, da ima nihalo popolnoma enak nihajni ¢as na vsakem
od robov, ¢eprav nista enako oddaljena od tezis¢a. Vsota razdalj obeh robov od tezisca je
dolzina enostavnega nihala, ki bi imelo enak nihajni ¢as. Z natanénimi meritvami razdalj
in nihajnih ¢asov sestavljenega nihala lahko posredno dolo¢imo dolzino [ enostavnega
nihala z enakim nihajnim ¢asom 7 in nato iz tega izracunamo vrednost g. Popravki,
ki so potrebni zaradi zra¢nega upora, majhnosti nihanj in nepopolnosti pogojev, so
preobsezni, da bi jih tukaj podrobneje obravnavali, vendar ne bi bili tezko izvedljivi.
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§ 62. Sredisce nihanja. Ob tem dodajmo se nekaj pripomb, ki jih Maxwell podaja
v svoji mehaniki. Ce telo, ki se vrti okoli osi, ostaja togo in nanj delujejo enake sile, bi
se, kot smo videli, pod enakimi zacetnimi pogoji gibalo enako, kot ¢e bi bila masa vseh
preostalih masnih delcev tega telesa enaka nic¢ in bi bila le masa enega samega masnega
delca enaka celotni masi M telesa, ki je na razdalji od osi, enaki vztrajnostnemu polmeru
A. Lahko recemo, da lahko vztrajnostni moment telesa glede na to os nadomestimo z
vztrajnostnim momentom te posamezne mase. Nadomestimo jo lahko tudi z dvema
masama /1 in o, od katerih je ena v osi, druga pa na doloceni razdalji od nje in ki sta
skupaj enaki celotni masi telesa. Ker imamo zdaj na voljo se eno koli¢ino, lahko ta dva
masna delca izberemo tako, da njuno skupno tezis¢e sovpada s tezistem telesa. S tem
dosezemo dvojno prednost.

Prvi¢, rezultanta teznostnih sil, ki delujejo na ta dva masna delca, je prav tako
enaka teznostnim silam, ki delujejo na prvotno dano telo.

Drugi¢, v skladu z izrekom iz § 57 o vztrajnostnem momentu glede na vzporedne
osi je tudi vztrajnostni moment obeh mas enak vztrajnostnemu momentu telesa glede
na vsako od prvotno danih vzporednih osi.

Da bi ugotovili velikost in lego teh dveh mas, potegnemo pravokotnico SO od tezisca
S telesa do prvotno dane osi zasuka o. V O mislimo na maso pu;, na premici, speljani
od O do S, v tocki P za S drugo maso ps na razdalji x od S; dobimo

p+ pe =M

ker je skupna masa,
p 0%+ por? = L = N*M,

ker je vztrajnostni moment glede na os, ki poteka skozi tezisce, in
H10 = H2®

ker mora biti tezis¢e enako za telo in za sistem, sestavljen iz obeh mas.
Ce vrednost ps iz prve enacbe vstavimo v drugo in tretjo ter nato vrednost pu, iz
tretje enacbe v drugo, potem

:c:)\2/a
ustreza
B MMN? B MMN?
S L

Ker ima sistem dveh togo povezanih mas p; in py enak vztrajnostni moment glede na
prvotno dolo¢eno os kot dano telo in tudi teznost nanj deluje enako, mora imeti enako
periodo nihanja kot sestavljeno nihalo, ki pod vplivom teznosti niha okoli te osi, ki jo
obravnavamo kot vodoravno. Ker poleg tega py lezi v sami osi, je to perioda nihanja
preprostega nihala, katerega masa je v P. Tako telo niha okoli zadevne osi popolnoma
enako kot preprosto nihalo, katerega masa je v P, zato P imenujemo sredisce nithanja
sestavljenega nihala. Ker ima to preprosto nihalo dolzino

a+x:0+)\2/0

je to dolzina, prej oznacena z [, tistega preprostega nihala, ki ima enako periodo nihanja.
Zdaj pa ima tudi togo povezan sistem dveh mas p; in us glede na vsako vzporedno
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os enak vztrajnostni moment kot telo. Ce torej zdaj pustimo oba sistema nihati okoli

vzporedne osi, ki poteka skozi tocko P, ki je bila prej sredis¢e nihanja, tj. skozi maso

i2, pod vplivom teznosti, imata oba sistema spet enako periodo nihanja med seboj.
2

Sistem dveh mas p in u9 pa je potem spet preprosto nihalo dolzine [ = o + —. Zato je

zdaj O sredisce nihanja telesa, ki ima spet enako periodo nihanja kot prej, l%er je bila
O sredisce vrtenja, P pa sredis¢e nihanja, in brez racunanja vidimo, da ima telo enako
periodo nihanja okoli obeh osi, kot tudi preprosto nihalo, katerega dolzina je razdalja
med osema.

Preko ravninske deske potisnimo pletilko pravokotno na njeno ravnino, [ naj bo
razdalja sredis¢a nihanja od pletilke, ko je ta vodoravna, deska pa niha okoli nje kot
nihalo z osjo. Na pletilko pritrdimo nit dolZine [, na koncu katere je majhna kroglica, ki
se mora dotakniti plos¢e. S prsti primemo oba konca pletilke in jo poljubno premikamo
gor in dol, sem in tja, vendar tako, da ostane vedno vodoravna, deska pa vedno v isti
ravnini. Gibanje kroglice je neodvisno od absolutne vrednosti njene mase; ce pa je ta
ustrezno izbrana, sta vztrajnostni moment in uc¢inek teznosti enaka za desko in majhno
kroglico, zato se gibljeta na popolnoma enak nacin. Zato se kroglica vedno dotakne
plosce v isti toc¢ki. Vodoravna premica, speljana skozi njeno sredis¢e, neprekinjeno
poteka skozi sredis¢e nihanja plosce.

§ 63. Tocka trka. Vrnimo se k prvotno danemu telesu in dvema togima masama
in po. Telo in obe masi naj se vrtijo z enako kotno hitrostjo okoli prvotne osi. Vpliv
teznosti lahko pri tem, ¢e zelimo, zanemarimo. Skozi maso js je polozena druga os
brez mase, vzporedna s prvotno osjo, ki je togo povezana z obema masama. Zamislimo
si, da se ta druga os nenadoma ustavi, istocasno pa se odstranijo lezaji prvotne osi.
Zaradi tega se bo masa us nenadoma ustavila, in ker je p; Ze mirovala, bo sistem obeh
mas obmiroval, ne da bi bil kakrsen koli vpliv na prvo maso. Ce pa bi po drugi strani
nenadoma ustavili katero koli drugo os, ki je trdno povezana z obema masama in ne
poteka skozi trenutno smer gibanja mase j9, bi sistem obmiroval le, ¢e bi hkrati ustavili
tudi prvotno os, ki bi tako utrpela sunek. Enako seveda velja za telo, saj je njegov
vztrajnostni moment glede na vse te osi enak. Ce telo nenadoma ustavimo s silo, katere
smer poteka po premici, speljani skozi sredisc¢e nihanja in vzporedno z osjo vrtenja ter
pravokotno na ravnino, ki poteka skozi to os in os vrtenja, potem prvotna os vrtenja ne
bo utrpela sunka.

Ce je os vrtenja tudi glavna vztrajnostna os glede na tocko, kjer seka ravnino, ki
je nanjo pravokotna in vsebuje smer sile, potem ta os ne bo ¢utila nobenega vrtilnega
momenta, zato nobena od podpor ne bo ¢utila trka. Toc¢ka na vznozju pravokotnice, ki
je postavljena na smer sile, se v tem primeru imenuje sredisce trka. Ne samo, ko os,
ki poteka vzporedno s prvotno osjo vrtenja, ampak tudi, ko se ta tocka med vrtenjem
nenadoma ustavi, nobena od podpor prvotne osi vrtenja ne bo cutila trka.

§ 64. Redukcija sploSnega gibanja trdnega telesa na gibanje glede na
nepremicno tocko. Kineti¢na energija gibanja glede na tezisce. Ce je ena od
tock trdnega telesa nepremicéna, se telo Se vedno lahko poljubno vrti okoli te tocke v
vseh smereh. Da bi nasli zakonitosti tega zasuka, moramo poleg sil, ki sicer delujejo na
trdno telo, upostevati Se silo, ki deluje na to nepremic¢no tocko in katere velikost ter
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smer moramo vedno dolociti iz treh enacb (134), da ta tocka ostane v mirovanju. Ta
sila je natanko tista, s katero naprava, ki drzi to tocko, deluje na telo. Ce to nepremicno
tocko izberemo za koordinatno izhodis¢e, so momenti te sile glede na koordinatne osi
enaki ni¢. Na ta nacin ta sila ne nastopa v treh ena¢bah (136), ki dolocajo gibanje
telesa. Ce oznadimo koordinate poljubne tocke telesa glede na ta koordinatni sistem
z 7', 9y, 2/ in komponente skupne zunanje sile, ki deluje nanj, z X, Y, Z v smereh
koordinatnih osi, potem dobimo, podobno kot pri enacbi (136), naslednjo enacbo:

d2 Z/ d2 /

> m <y/dt2 — 7 dty2 > => (yYZ-2Y) (159)

kot eno od treh enach gibanja telesa pri zasuku okoli nepremicne tocke.

Videli smo, da je gibanje tezis¢a pri kateremkoli sistemu dolo¢eno z enac¢bami (66)
in da vedno poteka tako, kot da bi bila v tezis¢u zdruzena vsa masa telesa in bi nanjo
delovale vse sile, ki delujejo na telo. Gibanje tezisca je tako reducirano na enostavnejsi,
ze obravnavani problem gibanja ene same materialne to¢ke pod vplivom dolo¢enih
sil. To torej velja tudi za poljubno togo telo. Zdaj, ko zunanjih sil ne oznac¢ujemo z
nemskimi, temve¢ z latinskimi ¢rkami, se enacbe za taksno telo spremenijo v:

d*¢ d*
=2 X, Mdt2 S, Mdtz Sz (160)

kjer je M, tako kot v enac¢bah (66), skupna masa telesa.

Dokazali bomo, da vrtenje popolnoma prostega trdnega telesa okoli tezisca vedno
poteka natanko tako, kot ce bi bilo tezis¢e vpeto in bi na telo delovale enake sile. To
imenujemo izrek o redukciji prostega zasuka trdnega telesa na vrtenje okoli nepremicne
tocke. Problem gibanja popolnoma prostega trdnega telesa pod vplivom poljubnih sil
bo torej resen, ko bomo resili problem njegovega zasuka okoli nepremicne tocke pod
vplivom poljubnih sil. Slednji problem bomo podrobno obravnavali v drugem delu,
tukaj pa podajamo dokaz izreka o redukciji prostega vrtenja trdnega telesa na vrtenju
okoli nepremi¢ne tocke. Momentna enacba (66) za popolnoma prosto telo v nasih
sedanjih oznakah je:

M—

>z d?y

Zm( Yo =2 dt) =3 (yZ - =), (161)

ki jo ponovno obravnavamo kot predstavnico dveh podobnih enac¢b za drugi dve ko-
ordinatni osi. Naj bodo &, n, ¢ koordinate teziSca S telesa. Zdaj uvedemo drugi
gibljivi koordinatni sistem, katerega izhodisce je tezisce S telesa in katerega osi so
vedno vzporedne osjem prvega koordinatnega sistema. Naj bodo 2, 3/, 2’ koordinate te
tocke telesa glede na drugi koordinatni sistem, ki ima koordinate x, y, z glede na prvi
koordinatni sistem. Potem velja:

r=1 +§&, =y +n z=7Z+C (162)

Ker je tezisce v vsakem trenutku izhodis¢e novega koordinatnega sistema, je vedno:

doma' =Y my => m2 =0, (163)
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iz ¢esar z odvajanjem po casu sledi:

dx’ d?ax’ ]
ZmE—O, ZmdtQ =, itd. (164)

Z upostevanjem vrednosti (162) sledi:
dQZ , d2 / d2c
Zmyw =2 my +) (dﬁ e ) T
d2 / d2 d2
- = M.
=S dt ;e az T ae S T

Drugi in tretji ¢len v zadnji vrstici odpadeta zaradi (163) in (164), zadnji ¢len pa je
enak nz Z. Zato sledi:

' A ' 7

in enako:
ZmzdtQ Zmz e +CZY

Nadalje, ker velja:

SWZ =)= (YZ-Y)+0dY Z (Y,
izhaja iz (161):
d2z/ d2y/

Zm<y/ 12 -7 dt2> :Z(?JIZ—Z'Y)+UZZ—€ZY-

Ta enacba je enaka enacbi (159). Slednje bi doloéilo gibanje istega telesa glede na tri
nerotirajoce koordinatne osi, ki vedno potekajo skozi teziSce, ¢e bi na tezisce poleg
drugih sil, ki delujejo na telo, delovala se sila, ki bi ga ohranjala v mirovanju. Tako
se zasuk okoli tezis¢a zgodi natanko tako, kot da bi teziS¢e ostalo na mestu, brez
spremembe v silah, ki delujejo na telo.

Preden se lotimo zasuka trdnega telesa okoli nepremi¢ne tocke, se moramo seznaniti
s Stevilnimi pomembnimi splosnimi naceli.

Najprej bomo na kratko dokazali splosno trditev, ki ne velja samo za trdna telesa.
Naj bo danih n materialnih tock, ki so lahko togo povezane ali ne. Naj bodo &, n,
koordinate tezisca sistema v casu t glede na kateri koli fiksni koordinatni sistem, x, vy,
2 koordinate materialne tocke v istem casu glede na isti koordinatni sistem, ', ', 2’
pa koordinate iste materialne tocke glede na sistem koordinatnih osi, ki so vzporedne
prvotnim osjem, vendar se v prostoru gibljejo tako, da vedno potekajo skozi tezisce.
Skupna kineti¢na energija sistema je podana z izrazom:

e[ (0)]
sl (@) ()]

Izraz:
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lahko imenujemo kinetié¢na energija relativnega gibanja materialnih tock glede na
tezisce.
Ce v izrazu za T vstavimo vrednosti (162) in upostevamo, da je

S e’ _ e !
dt dt  dt dt’

kar odpade glede na (164), sledi:

2 2 2
m | [ d§ dn d¢
T=T — || = — —= .
25 [(dt) - (dt) * (dt
Pri tem je zadnji clen kineti¢na energija, ki bi jo povzrocila celotna masa vseh tock,
¢e bi bila zdruzena v tezis¢u in bi se gibala z njim. To imenujemo kineti¢na energija
premicnega gibanja [fortschreitenden Bewegung]| tezis¢a. Tako je skupna kineti¢na

energija vseh tock sistema enaka vsoti kineticne energije njihovega gibanja glede na
tezisce in kineti¢ne energije premic¢nega gibanja tezisca.
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VI

Primerjava nacel, dobljenih z variacijo stanja ob
dolocenem casu

§ 65. Analiticni dokaz posebnega primera Gaussovega nacela. Sedaj se
posvetimo izpeljavi novega nacela mehanike. Naj bo dan poljuben holonomni sistem,
katerega pogoji so doloceni izkljuéno z enacbami, ki jih lahko zapisemo v obliki

P (t7$17y17"'7zn):07 (165)

kar je identitno s (127). V vseh primerih bomo uporabljali oznake, ki smo jih uporabili
v § 34. Gibanje, ki ga sistem pri dolocenem zacetnem stanju opravi pod vplivom sil, ki
delujejo nanj in pod danimi pogoji, imenujemo njegovo dejansko gibanje. Pri tem so
koordinate x5, y5, z» h—te materialne totke funkcije x (t), ¢ (t), w (t) ¢asa. Ze v § 43
smo ugotovili, da je dejansko gibanje dolo¢eno z ena¢bami (129).

Zdaj pa koordinate x, yn, 2z, vsake materialne tocke izberemo tako, da so enake
nekim drugim funkcijam casa yi (¢),91 (t), wy (t). Tako dolo¢eno gibanje sistema
imenujemo gibanje, variirano na Gaussov nacin [Gauss’ Manier]. Te druge funkcije
¢asa je treba izbrati tako, da se ob dolocenem c¢asu, ki ga lahko poljubno izberemo, ne
spremenijo niti vrednosti koordinat niti njihovi prvi odvodi po casu, ki jih oznac¢imo s
piko. Vrednosti spremenljivk &, 4, 25, ki veljajo v tem ¢asu, pa morajo imeti neskoncno
majhna povecanja 0y, 0yn, 02, za vsako materialno tocko, ki so sicer poljubna; zanje
velja le pogoj, da mora gibanje spremenljivke izpolnjevati tudi pogoje sistema, tj. tudi
zamenjava Tp, Yp, 2, S funkcijami x; (t), 11 (t), wy (t) mora izpolnjevati pogoje sistema,
ki imajo obliko (165). Vrednosti razlicnih spremenljivk pri prehodu iz dejanskega gibanja
[wirklichen] v gibanje, variirano na Gaussov naé¢in, ponovno ozna¢imo s predpono 0.
Zdaj pa dokazimo, da za prehod iz dejanskega gibanja v gibanje, variirano na Gaussov
nacin, velja

Z [(mhfizh — Xh) (th + (mhgjh — Yh) (5yh + (mhéh — Xh) 52h] =0. (166)
h=1

Seveda to velja le za obravnavani trenutek, za katerega se koordinate in komponente
hitrosti ne spremenijo, torej je

&L'h:5yh:62h:61"h:59h:52‘h20 h:1,2,...,n. (167)

Funkcije x1 (t), 11 (t), wy (t) lahko vedno izberemo tako, da izpolnjujejo to enacbo
v poljubno izbranem trenutku, ne izpolnjujejo pa je za koncno ¢asovno obdobje. V
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slednjem primeru bi se morali tudi 6y, 09, 02, ves ¢as izniciti. Enacbo dokazemo na
naslednji na¢in: za dejansko gibanje v ¢asu dt sledi iz enacbe (165)

0 [0 0 0
2 (St S+ 58] ~o0.
=1

E E)xh 8yh 8zh
S ponovnim odvajanjem po t dobimo,
(O Oy O,
- =d 168
hzz:l (f%fhxh "o oz, ’ (168)

pri cemer ¢ vsebuje le ¢as t, ter koordinate in njihove prve odvode glede na ¢as. Ker
pa se pri prehodu od dejanskega gibanja k gibanju, ki je variirano na Gaussov nacin,
ne spremenijo niti koordinate niti njihovi prvi odvodi po casu, se pri tem prehodu ne
spremenijo niti ®, niti dp; /0y, Op; /Yy, Op1/0z,. 1z enacbe torej izhaja

" [ Opr .. doy . dor .
—0 —0 —0 =0. 169
h2::1 <8£Eh Tn ayh Yh + 8zh “h ( )

Dejansko gibanje poteka v skladu z enacbo (129). Ce enacbo (129) pomnozimo s
0y, podobni enacbi za osi y in 2 pa s 0§ in 02, ter sestejemo vse tako dobljene enacbe
za vse vrednosti h, potem z upostevanjem (169) neposredno sledi enacba (166). Ce zdaj
tvorimo izraz

> [l — )7+ i — i + G~ X7, (170)
h=1"Th
se v njem pri prehodu od dejanskega gibanja k gibanju, ki je variirano na Gaussov
nacin, spremenijo le spremenljivke 0%y, 09, in 0Z,. Tako je prva variacija izraza podana
z levo stranjo enacbe (166). Ta enacba pove, da prva variacija izraza pri prehodu iz
dejanskega gibanja v gibanje, variirano na Gaussov nac¢in odpade v casu t, in ker je
druga variacija tega izraza v vsakem primeru pozitivna, je ta izraz minimum. Poveca
pa se za vsak Cas t, ¢e v tem casu preidemo od dejanskega gibanja k kateremu koli
gibanju, variiranemu na Gaussov nacin.
Ce pogoji vkljuéujejo ne-holonomskih enacbe oblike (78), potem mora, da bi bil
izraz (170) minimum, pri prehodu iz dejanskega v variirano gibanje vsakemu pogoju te
oblike, ustrezati tudi variacija gibanja. Tako mora biti tudi za variirano gibanje

T4+ > (&ndn 4+ myn + Gién) = 0.
h=1

Ce to odvajamo po ¢asu dobimo

n

> (Enien + mufin + CuZn) = @,
h=1

kjer je @ kot funkcija spremenljivk, katerih variacije se iznicijo. Z variacijo zadnje

enacbe tako dobimo .

> (&n 0dp 4 mn 04 + Cu02n) = 0. (171)
h=1

To, kar je navedeno v tem paragrafu, je bistvo Gaussovega nacela najmangjse
prisile (ali siljenja) [Gauss’'sehen Princips des kleinsten Zwanges|. Dodatno ga bomo
ponazorili Se z geometrijskimi konstrukcijami in s tem vkljucili tudi doslej izkljucen
primer, da imajo nekateri pogoji obliko neenach.



Primerjava nacel, dobljenih z variacijo stanja ob dolo¢enem c¢asu 125

§ 66 Pojem prisile Predpostavimo lego vseh n materialnih tock v ¢asih ¢, ¢t + dt in
t + 2dt. Naj bo h—-ta materialna tocka, katere masa je my, v teh casih v tockah A, By
in C), (slika 16).

B. %

h
G

Slika 16

Nadalje, naj bo D, tocka prostora, kamor bi ta materialna tocka prispela v ¢asu
t + 2dt, ¢e bi bila v ¢asu t v Ay, in v Casu t 4+ dt v By, vendar brez vpliva kakrsnih koli
sil. Naj bo E}, toc¢ka prostora, kamor bi prispela v ¢asu t + 2dt, ¢e bi bila v ¢asu t v
Ay, in v ¢asu t + dt v By, vendar pod vplivom neposrednih sil, katerih rezultanta ima
komponente X, Y}, in Z;, v koordinatnih smereh.

Razdalja By, D, je enaka razdalji A, By, in obe lezita na isti premici. Daljica By, FE),
predstavlja pospesek, pomnozen z dt?, ki bi ga imela materialna tocka zaradi neposrednih
sil med ¢asoma t in t 4 dt, kar smo v § 34 imenovali neposredni pospesek. Projekcije
razdalje Bj,Ej, na koordinatne osi so torej v skladu z (84)

1 1 1

—Xpdt?, —Y,dt*, —Z,dt*.
mp mp, mp
Razdalja B, C), predstavlja dejanski pospesek, pomnozen z dt?, ki ga povzrocajo vse
sile (neposredne in vezne skupayj).

V skladu z (85) so komponente sil vezi, ki delujejo na h—to tocko, oznacene z X,
9);, in 3. Tako so projekcije daljice Bj,C},, deljene z dt?, na koordinatne osi

1 dZIh . 1

1
mh( n+ Xn) g2~ mh( nt D) = n mh( nt3n) = Zn

Ce povezemo tocki Ej, in Cy z daljico E,C), ki predstavlja pospesek, pomnozen z dt?,
ki bi ga materialna tocka imela samo zaradi sil vezi, so projekcije Ej,C} na koordinatne

0sl1
1 1 1

— s —Yhs -
mp mp mp
Nasprotno usmerjena daljica C}, Ey, deljena z dt?, je tisto, kar smo v § 34 imenovali
izgubljeni pospesek. Ta koli¢ina predstavlja razliko med pospeskom, ki bi ga povzrocile
neposredne sile brez omejitev, in dejanskim pospeskom. Projekcije C}, E, na koordinatne
osi, deljene z dt?, so v skladu z (85)

In Yn 3h
T’ Tma e
V skladu z (172) je izraz (170), za katerega smo dokazali, da je minimum za dejansko
gibanje, enak
my(CrEp)?

dtt
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kar pomeni, da je enak vsoti kvadratov izgubljenih pospeskov vseh materialnih tock,
pomnozenih z maso, ali vsoti kvadratov vseh izgubljenih sil, deljenih z maso.

Ce ne bi bilo sil vezi, bi materialna tocka my, v ¢asu t+ 2dt pod vplivom neposrednih
sil prispela v tocko FEj. Zaradi sil vezi, dolo¢enih s pogoji sistema, pa je namesto
tega prispela do tocke (. Razdalja E}C}, tako predstavlja odmik od gibanja, ki bi ga
dolocale le neposredne sile, zaradi vpliva sil vezi.

Kot je znano, se pri metodi najmanjsih kvadratov uposteva kvadrat odstopanja
opazovane vrednosti od prave vrednosti, pomnozen z utezjo opazovanja. Na podoben
nac¢in tukaj kvadrat odklona E,C}, pomnozen z maso materialne tocke in deljen s
dt* (ki ga obravnavamo kot konstanto), predstavlja mero motnje gibanja zaradi sil
vezi, imenovano tudi mera prisile. Vsota teh koli¢in za vse tocke sistema je prisila
celotnega ststema v danem trenutku.

Izrek iz prejSnjega paragrafa pravi, da je prisila celotnega sistema pri dejanskem
gibanju v vsakem trenutku minimalna, kar pomeni, da se pri prehodu iz dejanskega
gibanja k poljubnemu gibanju, variiranemu na Gaussov nacin, prisila poveca.

Prisila sistema pri variiranem gibanju je izraz, ki ga dobimo iz (173), ¢e tocko C},
nadomestimo s tocko F}, kjer se nahaja tocka pri variiranem gibanju v ¢asu t + 2dt. Ta
prisila je

1L & 2

Minimalna vrednost izraza (173) pomeni naslednje: v ¢asih t in ¢ + dt so lege vseh
tock podane. Na podlagi tega lahko izracunamo njihove lege v casu t + 2dt, ¢e bi nanje
delovale le neposredne sile brez omejitvenih pogojev. Tocka my bi bila ob casu t + 2dt
v E}, a dejanska lega tock, ki bodo izpolnjevali vezne pogoje in bodo ob ¢asu t + 2dt,

bodo taksni, da bo Z mh(EhFh)2 minimalna.
h=1

Ce neposrednih sil ni, potem nobena od tock ne bo imela pospeska in tocki Dj in
E}, bosta sovpadali. Ej,C} bo enak celotnemu pospesku, in izraz (173) bo predstavljal
vsoto kvadratov pospeskov vseh tock, pomnozenih z masami. Gibanje, za katero je ta
vsota minimalna, imenujemo najravnejse gibanje. Ko neposredne sile ne delujejo, se
gibanje v skladu z na¢elom najmanjse prisile vedno zgodi zaradi omejitvenih pogojev
sistema.

§ 67. Geometrijski dokaz nacela najmanjse prisile. Zdaj bomo geometrijsko
dokazali izrek, za katerega smo doslej v § 65 podali le analiticni dokaz. S tem se
bomo osvobodili omejitve, ki smo jo uvedli pri prejsnjem dokazu, in sicer da pogoji ne
vsebujejo neenacb.

Najprej bomo obravnavali potek dejanskega gibanja in gibanja nasih materialnih
tock od casa t do Casa t + 2dt, ki smo ga prej imenovali variirano po Gaussovem
nacinu, zdaj pa ga bomo na kratko imenovali variirano gibanje. Pri slednjem morajo
vse materialne tocke ob ¢asu t in ob ¢asu t + dt zavzeti enako lego kot pri dejanskem
gibanju. S tem so pogoji (167) izraZeni, da se ne smejo spremeniti niti koordinate niti
njihovi prvi odvodi po casu.

V casu t + 2dt pa mora biti tocka h pri dejanskem gibanju v tocki CY, pri variiranem
gibanju pa mora imeti neko drugo lego v tocki F},. Vse te nove lege morajo biti skladne
s pogoji sistema, ki veljajo ob ¢asu t + 2dt, ti pa so izrazeni z ena¢bami ali neenacbami.
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Ce s day, 0by, in dcp, oznacimo projekcije premika tocke C, Fj, materialne tocke my,
na koordinatne osi, mora vsaka holonomna pogojna enacba oblike (165) namesto zveze
(86) ustrezati enacbi ali neenacbi:

% aSOZ &PZ dy
<0.
z:: <8xh B Obn + héch> <0 (175)

Vsaki neholonomski pogojni enacbi ali neenacbi, ki ima podobno obliko, pa ustreza
enacba ali neenacba: .
Z (gh (5CLh -+ h 5bh + Ch 5Ch) S 0. (176)
h=1
V teh dveh zvezah je dejansko potrebno zamenjati t z t + 2dt, s ¢imer pa se obravnavana
zveza le neskonéno malo spremeni.

Po nasih ugotovitvah je torej premik sistema iz dejanske lege v casu t + 2dt v
variirano lego v istem ¢asu virtualni premik, ki ustreza casu ¢ + 2dt. Zvezi (175) in (176)
se od zvez (86) in (88) razlikujeta le v tem, da namesto dxy, dyn, 9z, vsebujeta day,
Oby, dcy. Zato mora biti izpolnjena tudi zveza, ki vedno velja. Namesto spremenljivk
o0xn, 0yn, 0z, ki nastopajo v tej zvezi, je potrebno ponovno uporabiti projekcije day,
0by, dcp, premika materialne tocke my na koordinatne smeri, ki jih oznac¢imo kot C}, F},.
Ta zveza se glasi:

> (xn dan + vp 6by + 34,0¢5) > 0. (177)
h=1

m
Po (172) so —xt, —9n, —3n projekcije C, F),, pomnoZene z dT;L na koordinatne smeri.

Zato je:
In 6ah + Yy (Sbh + 35 (SCh = —ChEh . ChFh + COS 19]1 . mh/dt2 .

Tu je ¥% kot med usmerjenima daljicama Cy,Ej, in C),F}, (glej sliko 16).
Ce ta izraz oblikujemo za vse materialne tocke, dobimo skladno z zvezo:

Z mpy - ChEh : ChFh + COS ﬁh/dt2 S 0. (178)
h=1

Prisila za dejansko gibanje je bila podana z izrazom (173), za variirano gibanje pa z
izrazom (174); v trikotniku Cj, Ej, F), (glej sliko 16) velja:

FLE2 = ChEy2 + Oy Fy2 — 2C,Ey, - CF)y, cos vy, .

Zato
n FE) & Ey) n Fy) n E F
th( }Czit4h) :Zm (Ch h Z C(h h _22 C’h h C’h h 0819;9.
h=1 h=1 =

Ce niso vsi C,F}, = 0 ali neskonéno majhni vigjega reda glede na dt?, tj. ¢e pospeski
variiranega gibanja ne sovpadajo s pospeski dejanskega gibanja, je drugi ¢len na desni
strani nujno pozitiven. Zaradi (178) tudi tretji clen ne more biti negativen. Ker leva
stran predstavlja prisilo za variirano gibanje, prvi ¢len desne strani pa prisilo za dejansko
gibanje, je prisila za dejansko gibanje vedno manjsa kot za katero koli mozno variirano
gibanje.
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Ce prvi ¢len desne strani (ChEh)2 nadomestimo z vsoto kvadratov njenih ¢lenov,
podanih s (172) v koordinatnih smereh, potem ponovno dobimo:

o OB LY (i ) (s L)’
Z h h Z mp, [(.’L’h — Xh) + <yh — Yh> + <Zh — Zh) ] >
h=1 mp my

mp

kar se ujema z (170). Ker v tem izrazu veljajo X, Y, Z) za dane, pospeski pa za
spremenljivke, je pogoj, da imamo minimum, v sploSnem posledica zveze

Z [(mhjh — Xh) 5Zih + (mhgjh — Yh) 5yh + (mhéh — Xh) 5211] Z O. (179)
h=1

Pogoj, da morajo lege vseh materialnih tock v dveh neskonéno bliznjih casih (Casih ¢ in
t + dt) sovpadati z legami, ki veljajo za dejansko gibanje v teh ¢asih, je geometrijski
pomen enacb (167). To pogosto ni samoumevno, vendar je v vsakem primeru zaradi
jasnosti treba to izrecno poudariti. Funkcije, ki podajajo ¢asovno odvisnost koordinate
dejanskega in variiranega gibanja, se lahko v obravnavanem casu razlikujejo le v drugih
odvodih, in Se to le tako, da ostanejo izpolnjeni pogoji sistema, ki veljajo v tem casu.

Omenimo Se, da zlahka vidimo enakost zvez (178) in (179). Ker je Cj,F}, povsem
poljuben virtualni premik v casu ¢t + 2dt, smo v zvezi upraviceno nadomestili dxy,, dyp,
0zp, z njegovimi projekcijami day,, dby,, dcp, na koordinatne osi.

Ce pa primerjamo dejansko gibanje sistema z variiranim, vidimo, da je B,C}
(slika 16) pospesek obravnavane materialne tocke, pomnozen z dt* za dejansko gibanje,
medtem ko je EjF), enak izraz za variirano gibanje. Zato je premik C}, F},, pomnozen z
dt?, sprememba pospeska obravnavane materialne toc¢ke pri prehodu iz dejanskega v
variirano gibanje. Projekcije day, 6by, dcj, premika CpF,, deljene z dt? na koordinatne
osi, so torej spremembe 0%y, 07y, 02y, ki jih ima komponenta pospeska v koordinatnih
smereh pri prehodu iz dejanskega v variirano gibanje. Ce uporabimo te vrednosti in za
projekcije Cj, E), uporabimo izraze (172), pomnozene z dt?, sledi:

—ChFh : ChEh - COS ﬁh =
1 1 1
mp mp mp,

Glede na to zveza (178) takoj preide v (179), dt pa kot vedno velja za dano konstanto.

Ce v zvezi (175) in (176) upostevamo navedene vrednosti day,, 6by,, d¢; ter ju delimo
z dt?, dobimo naslednji zvezi:

o) Oy %)
E — — <
2 <8xh5 Th + ayhéyh + 92 5Zh> < 0,

. (180)
Z En O0Zp + Mp 0Un + Ch02) <0

od katerih prva ustreza neki holonomni, druga pa neki neholonomni pogojni enacbi ali
neenakosti. Ti dve zvezi sta torej najbolj splosna analiticna izraza za pogoje, ki morajo
biti poleg enac¢b (167) izpolnjeni, da izraz (170) postane minimum. (Glej enacbi (169)
n (171)).
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§ 68. Primerjava nacela najmanjse prisile z nacelom virtualnih premikov.
Nacelo najmanjse prisile smo izpeljali iz nacela virtualnih premikov. Dokler velja znak
enakosti, prvotna enacba izhaja iz izpeljane enacbe, saj smo izkljucili nedoloc¢enosti. Ce
velja znak enakosti, je nacelo virtualnih premikov enakovredno nacelu najmanjse prisile.

Toda, ¢e iz dveh neenacb sledi tretja, potem iz druge in tretje praviloma ne sledi
spet prva. Zato druga in tretja nista enakovredni prvi in drugi. Zato tudi pogoji (180)
niso enaki pogojem (86) in (88), in nacelo najmanjse prisile, ¢e obstajajo pogoji z
neenakostmi, na splosno ni enakovredno nacelu virtualnih premikov.

Za trajno mirovanje vseh materialnih tock pa sta obe naceli enakovredni tudi v
slednjem primeru, tako da pogoji ravnotezja v stanju mirovanja vedno nedvoumno
izhajajo tudi iz nacela virtualnih premikov, kot je razvidno iz naslednjega. V primeru
ravnotezja v mirovanju Stiri tocke Ay, Bp, Ch, Dy (§ 66, slika 16) sovpadajo, saj
je zacetna hitrost vseh tock enaka ni¢. Tako postane razlika Cj,Fj, med pospeskom
pri variiranem in dejanskem gibanju enaka virtualnemu premiku obravnavane tocke.
Projekcije Cp, Fj, na koordinatne osi lahko torej pomenijo tako spremenljivke &, 63 in
0% kot spremenljivke dx, dy in dz, in s tem zvezi (93) in (179) postaneta enaki.

Analitiéno je to izrazeno z dejstvom, da lahko v vsakem trenutku Z, j in Z, ki so na
zacetku vsi enaki ni¢, v zelo kratkem casu 7 dobijo poljubne zelo majhne vrednosti 0,
09 in 0%, zdruzljive s pogoji. Zveza (179) velja v vsakem od teh trenutkov. Ce dvakrat
integriramo od 0 do 7, lahko sile obravnavamo kot konstantne, saj se sistem sprva giblje
z nicelno hitrostjo, pozneje pa le z neskonéno majhno hitrostjo; pospeski &y, 9, in 2,
pa so sprva enaki ni¢ in vedno ostanejo zelo majhni glede na X, /m, Y;,/m in Z,/m,
zato jih lahko zanemarimo.

Tako je

3 (Xh/dt/dtézih+Yh/dt/dt5yh+Zh/dt/dt62h) <0. (180a)
h=1 0 0 0 0 0 0

Ocitno pa je, da je

/dt/dt&zh
0 0

skupna sprememba koordinate dzj,, enako velja za osi y in z. Zveza (180a) je torej
identi¢na z

NE

(Xh5l‘h + Yhéyh + Zhézh) S 0.
h

1

Podobno ugotovimo, da sta pogoja (180), ki veljata za nacelo najmanjse prisile, enaka
pogojema (86) in (88), ki veljata za nacelo virtualnih premikov.

Tako je nacelo virtualnih premikov enakovredno nacelu najmanjse prisile za primer
ravnotezja v mirovanju.

V primeru gibanja in pogojev z neenakostmi pa ni mogoce dokazati, da zveza (93),
ki predstavlja nacelo virtualnih premikov, vedno enoli¢no doloca nastale pospeske. Da
bi to dokazali, je o¢itno dovolj, da na nekem posebnem primeru pokazemo, da so mozni
primeri, ko se zveza (93) nanasa na razline mozne nacine gibanja, iz nje pa ni mogoce
ugotoviti, kateri od njih nastopi.
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Taksen poseben primer, ki si ga je zamislil Gibbs', bomo obravnavali v naslednjem
paragrafu.

§ 69. Primer, kjer je nacelo najmanjSe prisile primernejSe kot nacelo
virtualnih premikov. Naj bo dana ploskev F', ki poteka skozi koordinatno izhodisce,
tam stoji pravokotno na os abscise in se s svojo konkavno stranjo obraca v pozitivno
smer abscise. Gibajoca materialna toc¢ka z maso m, katere pravokotne koordinate so
x, 1y, z, preide v ¢asu t, za katerega iS¢emo njen pospesek, skozi izhodis¢e koordinat
s hitrostjo v. Naj bo R polmer ukrivljenosti presecisca ploskve F'in ravnine v kateri
sta v in os abscise. Pogoj, v katerem je materialna tocka v casu t, je, da ne sme
preckati ploskve F' na strani, obrnjeni v negativno smer abscise, lahko pa se poljubno
oddalji v pozitivno smer abscise. Pri uporabi nacela virtualnih premikov sta zato dy in
0z poljubna, dx pa lahko prav tako zavzame poljubne vrednosti, vendar le pozitivne
(vklju¢no z niclo). Zveza (93) zato zahteva, da velja mj =Y in mZ = Z. Ker je ox
lahko le enak ni¢ ali pozitiven, & pa je zaradi omejitev sistema lahko enak ali poljubno
vecji od ?JQ/R (glej § 13), je zveza (93) vedno izpolnjena, ¢e je & enak veCjemu od obeh

izrazov v? / R ali X /m ali pa se vecji. Ta zveza ne doloca povsem, ali se premicna tocka

ne bi Ze pri vrednostih X, manjsih od centrifugalne sile mv?/R, odmaknila od ploskve.
Da to ni mogoce lahko vidimo le posredno po tem, da bi se premicna tocka takoj, ko bi
se locila gibalo povsem prosto, njen pospesek v smeri abscise pa bi bil enak X/m, kar
je manj kot v* /R, zato bi se moralo takoj spet vrniti na ploskev.

Pri uporabi nacela najmanjse prisile ni treba spreminjati niti lege materialne tocke,
niti njenih komponent hitrosti. Variaciji 0y in 62 komponent pospeska v smereh y in z
sta poljubni, zato iz zveze (179) sledi my =Y in mZ = Z, sama zveza pa se reducira
na:

(mi — X) o0& > 0. (181)

Hitrost v ne more imeti negativne komponente v smeri abscise, saj materialna tocka ne
more dosec¢i negativne strani abscisne osi. Prav tako ne more imeti pozitivne komponente
v smeri abscise, saj bi to pomenilo, da je materialna tocka prisla iz negativne smeri
abscisne osi, kar pa ni mogoce brez spremembe smeri hitrosti, ki bi zahtevala neskon¢no
silo. Zato je hitrost v pravokotna na smer abscise. To pomeni, da je %)ospeéek v

pozitivni smeri abscise, ko se materialna tocka giblje po ploskvi F', enak Ly Materialna
tocka se ne more gibati po manj ukrivljenem tiru ali celo po tiru, ukrivljenem v nasprotno
smer, saj bi s tem presla na tisto stran ploskve F', ki je obrnjena proQti negativni smeri
abscisne osi. Zato pospesek ne more biti negativen ali manjsi od % Po drugi strani
pa je lahko tir moééleje ukrivljen proti pozitivni strani abscisne osi, togej je & lahko
poljubno vecji od % Tako dobimo naslednje pogoje za di: Ce jed = %, je 0% lahko

2
v v
samo enak ni¢ ali pozitiven. Ce pa je & > 7 je 02 lahko poljuben, tako kot 7 in §Z.

Ko smo to ugotovili, preverimo, kaj izhaja iz nacela najmanjse prisile, ki je bilo
reducirano na zvezo (181). Razlikujemo naslednje primere:

1On the Fundamental Formulae of Dynamics, American Journal of Mathematics , Mar., 1879, Vol.
2, No. 1 (Mar., 1879), pp. 49-64 (OP)
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1. X je negativen ali ima tako majhno pozitivno vrednost, da je X /m < UQ/R.
Potem je prvi faktor nujno pozitiven, saj je & > UQ/R. Tako je primer, da je & > UQ/R,
izkljuCen z relacijo (181), saj je v tem primeru i in s tem leva stran lahko tudi negativna.
V tem primeru, ¢e je X negativen ali < ?JQ/R, jea = UQ/R, tj. premicna tocka ostane
na ploskvi, kar je v skladu z izkusnjo, saj je takrat zunanja sila bodisi usmerjena na
stran negativne abscise bodisi je, ¢e ima nasprotno smer, manjsa od centrifugalne sile,
ki potiska premic¢no tocko ob ploskev.

2. Ce je X/m > UZ/R, potem bi bil, ¢e je & = vz/R, prvi faktor leve strani zveze
(neenacbe) (181) negativen. Ker ima lahko 6% v vsakem primeru pozitivne vrednosti,
ta zveza ne bi bila izpolnjena. Potem mora biti & > v* / R, ker pa je v tem primeru 0%
lahko pozitiven in negativen, je zveza (neenacba) izpolnjena le, ¢e je m& = X. Tako
se premicna tocka odlepi od ploskve in se premika, kot da bi bila prosta. To se spet
ujema z izkusSnjami, saj je zdaj komponenta sile, ki premicno tocko odriva od ploskve,
vecja od centrifugalne sile.

3. Ce je konéno X /m = v2/R, potem je v vsakem primeru & = U2/R, kajti ce

je & > U2/R, potem bi bil v (181) prvi faktor pozitiven, drugi pa bi bil lahko tudi
negativen. Tir premicne tocke bi, ¢e bi bila prosta, prav tako nihal po ploskvi F.

[z navedenih razmisljanj neposredno sledi naslednje. Materialna toc¢ka se premika
po ukrivljeni ploskvi, ki jo lahko zapusti na izboceni strani, ne pa tudi na drugi strani.
Komponenta N sile, ki deluje od zunaj, pravokotno na to ploskev, stalno narasca od
vrednosti, manjse od mov? / R, do vecje ali pa nenadoma preskoci na taksno vrednost. V

trenutku, ko postane N > mu? / R, se premicna tocka odmakne od ploskve s pospeskom
N/m. Iz nacela najmanjse prisile to izhaja neposredno z njegovo uporabo za vsak
posamezen trenutek, iz nacela virtualnih hitrosti pa le z dodatnimi posebnimi premisleki,
npr. o gibanjih, ki bi nastala za naslednje trenutke.

§ 70. Ravnotezje v mirovanju, kadar obstaja potencial. Pogoj ravnotezja za
stanje mirovanja je Se posebej preprost, ¢e za dane sile obstaja potencial. Takrat so:

N Vv v
8xh

in iz (95) sledi §V' > 0 za vse variacije koordinat, ki so zdruzljive s pogoji.

Torej je izraz (95), ki vsebuje variacije in daje pogoj za ravnotezje, popolna variacija
funkcije koordinat, ki lahko eksplicitno vsebuje Se ¢as, ki se seveda ne spreminja. Z
dolocitvijo te ene funkcije in pogojev sistema, Ce ti obstajajo, lahko vprasanje ravnotezja
omejimo na povsem matemati¢no nalogo, zato je potencial dobil tudi ime staticéni
potencial. V drugem delu bomo videli, da je v mnogih primerih mogoce obravnavo
gibanja sistema omejiti na povsem matematicno nalogo z zahtevo, da je ena funkcija, ki
nato vsebuje tudi komponente hitrosti, mejna vrednost. To funkcijo bomo imenovali
(srednji) kinetiéni potencial.

Ce je trajno mirovanje sistema zdruzljivo s omejitvami sistema in obstaja stati¢ni
potencial, potem bo sistem vedno ostal v ravnotezju, ¢e je bil na zacetku v mirovanju
in Ce prva sprememba stati¢nega potenciala ni negativna za vsak neskon¢no majhen
mozen premik tock.
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V tem primeru je tudi definicija stabilnosti ali labilnosti ravnotezja zelo preprosta.
Ravnotezje je stabilno, ce takoj, ko vsaki tocki sistema dolo¢imo zelo majhen premik
in hitrost, ta ostaneta zelo majhna v vseh naslednjih ¢asih, ko se sistem Se naprej giblje
pod vplivom danih eksplicitnih sil, ne glede na to, kaksna sta bila prvotno dolo¢ena
premik in hitrost, pod pogojem, da je njuna velikost pod neko mejo. Ce je po drugi
strani mogoce s poljubno majhnim zacetnim premikom in hitrostjo povzrociti konéno
spremembo njihove lege in hitrosti, potem ravnotezje imenujemo nestabilno. Prvi
primer nastopi vedno, ko ima V', tudi ob upostevanju neskonéno majhnih koli¢in visjega
reda, za vse mozne zelo majhne variacije koordinat le pozitivne spremembe, ki narascajo
sorazmerno s povecevanjem variacij koordinat.

Naj bo V4 vrednost potenciala v mirujoci legi. Vsaki toc¢ki dolo¢imo neskoncno
majhen premik in hitrost, s katerima potencial dobi vrednost V + A, kineti¢na energija
pa vrednost Ty. Zdaj naj se sistem iz tega zacetnega stanja premika v skladu z enacbami
gibanja. V nekem poznejsem ¢asu t naj bi bili Vj + A in T vrednosti potenciala in
kineticne energije. Potem je v skladu z nacelom energije:

A0+T0:A+T

Niti A, niti 7" ne moreta imeti vecje vrednosti od zelo majhne vrednosti Ay + 7. Ker pa
bi po nasi predpostavki morala A nujno prej preseci vrednost Ay, ki je lahko poljubno
majhna, preden bi se katera koli koordinata kon¢no povecala, in ker bi tudi kineti¢na
energija T nujno dobila ve¢jo konéno vrednost, ¢e bi katera koli hitrost narasla na
kon¢no vrednost, morajo vse hitrosti vedno ostati zelo majhne in vse koordinate skoraj
enake svojim prvotnim vrednostim.

Ce se funkcija V' ne more zmanjsati, ampak ostane konstantna do kon¢énega povecanja
ene ali ve¢ koordinat, ravnotezje imenujemo indiferentno. Potem se lahko sistem po
neskon¢no majhni motnji oddalji od svoje lege za konc¢no koli¢ino, vendar ostane hitrost
koncna.

Ce se vrednost V lahko zmanjsa, se bo ob ustrezni majhni motnji, ki povzro¢i rahlo
zmanjsanje V', padanje nadaljevalo, medtem ko se bo narascajoca kineticna energija, in
s tem tudi hitrost, povecevala, dokler formule, ki veljajo za majhne vrednosti, ne bodo
ve¢ uporabne. Taksno ravnotezje imenujemo labilno.

Znan primer je ravnotezje trdnega telesa pod vplivom teznosti. Ce os 2 potegnemo
navpi¢no navzdol in ¢ oznacuje z—koordinato tezisca telesa, p pa njegovo tezo, potem
je V.= —p(. Ravnotezje nastopi, Ce se za vsak virtualni premik telesa ( zmanjsa
ali poveca le za neskonéno majhne vrednosti visjega reda. Ce se teziste z vsakim
majhnim premikom postavi visje, je ravnotezje stabilno. Ce pride do majhnih premikov,
pri katerih se teziS¢e zniza (jajce stoji na vrhu), je ravnotezje nestabilno. Primer
indiferentnega ravnotezja je krogla ali ravni krozni valj na vodoravni podlagi.

§ 71. Oznacevanje vseh koordinat z enakimi ¢rkami. Nacelo virtualnih premikov
ali najmanjse prisile lahko zapiSemo v obliki:

Z [(mhih — Xh) (5!17% + (mhgjh — Yh) 5y?{ + (mhéh — Xh) 522‘] >0, (182)
h=1

pri cemer je o = 0 ali 2, tj. v celoti izpustimo ali nadomestimo z dvema pikama, odvisno
od tega, ali gre za prvo ali drugo nacelo. Variacije morajo izpolnjevati zveze (86), (88),
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(169) ali (180), ki jih lahko zapisemo v oblik
> (60 + oy + GozR) <0 (183)
h=1

in kjer veljata oba znaka ali samo enak znak, odvisno od primera v (79) ali (80). &, 7,
¢ lahko postavimo v obliko (89) ali ne, odvisno od tega, ali je zadevni pogoj holonomen
ali ne. To je a = 0 ali 2, odvisno od tega, ali uporabljamo nacelo virtualnih premikov
ali nac¢elo najmanjse prisile.

Uvedimo spremembo v nac¢inu oznacevanja, ki nam bo prihranila nekaj nepotrebnega
pisanja. Maso prve materialne tocke poimenujemo, kakor zelimo, z my, ms ali ms,
tako da so my, my in mg tri medsebojno enake koli¢ine. Pravokotne koordinate prve
materialne tocke oznac¢imo z x, x9, 3, komponente njene hitrosti in pospeska z @y,
To, T3, T1, To9, T3, komponente neposrednih sil, ki delujejo nanjo, pa z X;, Xs, X3, vse
komponente seveda razumemo v koordinatnih smereh. Podobno oznac¢imo maso druge
materialne tocke z my, ms ali mg, pri cemer seveda spet velja my = ms = mg. Njene
koordinate, komponente hitrosti in pospeska ter komponente neposrednih sil, ki delujejo
nanjo, so oznacene z 4, Ts, &g, L4, T5, L¢ in X4, X5, Xg. Tako nadaljujemo do zadnje
materialne tocke, katere masa je tako oznacena z ms,_o = ms,_1 = ms, itd.

Neenacba (182) ima sedaj preprostejso obliko:

3n
> (mpdy — X)) 6z > 0; (184)

h=1
za ravnotezje v stanju mirovanja, kjer vsi pospeski odpadejo, pa dobimo

3n

Z X, 0zy <0 (185)

h=1

medtem ko lahko pogoje za variacije koordinat zapisemo v obliki
3n
> &hor <0 (186)
h=1

saj je potrebno napisati fé, fé, 551, ... tudi za 77[1, Ci, 5%, -

§ 72. D’Alembertovo nacelo. Naj bo podan poljuben sistem materialnih tock.
Pogojne enacbe naj bodo taksne, da je z njimi zdruzljivo popolno mirovanje sistema ali
vsaj izni¢enje hitrosti in pospeskov vseh tock sistema v dolo¢enem trenutku . Pogoj, da
je sistem lahko v ravnotezju pod vplivom sil, ki nanj delujejo v ¢asu ¢, je izrazen z zvezo
(185). Ce je sistem v gibanju, so enacbe gibanja doloene z zvezo (184). Vidimo torej,
da enacbe gibanja dobimo tako, da pogojne enacbe za ravnotezje v stanju mirovanja
preprosto zapisemo in komponente neposrednih sil X, nadomestimo z izrazom

Xp — mpiy, (187)

kar imenujemo prva oblika d’Alembertovega nacela.



134 § 73. Definicija ravnotezja sil za gibajoce sisteme.

Zdaj predpostavimo, da se isti sistem pod vplivom sil giblje na kakrsen koli nacin
iz. poljubnih zacetnih pogojev, tako da velja zveza (184), ki dolo¢a zakone gibanja. V
trenutku 9 se na vsako tocko sistema nenadoma doda sila, ki je enaka in nasprotna sili,
ki smo jo v § 34 imenovali skupna sila. To je sila, katere smer je nasprotna trenutnemu
pospesku tocke, njena velikost pa je enaka produktu tega pospeska in mase zadevne
tocke; z drugimi besedami, komponenta v smeri A-te koordinate je enaka

—mhfh. (188)

Sistem sil, ki nastane, ko te sile dodamo neposrednim silam, imenujmo sistem sil ‘B.
Ce vse tocke mirujejo, potem sistem preide v ravnotezje, kar imenujemo druga oblika
d’Alembertovega nacela.
To dokazemo na naslednji na¢in: Komponenta i v eni od koordinatnih smeri je za
sistem sil 2B podana z:
X;L} = Xh - mhjh. (189)

Iz enacb gibanja (184), ki morajo biti izpolnjene za dejansko gibanje pod vplivom sil,
katerih komponenta je X, sledi:

3n
S Xpoap < 0. (190)
h=1

Po (185) je to ravno pogoj, da je sistem pod vplivom sil 9B lahko v stanju mirovanja in
v ravnotezju. Sile 2B so sicer enake tistim, ki smo jih v § 34 imenovali izgubljene sile,
in so nasprotne veznim silam. Komponente izgubljenih sil so podane z izrazi (82), ki
so, kot je razvidno iz (81), enake izrazu (189). Sistem neposrednih sil (komponenta h
je X}3) lahko torej razdelimo na dva sistema sil: sistem skupnih sil (komponenta h je
mpZy) in sistem izgubljenih sil (komponenta h je X, — myiy,). Prvi sistem bi povzroéil
natanko tiste pospeske, ki jih tocke v danem casu dejansko imajo, ¢e bi bile popolnoma
svobodne. Drugi sistem sil je enak sistemu sil vezi, vendar nasprotno usmerjen. Ce bi
sistem v trenutku presel v mirovanje, bi ostal v ravnotezju, ¢e bi mirovanje sistema
ustrezalo danim pogojem. Temu pravimo tretja oblika d’Alembertovega nacela.

To ustreza izreku, dokazanen v opombi na str. 131 (§ 35), da ni mogoce, da bi
izgubljene sile povzrocile gibanje, razlicno od dejanskega gibanja. Jasno je, da lahko
sile, ki so enake in nasprotne silam vezi, te sile iznic¢ijo in tako ohranijo ravnotezje.

Lahko se zgodi, da so sile podane kot funkcije hitrosti ali drugih kolic¢in, ki doloc¢ajo
stanje sistema. Ko recemo, da je bil sistem nenadoma spravljen v mirovanje in da nanj
delujejo iste sile, seveda ne mislimo, da so sile enake funkcijam hitrosti ali drugih koli¢in,
ampak da vektorji, ki predstavljajo sile, ostanejo enaki in usmerjeni na enak nacin. Ce
so sile le funkcije lege in casa, potem to velja, ker pri nenadnem mirovanju sistem ni
spremenil svoje lege, le hitrosti.

Nazadnje podamo Se naslednjo trditev, imenovano (¢eprav ne v pravem pomenu
besede) Cetrta oblika d’Alembertovega nacela: Ce nekatere sile ohranjajo ravnotezje
sistema v mirovanju, te sile, dodane drugim silam, ne vplivajo na gibanje, ki ga
povzrocajo slednje.

§ 73. Definicija ravnotezja sil za gibajoce sisteme. Da bi vsi izreki, ki smo jih
poimenovali razlicne oblike d’Alembertovega nacela, ohranili pomen tudi v primeru,
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ko je mirovanje vseh tock sistema nezdruzljivo z danimi pogoji, je potrebno podati
definicijo ravnotezja sil za telo v gibanju, pri ¢emer ta definicija ne sme biti omejena
le na primer, ko nobena od tock sistema nima pospeska. Vsi navedeni izreki ostanejo
veljavni z relativno majhnimi spremembami, ¢e za ravnotezje sil uporabimo naslednjo
splosno definicijo, ki se, kadar sistem miruje, ujema z zZe omenjeno definicijo ravnotezja
v stanju mirovanja. Tako zajema ta poseben primer, vendar je uporabna tudi v primeru,
ko mirovanje sistema ni zdruzljivo z danimi pogoji.

Naj bo podan materialni sistem. Mirovanje je lahko skladno ali neskladno s ome-
jitvami. Ce ni neposrednih sil, potem se ob dani zacetni legi ter zacetnih hitrostih
materialnih tock pojavi neko gibanje, torej pospesek vseh tock. Ce kljub delovanju
dolocenih neposrednih sil isti sistem pod enakimi pogoji, v enaki legi ter z enakimi
zacetnimi hitrostmi pri dolo¢enem casu izvede enako gibanje in se pojavijo enaki po-
speski, pravimo, da te neposredne sile ob tem casu vzdrzujejo ravnotezje sistema. Tako
kot pravimo za prosto materialno tocko, da sile, ki delujejo nanjo, vzdrzujejo ravnotezje,
kadar se giblje enakomerno premocrtno, kot bi bilo to pri odsotnosti vseh sil.

Ce ni neposrednih sil, iz (184) sledi:

3n
> mpdgpdzy > 0. (191)
h=1

Ce naj bi po nasi novi definiciji nekatere sile (njihove komponente glede na h koordinatno
os oznac¢imo kot X7) ohranjale ravnotezje, potem je pri enakem gibanju

3n
Z (mh:'i:h — Xg) (sz Z 0.
h=1
Zato mora veljati
3n 3n
> Xioxy <> myddy. (192)
h=1 h=1

V primerih, kjer povsod veljajo le znaki enakosti, iz tega in iz (191) sledi

3n
3 XPox = 0. (193)
h=1

Pogoj ravnotezja je torej podan z enako zvezo kot v prejsnji definiciji, in vse stiri oblike
d’Alembertovega nacela ostanejo v veljavi nespremenjene. Iz pogoja ravnotezja ponovno
dobimo enacbe gibanja, tako da v njem zapisemo

Xh—mha"?h za Xg (194)

Izgubljene sile, katerih h-ta komponenta je X, — m;,Z,, dobimo, ko poleg neposrednih
sil vklju¢imo Se negativno prevzete skupne sile, tj. na vsako tocko deluje sila, ki je
nasprotna njenemu pospesku, in katere intenziteta je enaka produktu mase tocke in
njenega pospeska. Te sile morajo pri vsakem gibanju izpolnjevati pogoj (193), tj.
ohranjati ravnotezje. Neposredne sile lahko vedno obravnavamo kot superpozicijo
negativno prevzetih zadnjih (pozitivno prevzetih skupnih) in izgubljenih sil.

Ce se katerikoli sile medsebojno uravnotezijo, izpolnjujejo pogoj (193). Ce jih torej
dodamo katerimkoli drugim silam, bo zveza (184) za vsoto obeh sil enaka neenakosti,
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ki nastane samo z drugimi silami. Ker ta neenakost v celoti doloc¢a gibanje, dodajanje
uravnotezenih sil ne spremeni gibanja, ki ga povzrocajo druge sile. Takoj vidimo, da ta
dokaz velja tudi za sile, ki po stari definiciji ohranjajo ravnotezje v mirujocem sistemu,
tudi ¢e se med pogoji pojavijo neenakosti.

Pri silah, ki ohranjajo ravnotezje le po novi definiciji, so te trditve nekoliko omejene,
¢eprav je znak neenakosti dopusten. Zveza (neenakost) (184) bo zagotovo izpolnjena,
¢e nekatere sile izpolnjujejo neenakost:

3n
S X{6xg < 0. (195)
h=1

Ce oznaéimo komponente X, — myd;, izgubljenih sil z X}, potem izpolnjujejo zvezo
(195). Izgubljene sile torej zagotovo ohranijo ravnotezje. D’Alembertovo nacelo ostaja
pravilno v svoji drugi in tretji obliki, ¢eprav izni¢enje vseh hitrosti in pospeskov ni
zdruzljivo s pogoji sistema. 7Z drugimi besedami: ¢e poleg neposrednih sil na vsako
tocko delujejo Se negativne skupne sile, tj. sila, ki je enaka produktu mase in pospeska
ter usmerjena v nasprotno smer od pospeska, nastopi ravnotezje. Neposredne sile so
superpozicija nasprotnih (pozitivnih skupnih) in izgubljenih sil v ravnotezju.

Po drugi strani pa prva in ¢etrta oblika d’Alembertovega nacela ne veljata vec, saj
iz enacbe (185) z zamenjavo (187) dobimo enacbe gibanja, medtem ko je ravnotezje
doloceno z zvezo (192), ki ni identi¢na z (185) in tudi ne zagotavlja ve¢, da dodajanje
sil, ki izpolnjujejo to zvezo, ne spremeni gibanja, ki ga povzrocajo druge sile.

Ker skupne sile vedno povzrocijo enako gibanje sistema kot neposredne sile, sta ti
dve glede na sistem vedno enakovredni.

Poleg navedene definicije ravnotezja nisem nasel nobene druge, ki bi veljala tudi v
primeru, ko izni¢enje vseh hitrosti in pospeskov ni zdruzljivo s pogoji sistema. Ce je
zdruzljivo, lahko definicijo ravnotezja v stanju mirovanja razsirimo tudi na gibanje. Sile,
ki ohranjajo ravnotezje gibajocega sistema, lahko definiramo kot sile, ki bi ohranjale
ravnotezje na mirujocem sistemu v isti legi. To imenujemo druga definicija ravnotezja
sil na gibajofem sistemu. Nato bi bilo ravnotezje podano z zvezo (195) in bi imeli
prednost, da bi d’Alembertovo nacelo veljalo v vseh stirih oblikah. Slabost pa bi bila,
da ta definicija ne bi veljala, ¢e mirovanje sistema ni zdruzljivo z njegovimi pogoji. To
bi bilo zazeleno, saj pogosto velja naslednji splosni izrek: vsak gibajoci sistem takoj
pride v ravnotezje, ¢e na vsako tocko poleg Ze delujocih sil deluje Se sila, ki je nasprotna
pospesku in katere intenziteta je enaka produktu mase in pospeska.

Ker iz enacb (191) in (195) nujno sledi tudi enacba (192), morajo sile, ki po drugi
definiciji vzdrzujejo ravnotezje, to nujno zagotavljati tudi po prvi definiciji. saj ne
vplivajo na mirovanje sistema, ki je mogoce tudi brez neposrednih sil. Sile lahko
vzdrzujejo ravnotezje po prvi definiciji, tudi ¢e zveza (195) ni izpolnjena, vendar je
leva stran (195) pozitivna in manjsa od desne strani (192). V tem primeru so sile v
ravnotezju po drugi definiciji, ne pa tudi po prvi. Primer tega je, ko se krogla giblje ob
konkavni strani toge, gladke in ukrivljene stene. Sila, ki deluje pravokotno na konkavno
stran stene, ne spremeni gibanja krogle, ¢e je manjSa od centrifugalne sile, vendar
krogle v ravnotezju ne bi zadrzala v mirovanju. éeprav je taka sila po prvi definiciji v
ravnotezju, pa lahko, ¢e jo dodamo drugim silam, spremeni gibanje, ki ga povzrocajo
druge sile, ¢e postane vecja od centrifugalne sile.
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Nauk o ravnotezju sil imenujemo statika, nauk o gibanju teles pa dinamika. Lahko
pustimo odprto vprasanje, ali primeri, v katerih sile v gibajocih sistemih, predvsem ce
pogoji ne dopuscajo mirovanja, ohranjajo ravnotezje, spadajo v statiko ali dinamiko.
Probleme statike in dinamike bomo vedno obravnavali enotno.

§ 74. Uporaba metode multiplikatorjev za najsplosnejsi primer poljubnih
holonomnih ali neholonomnih pogojnih enacb ali neena¢cb . Videli smo,
da nacelo najmanjse prisile, razen v dolocenih singularnih primerih, vedno enoli¢no
doloc¢a gibanje. To nacelo je izrazeno z zvezo (184) in pogojem (186), katerih skupno
stevilo je o, vendar mora biti povsod a = 2. Ce torej najdemo resitev, ki izpolnjuje
zvezo (184) za vse vrednosti variacij, ki ustrezajo pogojem (186), potem je to resitev
mehanskega problema, pod pogojem, da vsebuje dovolj konstant, da zadostuje vsem
moznim zacetnim pogojem.

Zdaj bomo pokazali, kako lahko tako splosno resitev najdemo z metodo nedolocenih

multiplikatorjev. Med o pogoji za dejansko gibanje lahko holonomne pogoje zapisemo
v obliki

Pi (taxlax27'--a$3n) S 0 (196)
neholonomske pa v obliki
3n
T+ Y &in <0. (197)
h=1

Da bi poenostavili oblikovanje nadaljnjih izrekov, privzamemo, da so predznaki funkcij
@, , 7 in & na levi strani v (196) in (197) izbrani tako, da vedno velja < 0, nikoli pa > 0.
V vseh teh o zvezah, ki izrazajo pogoje sistema, bomo trenutno obravnavali le primere
z znakom enakosti, tako da nadomestimo zveze (196) in (197) z naslednjimi:

o1 (t,x1, o, ..., x3,) = 0,

3n
l .
T + Z §hxh =0
h=1
Temu dodamo Se enacbe

mha'éh — Xh — Z )\155Z = O,
=1

kjer ima lahko A vse vrednosti od 1 do 3n. Za pogoje podane v obliki (197) je 5;1
koeficient, kot je podano v (197). Pri pogojih v obliki (196) pa je &, okrajsava za
01 /0zy. Torej veljajo enacbe (89). 1z 3n + o enacb (198), (199) in (200) lahko v
splosnem dolo¢imo 3n + ¢ neznank & in A. Glede singularnih primerov, kjer pride
do tezav pri resevanju, velja enako kot na koncu § 43 in jih tukaj ne bomo ponovno
obravnavali.

Predpostavimo, da smo splosno resili enacbe (198), (199) in (200). Za vse vrednosti
integracijskih konstant in ¢asa, za katere noben \ ne postane pozitiven (indeks \ ustreza
tisti zvezi, kjer velja tudi znak neenakosti), je resitev mehanskega problema najdena, saj
izpolnjuje zvezo (184) in pogoje (186), ki jasno dolocajo resitev mehanskega problema,
razen ze omenjenih singularnosti.
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Ce enac¢bo pomnozimo z dzj in sestejemo vse enacbe (200) za vse h, dobimo:

3n o 3n
Y (mnin — Xy) 0y =D > NE 0y,
h=1 =1 h=1

3n
> &, 6x je zdaj enaka nit za vse [, za katere v zvezi (186) velja le znak enakosti, in
h=1
negativna (vkljuéno z ni¢lo) za vse druge. Tako dejansko dobimo zvezo (184). Ker

tako najdena resitev vsebuje tudi potrebno stevilo integracijskih konstant, predstavlja
splosno resitev mehanskega problema.? Konkretne primere smo Ze navedli v § 41 in na
koncu § 43.

Ce je A; pozitiven za nekatere (recimo o) vrednosti [, za katere velja tudi znak
neenakosti v zvezah (196) ali (197), potem je treba ustrezno enacbo izlo¢iti iz enacb
(198) ali (199), prav tako pa izlo¢iti &len iz enacb (200), ki vsebuje ustrezni A. Ce bi
se gibanje nadaljevalo v skladu z ena¢bama (198) ali (199), bi naprava, ki vzpostavlja
ustrezno zvezo, potrebovala upor, ki bi jo lahko zagotovila le tako, da prepreci, da bi
leva stran enacbe (196) ali (197) postala vecja od ni¢. Zato gibanje poteka brez oviranja
te naprave.

Zdaj imamo le Se 3n + o — o’ enach, prav tako pa le 3n + o — ¢’ neznank. ReSitve
teh enaCb imenujemo resitvene vrednosti. Te izpolnjujejo zvezo (neenakost) (186) pod
pogojem (neenakosti) (184) za o = 0 in za a = 2. Za a = 2 ta zveza izraza nacelo
najmanjse prisile, ki doloca, da mora biti koli¢ina, ki jo izracunamo za dejansko gibanje,
vedno absolutni minimum in da ni ve¢ moznih minimumov. Ker smo nasli pospeske,
pri katerih se pojavi taksen minimum, smo prepric¢ani, da predstavljajo pravilno resitev
mehanskega problema in da vrednosti, ki smo jih poimenovali resitvene vrednosti,
predstavljajo pravo gibanje. Te vrednosti predstavljajo resitev problema v najbolj
splosnem primeru, razen posebnih primerov, ki so bili obravnavani na koncu § 43.

Ce bi bile zacetne vrednosti koordinat in komponent hitrosti take, da sistem na
zacetku ne bi bil povezan z nobeno napravo ali bi bil Ze locen od nje, potem ustrezne
pogojne enacbe od zacetka casa ne bi bilo treba ve¢ upostevati. Merilo za popolno
neucinkovitost naprave je vedno dejstvo, da zveza, ki ji ustreza, ne omejuje vseh
pospeskov, saj je nacelo najmanjse prisile edino pravilo, ki vedno jasno doloc¢a gibanje.

Takoj ko se taka omejitev ponovno vzpostavi, sistem ponovno vzpostavi medsebojno
delovanje z napravo. ki jo je treba vkljuciti v o pogojev. Ce zadevni A postane negativen,
je treba ustrezno enacbo (198) ali (199) in clen, ki vsebuje A, vkljuciti v enacbo (200).

Ce so koordinate in hitrosti na zacetku ali v trenutku, ko sistem ponovno vzpostavi
medsebojno delovanje z napravo, take, da pogojnih enacb v naslednjem trenutku ni vec
mogoce izpolniti brez konénih sprememb velikosti ali smeri hitrosti (brez neskonénih
pospeskov), potem naloge ni ve¢ mogoce resiti z enacbami, ki smo jih doslej izpeljali.
To pa ne govori proti metodi, saj lahko z natan¢nejsim preucevanjem problema dobimo
nove enacbe, ki so primerne za njegovo resitev. Upostevati moramo, da so toge vezi
nekoliko elasti¢ne, toga telesa rahlo deformabilna in da v telesih in napravah lahko
pride do molekularnih premikov. Primer tega je trdno telo, ki posevno trci ob steno
neprepustne lupine in se obnasa skladno z zakoni elasticnega ali neelasti¢nega trka.

%Vsaka od koordinat, ki jih odpravi ena od zvez (198), ne prinasa nobene integracijske konstante;
vsaka koordinata, ki jo odpravi zveza (199), prinasa eno; vsaka druga koordinata prinasa dve integracijski
konstanti. Enostavno vidimo, da imamo natanko toliko neodvisnih zacetnih vrednosti.
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Ce je sistem sprva v medsebojnem delovanju z vsemi napravami, se popolna lo¢itev
od katere koli naprave zgodi, ko se neposredne sile neprestano spreminjajo, v trenutku,
ko A preide iz ni¢ v pozitivno vrednost.

V primeru ravnotezja v mirovanju morajo biti vsi pospeski enaki ni¢. Zato splosne
enacbe (200) preidejo v

X, + Z )\lfﬁl =0.
=1
Vsakic¢, ko obstajajo vrednosti A, ki izpolnjujejo te enac¢be za obravnavane neposredne
sile, in ¢e A, ki ustrezajo takim pogojem, niso pozitivne, je sistem pod vplivom teh
neposrednih sil v ravnotezju, ¢e je bil na zacetku v mirovanju. Seveda se, kot vedno,
predpostavlja, da so bile funkcije ¢, 7 in & na levi strani (196) in (197) od zacetka vedno
izbrane s taksnim predznakom, da vsak pogoj pomeni, da je leva stran <, nikoli pa >.



§ 74. Uporaba metode multiplikatorjev za najsplosnejsi primer poljubnih holonomnih
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VII

Enacbe relativnega gibanja

§ 77. Absolutno in relativno gibanje. Lahko dolo¢imo le razdalje med deli
razlicnih teles, torej le njihove relativne lege. Ne obstaja izkusnja, ki bi nam omogocila
zaznati absolutni prostor. Kljub temu smo na zacetku prvega dela uvedli dolocen
koordinatni sistem, ki skoraj prevzema vlogo absolutnega prostora. To smo storili zgol]
zato, ker zakone relativnega gibanja teles lahko veliko lazje izrazimo z uvedbo tega
dolo¢enega koordinatnega sistema, kot ¢e bi uvedli druge povsem poljubno izbrane
koordinatne sisteme.

S tem nikakor ne trdimo, da obstaja verjetnost ali celo nuja, da bi lahko nasli nove
izkusnje, s pomocjo katerih bi lahko natanéneje dolocili ta posebni koordinatni sistem, ali
ki bi omogocile izbiro dolo¢enega sistema izmed vseh sistemov, ki smo jih v § 11 prvega
dela imenovali inercialni opazovalni sistemi, in s tem omogocile dolocitev absolutnega
prostora, kar bi, ¢e tako izrazimo, dokazalo obstoj tega absolutnega prostora.

V § 11 prvega dela smo namrec videli, da se do najpreprostejse oblike zakonov gibanja
ne pride le na podlagi enega samega dolo¢enega koordinatnega sistema S, temvec¢ lahko
z enakim uspehom uporabimo zelo razli¢ne koordinatne sisteme. Vse te koordinatne
sisteme imenujemo ustrezni opazovalni sistemi. Smer osi v prostoru za dolocen trenutek
in lega izhodiscne tocke koordinat za dva trenutka lahko povsem poljubno usmerimo
glede na koordinatni sistem S, ki smo ga ze prepoznali kot inercialni opazovalni sistem.
Ce smo izbrali smer osi v dolotenem trenutku, je ta smer dolo¢ena tudi za vse druge
trenutke. Vse smeri, ki jih ima dolo¢ena os v vsakem trenutku, imenujemo vzporedne.

Ce smo izbrali lego koordinatnega izhodis¢a v dveh trenutkih, je lega koordinatnega
izhodisc¢a dolocena tudi za vse druge trenutke. Gibanje, ki ga v tem primeru opravi
koordinatno izhodisce, imenujemo enakomerno premocritno gibanje.

Vprasanje, kako se spremenijo zakoni gibanja telesa, tj. kako se spremenijo enacbe
gibanja, ¢e vzamemo za osnovo koordinatne sisteme, ki ne izpolnjujejo teh pogojev, je
oc¢itno zelo zanimivo za teorijo.

Ima pa tudi prakticno vrednost, saj vedno opazujemo le relativno gibanje enega
materialnega sistema glede na drugega, ki je skoraj nepremicen ali vsaj velja za ne-
premicnega. Tako opazujemo gibanje planetarnega sistema glede na nepremicno zvezdno
nebo, gibanje zemeljskih teles pa glede na Zemljo ali na katerikoli drug objekt, ki je
nanjo trdno pritrjen. V nekaterih poskusih opazujemo tudi gibanje tekoc¢in ali drugih

I.del, poglavije VII. (OP)
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predmetov glede na posodo ali ohisje, ki ga namerno rotiramo. Osebe v premikajoci se
kociji ali ladji lahko opazujejo gibanje svojih teles in drugih predmetov glede na kocijo
ali ladjo itd.

V vseh teh primerih gre zgolj za relativno gibanje prvega sistema glede na drugega
ali na koordinatni sistem, ki je trdno povezan z drugim. Slednji v vseh primerih, razen v
prvem, zagotovo nima lastnosti ustreznega opazovalnega sistema. Narava zvezd stalnic
nam je preveC neznana, zvezdno nebo pa je preve¢ nedolo¢en pojem, da bi se lahko z
gotovostjo odlocili, ali bi bil koordinatni sistem, ki je nanje vezan, inercialni opazovalni
sistem. Toda lastna gibanja zvezd stalnic smo ze ugotovili in tudi v tem primeru
je pomembno vedeti, kakSen bi bil vpliv na enacbe gibanja planetarnega sistema, ce
koordinatni sistem, na katerem temeljijo, ne bi bil inercialni opazovalni sistem.

Ce je treba izraCunati gibanje enega sistema teles glede na drugega in je gibanje
slednjega glede na inercialni opazovalni sistem znano, lahko v vsakem danem primeru
ravnamo takole: najprej izracunamo gibanje prvega sistema glede na opazovalni sistem
in Sele nato izracunamo relativno gibanje prvega sistema glede na drugega iz gibanja
obeh glede na skupni inercialni opazovalni sistem.

Vendar je zelo koristno, da tega ne ugotavljamo za vsak posamezen primer posebej,
temvec da enkrat za vselej podamo pravila, s katerimi lahko takoj ugotovimo gibanje
prvega sistema glede na drugi sistem ali nanj pritrjen koordinatni sistem, takoj ko je
podano gibanje drugega sistema glede na inercialni opazovalni sistem, ki ga imenujemo
mirujoci koordinatni sistem. Predpostavljamo, da so vsi deli drugega sistema
med seboj togo povezani, z njim pa je togo povezan tudi drugi (gibljiv) koordinatni
sistem. Problem je torej poiskati sploSne enache za gibanje prvega sistema teles glede
na gibajoc¢i se koordinatni sistem.

§ 78. Prvi posebni primer. Gibljiv koordinatni sistem se ne vrti. Najprej
bomo obravnavali poseben primer, ko se drugi sistem in z njim povezani gibljivi
koordinatni sistem ne vrtita glede na inercialni opazovalni sistem. Osi tega opazovalnega
sistema oznacimo z 01X, O1Y; in O1Z;. Osi OX, OY in OZ gibljivega koordinatnega
sistema, ki so trdno povezane z drugim sistemom, izberemo v doloc¢enem trenutku tako,
da so vzporedne s prejsnjimi koordinatnimi osmi. Te osi bodo nato ves ¢as vzporedne z
njimi, lega gibljivega koordinatnega sistema glede na inercialni opazovalni sistem pa bo
vedno dolocena, ¢e poznamo koordinate a, b, ¢ njegovega koordinatnega izhodisca O
glede na inercialni opazovalni sistem.

Ker se po nasi predpostavki vsa telesa gibljejo zvezno, bo tudi gibanje sistema, ki
smo ga poimenovali drugi, taksno, da so a, b, ¢ zvezne funkcije ¢asa, ki imajo konc¢ne
prve in druge odvode. To je treba predpostaviti, saj nasprotna domneva ne bi imela
fizikalnega pomena. Gibanje drugega sistema je podano, zato so a, b, ¢ znane funkcije
casa.

Z x1, y1, 21 oznacimo koordinate katerekoli materialne tocke m prvega sistema glede
na inercialni opazovalni sistem, medtem ko so koordinate drugega sistema in s tem tudi
koordinate gibljivih koordinatnih osi podane.

Glede na definicijo ustreznega opazovalnega sistema za 1, y;, 21 veljajo obicajne
enacbe mehanike:

dQl’l d2y1 d221

m = m = m——
dt? ’ dt? ’ dt?

=7 (434)
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kjer so X, Y, Z komponente skupne sile, ki deluje na m v treh smereh koordinat.

Te tri enacbe bi dolocile gibanje materialne tocke m glede na inercialni opazovalni
sistem. Vendar ne iSCemo tega, temvec gibanje glede na gibljivi koordinatni sistem, tore;
enacbe za spremembe koordinat z, y, z, masne tocke m, ko jo povezemo z gibljivim
koordinatnim sistemom.

Ker so osi obeh koordinatnih sistemov vedno vzporedne in so koordinate izhodisca
gibljivega koordinatnega sistema glede na inercialni opazovalni sistem a, b, ¢, so

nn=z+a, y1=y+bg,, z=z+c.

Ce to vstavimo v enacbe (434), dobimo

d%x d%a
M = T g
d%y d2b
d%z d%c
maE = T e

To so iskane enacbe, ki podajo spremembo koordinat x, y, z katerekoli masne tocke
m obravnavanega materialnega sistema, ki smo ga imenovali prvi sistem in katerega
relativno gibanje glede na gibljivi koordinatni sistem, ki je togo povezan z drugim
sistemom, Zelimo ugotoviti.
Gibanje prvega sistema glede na gibljivi koordinatni sistem torej poteka natanko
tako, kot ¢e bi bil ta inercialni opazovalni sistem in bi na vsak masni delec m poleg sil
d*a d*b d*c

X, Y. Z, ki dejansko delujejo nanj, delovale se tri sile —m——, —m—,
) JEI0 At az’ e T are

koordinatnih smereh.

S tem smo novo nalogo spremenili v ze znano. Izrac¢un izvedemo povsem enako, kot
¢e bi bil gibljivi koordinatni sistem inercialni opazovalni sistem; le da moramo dejansko
delujoc¢im silam dodati navedene nove sile, s ¢cimer se enacbe gibanja pretvorijo v obliko,
ki jo Ze poznamo; zato te sile, ki jih je treba dodati, imenujemo redukcijske sile |
Reduktionskréfte |2.

Ce je podano relativno gibanje prvega sistema glede na gibljivi koordinatni sistem
in so

d*a d*b d*c
sile, ki bi povzrocile tako gibanje glede na nek inercialni opazovalni sistem, potem so
d*a d?b d*c

sile, ki povzrocijo tako relativno gibanje glede na koordinatni sistem, ki se giblje na
predpisan nac¢in. Silam X, Y7, Z;, ki bi povzrocile to gibanje glede na inercialni

. : .. dPa b dPc . .
opazovalni sistem, moramo torej dodati sile mﬁ, mﬁ, mﬁ, da bi sistem vodili
tako, da bi izvajal enako gibanje glede na gibajoc¢i koordinatni sistem, zaradi ¢esar bomo

slednje sile, ki jih je treba dodati, imenovali usmerjevalne sile [Fithrungskréfte].

%Vztrajnostne sile (OP)



144 § 79. Primeri.

Potrjeno je bilo, da so redukcijske sile enake ni¢, tj. prvotna oblika enacb gibanja se
ohrani brez dodajanja novih sil le, ¢e je gibanje drugega koordinatnega sistema glede
na prvega enakomerno premocrtno.

Ce bi na vsakega od obeh sistemov delovala sila, ki je sorazmerna njunima masama,
se relativno gibanje obeh sistemov ne bi spremenilo. Taksne sile torej ne bi bile opazne
za tiste, ki zaznavajo le ta dva sistema. Velikost in smer sile, ki deluje na enoto mase,
bi se seveda lahko s casom Se vedno poljubno spreminjala.

§ 79. Primeri. Kot primer redukcijskih sil si oglejmo zelezniski vagon, ki se premika
v smeri abscisne osi. Naj bo neka njegova tocka v ¢asu t na abscisi a. Na strop je
pritrjena viseca svetilka, kozarec s tekoc¢ino pa je postavljen na majhno mizico, ki je
trdno povezana z vagonom. Takoj, ko se hitrost vagona poveca ali zmanjsa, se svetilka
in tekocina v kozarcu, morda tudi sam kozarec, ¢e nima zadostnega trenja ob mizno
plosco, za opazovalca, ki relativno miruje v vagonu, premikajo tako, kot da bi na vsak
delcek mase v vsakem trenutku poleg sil, ki dejansko delujejo nanj, delovala Se sila
—m, d*a/dt* v smeri gibanja vagona.

Pojem usmerjevalnih sil ponazorimo z naslednjim primerom: Da bi ¢lovek mirno
sedel na klopi v obravnavanem Zelezniskem vagonu, je treba silo m,d*a/dt* v smeri
gibanja vagona pristeti silam, ki bi na vagonu delovale tudi, ko ta miruje. Ta sila izhaja
iz naslonjala, sedeza ali opore stopal in se bo z notranjimi silami ustrezno porazdelila
med masne delce telesa. Med pospesevanjem naslonjalo mocneje pritiska na hrbet,
med zaviranjem pa Sibkeje. V primeru zelo moc¢nega zaviranja, na primer ¢e se vozilo
nenadoma ustavi, je lahko potisk naslonjala na hrbet negativen; hrbet je treba na
naslonjalo pritisniti s silo, na primer s potiskom stopal na oporo, da se zgornji del telesa
ne nagne napre;j.

Naslednji primer usmerjevalnih sil je naslednji: Enega od koncev vrvice, ki jo
obravnavamo kot neraztegljivo, drzimo v roki; na drugem koncu vrvice naj bo pritrjeno
tezko telo. Roka naj predstavlja tisti sistem, ki smo ga v splosni teoriji imenovali
drugi, tezko telo pa naj predstavlja prvi sistem. Ce roka miruje ali se enakomerno
premika, mora biti napetost v vrvici, ¢e zeli tezko telo ostati v relativnem mirovanju
glede na roko, natan¢éno enaka njegovi tezi. Ce se roka premika z navpi¢nim pospeskom
navzdol, se mora na tezko telo, ¢e naj vrvica obdrzi enako dolzino, dodati usmerjevalna
sila, ki deluje navzdol, zato se mora, ker teza telesa ostane nespremenjena, napetost v
vrvici, ki vlece navzgor, zmanjSevati. Ce pa se roka premika s pojemkom navzdol ali
pa pospeseno navzgor, se mora sila v vrvici povecati, tako da lahko ta tudi po¢i pri
nenadnem zaustavitvi gibanja navzdol ali nenadnem zacetku hitrega gibanja navzgor
roke, tudi Ce je njena trdnost precej vec¢ja od teze obeSene obremenitve.

§ 80. Drugi posebni primer. Koordinatni sistem se vrti. Zdaj bomo obravna-
vali poseben primer, ko se sistem, ki smo ga poimenovali drugi sistem, glede na inercialni
opazovalni sistem vrti okoli stalne osi.

Za os vrtenja OZ = 017, izberemo os Z. Naj bosta O;X; in O1Y; poljubni drugi
koordinatni osi, medsebojno pravokotni in pravokotni na OZ = O, Z;, katerih lega glede
na inercialni opazovalni sistem ostane nespremenjena, tako da koordinatne osi O; X7,
0.,Y1, O1Z; tvorijo inercialni opazovalni sistem, saj so nanj pritrjene.

Po drugi strani pa naj bosta OX, OY dve drugi koordinatni osi, medsebojno
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pravokotni in pravokotni na OZ, ki prav tako potekata skozi tocko O in ki v nekem
trenutku (na zaCetku ¢asa) sovpadata z O Xy, O1Y;, vendar se vedno vrtita z drugim
sistemom, ki je z njima tesno povezan, tako da je kot X;OX enak kotu w, za katerega
se je drugi sistem v danem trenutku zasukal glede na inercialni opazovalni sistem v
pozitivnem smislu. Ta kot naj bi bil dana funkcija casa, ki ima koné¢ni prvi in drugi
odvod, s ¢imer je gibanje drugega sistema v celoti podano.

[s¢emo relativno gibanje kateregakoli drugega masnega sistema (prvega) glede na
drugega, tj. glede na osi OX, OY, OZ. Naloga je torej, da pois¢emo spremembe koor-
dinat x, y, z poljubnega masnega delca m iz prvega sistema glede na ta koordinatni
sistem. Nalogo lahko resimo na naslednji nacin.

Naj bodo 1, y1, 21 koordinate obravnavanega masnega delca glede na koordinatni
sistem O,Xy, O1Y1, O1Z1, in naj bodo X1, Y7, Z; komponente skupnih sil, ki delujejo
na m v smereh 01Xy, O1Y7, O1Z7; potem je, ker slednje osi tvorijo inercialni opazovalni

sistem , , ,
A’z d*y, d°z
m a2 :Xl, mﬁ :}/1, m-——— = Zl. (436)

Ker je w kot med dvema osema z, imamo poleg tega Se

T1 =T COSwW — Ysinw
Y1 = rsinw + ycosw (437)

21 = 7

Ker je w podan kot funkcija ¢, lahko iz teh izracunamo druge odvode x1, y;, 21 glede
na ¢as. Ce jih vstavimo v enacbe (436), iz njih po ustreznih okrajSavah dobimo iskane
enacbhe za druge odvode z, y, z po ¢asu.

Vendar pa je ta postopek, ¢e ga ne poenostavimo z uporabo Lagrangeevih enacb,
o ¢emer bomo govorili pozneje, nekoliko zapleten. Do cilja pridemo hitreje, ¢e uvedemo
polarne koordinate.

Naj bo r pravokotna razdalja masnega delca m od osi z in naj bosta ¢ in ¢; kota, ki
ju oklepa r z dvema pozitivnima abscisnima osema OX in O;X;. Potem so r, 97 in z
obic¢ajne polarne koordinate za dolocanje lege glede na inercialni opazovalni sistem. Ce
torej smer pozitivne z—osi na kratko oznac¢imo kot smer z, smer podaljska r, ki poteka
od osi z proti masi m, kot smer r, in smer, ki poteka pravokotno na obe v smislu,
v katerem se m premika, ko v in v rasteta, kot smer 9, ter z Z, R, in © oznac¢imo
komponente skupne sile, ki deluje na m v teh treh smereh, dobimo po § 11

d2r av;\’
mcﬁz—m'r(ﬁ) —R,
d2’l91 dﬁl dr (438)
Imr— =
mr TS +2mr FTRT O,
d?z
- _ 7z
dt?

z teh enacb, ki nam podajo absolutno gibanje mase m, tj. njeno gibanje glede
na inercialni opazovalni sistem, takoj najdemo iskano relativno gibanje, ¢e namesto v
uvedemo polarni kot ¥ s premicno osjo OX, ker vrtenje ne vpliva na koordinate r in
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- y L . : dw
z. Ker smo kot med abscisnima osema v ¢asu t oznacili z w, je, ¢e kotno hitrost —

dt

drugega koordinatnega sistema glede na opazovalni sistem oznac¢imo s w,

d??l . dd d2191 . d2"l9 dw

wa Y e e T ar

Ce to vstavimo v enacbe (438), dobimo:

2 2
mztg —mr(éf) =R+mrw’ +2mrw2f,
R ddy dr dw dr (439)
mr e + ZMT’E% =0 — mra — 2mwa,
d?z
— =Z.
e

§ 81. Razlaga izpeljanih enacb. Enacbe za spremembo 7, 9 in z so s tem ponovno
prikazane v natanko isti obliki kot enacbe (438). Gibanje relativno proti vrte¢emu
se koordinatnemu sistemu tako poteka natanko tako, kot ¢e bi bil ta negibljiv (tj.
inercialni opazovalni sistem) in bi nanjo poleg sil, ki dejansko delujejo, delovale Se
naslednje dodatne sile:

1. Sila intenzitete m, 7, w? v smeri r, ki jo imenujemo centrifugalna sila K.

w
2. Sila velikosti mr—, ki deluje v nasprotni smeri ¢. To drugo silo bomo imenovali

tangencialna redukcijska sila in jo oznacili s K.

3. Sila velikosti 2, m, w, p, pri ¢emer je p projekcija hitrosti materialne tocke m na
ravnino xy. To tretjo silo imenujemo Coriolisova sila K3. Njena smer lezi v
ravnini xy, je pravokotna na smer komponente hitrosti, oznacene s p, torej tudi
na samo hitrost ¢, in deluje tako, da se njena smer z rotacijo obraca v smer p
v smislu, v katerem se vrti referencéno telo [Bezugskorper|, torej v primeru
pozitivnhega w v enakem smislu, kot se pozitivna os x obraca v pozitivno os y po
najkrajsi poti.

Te tri sile bomo poimenovali redukcijske sile. Ce jih za vsako materialno tocko m
sistema, ki smo ga poimenovali prvi sistem, dodamo silam, ki nanjo delujejo v vsakem
primeru, lahko izracunamo relativno gibanje tega sistema glede na vrtece se koordinatne
osi (ali glede na drugi sistem, ki je z njim trdno povezan) natancéno tako, kot ¢e bi bil v
mirovanju, tj. kot glede na inercialni opazovalni sistem.

Kar smo povedali v tockah 1 in 2 o centrifugalni sili K; in tangencialni redukcijski
sili Ky, je razvidno iz enacb (439). Pojasniti je treba le Se to, kar je bilo navedeno pod
tocko 3 o Coriolisovi sili K5. Ce smo dodali centrifugalno silo K in tangencialno
redukcijsko silo K5, moramo, kot izhaja iz enacb (439), dodati Se dve sili, da bi iz enacb
(439) dobili taksne enacbe, ki imajo natanko taksno obliko kot enacbe (438), tj. da
se gibanje odvija natancno tako, kot ¢e bi bile osi OX, OY, OZ inercialni opazovalni
sistem.

Ti dve sili, ki ju je treba vedno dodati, sta:
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1. Sila R' =2, m,w,rdd/dt v smeri r.
2. Sila © = —2,m, w, dr/dt v smeri 9.

Dokazati moramo Se, da je Coriolisova sila K3 dejansko rezultat teh dveh sil. To
storimo takole: dr/dt, d@/dt in dz/dt so tri komponente hitrosti ¢ v treh smereh r, ¢ in
z. Prvi dve od teh koli¢in sta torej projekciji hitrosti p v smeri r in 9, tako da dobimo:

o =peostor), 1Y =psin(n.r)
5 =peos(pr), 7o =psin(pr).
Zato sta:
R = 2mwpsin(p, r) = 2mwp cos[Z(p,r) — 90°], (440)
0’ = 2mwsin(p, r)psin(p, r) = 2mwpsin[Z(p,r) — 90°].

R’ in ©’ sta torej dejansko komponenti ene same sile velikosti K5 = 2, m,w, p, katere
smer je zasukana za 90° v nasprotno smer od p, to je v smer, v kateri se pozitivna os y
po najkrajsi mozni poti zasuka v smer pozitivne osi x.

Ce pa dolocene sile Ry, ©1 povzroc¢ijo doloc¢eno gibanje glede na inercialni opazovalni
sistem, jim je treba dodati sile — Ky, —K, in — K3, da bi povzrocili enako gibanje glede
na koordinatni sistem, ki se vrti s spremenljivo kotno hitrostjo w. To pomeni, da so
— K, — K, in — K3 usmerjevalne sile, ki jih je treba dodati silam, potrebnim za dolo¢eno
gibanje glede na mirujo¢ koordinatni sistem, da bi katero koli maso usmerili tako, da bi
opravila enako gibanje glede na rotirajo¢i se koordinatni sistem.

§ 82. Nadaljnja specializacija. Zamislimo si lahko doloc¢ene zunanje sile, ki delujejo
na prvi fizikalni sistem, in zdaj primerjamo sile, ki bi jih drugi sistem moral izvajati
na prvega, ¢e bi bil drugi v mirovanju, s silami, ki bi jih moral izvajati na prvega, ce
bi se drugi gibal na dolocen nacin, pri ¢emer v obeh primerih predpostavljamo enako
relativno gibanje. Sile, ki jih je treba dodati v drugem primeru, so usmerjevalne sile.

Ce se rotirajoc¢i koordinatni sistem enakomerno vrti in vsak masni delec prvega
sistema glede na njega miruje, potem K, in K3 odpadeta. Drugi sistem mora torej za
ohranjanje relativnega mirovanja delovati na prvega s popolnoma enakimi silami, kot
¢e bi ob enakih zunanjih silah oba mirovala, vendar pa bi na vsak masni delec prvega
sistema Se vedno delovala centrifugalna sila K7, ki je zato v tem primeru edina dodatna
sila.

Poleg sil, ki vzdrzujejo ravnotezje, ko oba sistema mirujeta, mora na vsak masni delec
prvega sistema delovati sila, nasprotno usmerjena centrifugalni sili, tj. centripetalna
sila, ki je torej usmerjevalna sila, ki vodi vsak masni delec prvega sistema po kroznici,
ki jo opisuje med vrtenjem.

Takoj ko se vrtenje drugega sistema pospesi ali zavira, se centripetalni sili doda
sila, nasprotno usmerjena tangencialni redukcijski sili K5, in zanjo velja enako kot za
centripetalno silo. Toda takoj ko se prvi sistem premakne glede na drugega, tudi ti dve
sili ne zadostujeta. Takrat se pojavi Se sila K3, nasprotno usmerjena Coriolisovi sili.
Ce Zelimo enacbam, ki veljajo za relativno gibanje prvega sistema glede na rotirajoci
koordinatni sistem, dati enako obliko, kot ¢e bi bil slednji inercialni opazovalni sistem,
moramo dodati K, Ky, K3. Toda silam, s katerimi drugi sistem, ki si ga predstavljamo
v mirovanju, deluje na prvega, moramo dodati —K;, —K5 in — K3, da bi ugotovili sile,
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ki jih mora pri svojem predpisanem gibanju delovati na prvega, da bi ohranil enako
relativno gibanje s prvim.

Naj bo na primer notranjost posode rotacijsko telo z navpi¢no osjo, okoli katere se
posoda vrti s konstantno kotno hitrostjo. V posodi naj bo zivo srebro, voda in olje ter
po moznosti tudi druga trdna telesa. Zaradi trenja se stanje mirovanja vzpostavi sele
takrat, ko vse tekocine in trdna telesa med seboj ali proti vrtec¢i se posodi nimajo veé
nobenega relativnega gibanja. To ravnotezje je mogoce izracunati natancno tako, kot
¢e bi posoda in njena vsebina mirovali, vendar bi na vsak masni delec posode poleg
teznosti delovala tudi ustrezna centrifugalna sila. Na ta nacin se na steno posode v
mirovanju ustvari enak tlak, kot je v premikajoci se posodi pod vplivom same teznosti.

Podobno lahko ravnotezje tezkega telesa [schweren Korpers|, obesenega na vrvico,
ki se enakomerno vrti, ugotovimo natancno tako, kot ¢e bi bilo v mirovanju in bi na vsak
njegovo tocko poleg teznosti delovala tudi centrifugalna sila. Upor zraka ne upostevamo,
saj se zrak vrti le delno. Da to ne bi bilo motece, bi bilo treba nit skupaj z okoliskim
zrakom zapreti v posodo, ki se vrti z enako hitrostjo.

Ce je tezko telo z neraztegljivo ali elasti¢no vrvico obeseno nekje na Zemlji in
glede nanjo miruje, potem se obnasa tako, kot da bi skupaj z Zemljo mirovalo, poleg
Zemljine privlacnosti in napetosti vrvice pa bi nanj, zaradi vrtenja Zemlje, delovala
tudi centrifugalna sila. Vrvica se torej postavi v smer rezultante Zemljine privlacnosti
na telo in centrifugalne sile, ki je posledica vrtenja Zemlje. To smer imenujemo smer
navidezne teZnosti [scheinbaren Schwere] ali navideznega teznostnega pospeska ali na
kratko navpi¢na smer v zadevni tocki na zemeljski povrsini. Ce ta tocka lezi na severni
polovici Zemlje, se ne stika z zemeljsko osjo v sredis¢ni tocki Zemlje O', temve¢ juzno
od nje v tocki O. Napetost v vrvici, ki nosi telo, tudi ni enaka privlac¢ni sili Zemlje
na to telo, temve¢ rezultanti te privlac¢nosti in centrifugalne sile. Ta rezultanta, ki
vedno doloc¢a silo v vrvici ali tlak telesa na podlago v primeru, ¢e to miruje relativno na
Zemljino povrsje, imenujemo navidezna teZa telesa v tej tocki na Zemlji. Navidezna
teza, deljena z maso telesa, imenujemo navidezni teZnostni pospesek v tej tocki na
Zemlji. Ce telo prosto pada, tj. ¢e nanj ne deluje nobena druga sila razen teznostne
privla¢nosti Zemlje®, potem ima, kot bomo videli, njegov pospesek glede na Zemljo
tocno taksno velikost in smer kot navidezni teznostni pospesek, ki prevladuje v dani
tocki, le v trenutkih, ko je njegova hitrost glede na Zemljo enaka nic.

V hidrostatiki bomo videli, da mora biti v primeru ravnotezja povrsina tekoc¢ine
vedno pravokotna na rezultanto vseh sil, ki delujejo na delec povrsine. Povrsina morja,
ki je v stanju relativnega mirovanja glede na Zemljo, mora biti torej na vsakem mestu
pravokotna na navpicno smer tega mesta. [zkusnje kazejo, da je tudi povrsina trdnega
zemeljskega telesa, razen vzpetin, hribov in gora, ki so v primerjavi z dimenzijami
Zemlje zanemarljivo majhni, pravokotna na to smer, morda zato, ker je bila Zemlja
tekoca v casu, ko je Ze imela skoraj enako hitrost vrtenja, morda tudi zato, ker je Se
vedno dovolj deformabilna, da je v tako dolgem casu dobila ustrezno obliko. Zemlja
torej ni krogla, temvec skoraj rotacijski elipsoid, ki je na polih splos¢en.

§ 83. Ponovna uvedba pravokotnih koordinat. Najprej v enacbe (439) ponovno
uvedemo pravokotne koordinate, ki se nanasajo na osi OX, OY, OZ, ki smo jih uporabili

3Dodatne sile, ki so posledica njegovega gibanja in vrtenja Zemlje, seveda niso dejansko vkljucene
med sile, ki delujejo na telo, saj jih zgolj predstavljamo, da si olajsamo izracun.
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ze na zacetku § 80. To najlazje storimo, ¢e upostevamo, da gibanje poteka natanko
tako, kot da bi se dogajalo relativno glede na inercialni opazovalni sistem, ¢e dejansko
delujo¢im silam na m, katerih rezultanta v smereh treh koordinatnih osi OX, OY, OZ
naj bi imela komponente X, Y, Z, pristejemo tri sile K, K5, K3, ki imajo vse nicelno
komponento v smeri OZ. Ker ima K, smer r, sta m,w?z in m, w?y njeni komponenti v
smereh OX in OY. Ker je nadalje sila Ky = m, rdw/dt pravokotna na r in deluje po
prej navedenem pravilu v smislu, v katerem raste w, tako, da Ce sta dw/dt in koordinate
materialne tocke m pozitivne, je njihova z komponenta pozitivna, y komponenta pa
negativna, torej sta m, ydw/dt in —m, xdw/dt njuni komponenti v smereh OX in OY.
Nazadnje, ker je K3 pravokotna na hitrost, oznaceno s p, in ima za pozitivne vrednosti
dx/dt in dy/dt pozitivnho komponento v smeri z in negativno komponento v smeri v,
sta torej 2, m,wdy/dt in —2, m, wdz/dt njegovi komponenti v smeri OX in OY'. Ce vse
te sile pristejemo silam X, Y, Z, ki dejansko delujejo na m, dobimo obicajne enacbe
gibanja, ki so po deljenju z m:

d*x 1 dw dy

=X 2 =192

e R T

>y 1 dw dx

27 _ Ty 2 — p— — Qy— 441
T A T (441)
Pz 1

tz_ "y

a2 m

Te enacbe je zelo enostavno izpeljati neposredno z uporabo Lagrangeevih enacb za
posplosene koordinate. Ocitno lahko koordinate x, y, z mase m glede na vrteci se
koordinatni sistem obravnavamo kot spremenljivke, ki v vsakem trenutku enoli¢no
dolo¢ajo njeno lego, in zato uporabimo Lagrangeeve enacbe, v katerih je treba za py,
pe, p3 izbrati z, y, z. Iz enacb (437) sledi:

T1=xcosw — ysinw —zwsinw — yw cosw,

Y1 =Tsinw + ycosw + rwcosw — Y wsinw.

Ziva sila mase m je

Mmoo .. i w? S
T=2(x3+yf+23)=m[2+($2+y2)2+(xy—yfv)w :

Iz tega sledi

or 9 . or 5 or

%—m@)x—l—wy), ax—m(wy wya:), —az—(),
—8T—m(:'c—w) —aT—m(’—i-w:C) 78T_m2

o0& Yoo gy MY B

Ce te vrednosti vstavimo v Lagrangeve enacbe, ki so v tem primeru:

d (0T orT
Bl Bl I 'S
dt ( ot > Oz
z dvema podobnima enacbama za osi y in z, takoj dobimo enacbe (441).

To je primer uporabe posplosenih koordinat, ki eksplicitno vsebujejo cas, zato je
tudi tu kineti¢na energija T' nehomogena kvadratna funkcija z, v, 2.
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§ 84. Osnovne enacbe za gibanje tezkega telesa glede na vrteco se Zemljo.
Na kratko bomo obravnavali enega najpomembnejsih problemov relativnega gibanja, in
sicer gibanje bremena glede na vrteco se Zemljo. Obravnavali bomo le gibanje tezke
materialne tocke z maso m glede na Zemljo.

Naj bo N severni pol Zemlje, A pa tocka na severni polobli, kjer je bila v zaCetnem
¢asu materialna tocka m. V tocko A postavimo pravokotni koordinatni sistem. Os A(
kaze v nasprotno smer od navidezne teznosti v tocki A. Negativna os A( seka zemeljsko
os v tocki O. Kot NOA oznac¢imo z 90 — ¢, tako da je € geografska Sirina tocke A. Os
An je v tocki A juzna, os A¢ pa zahodna. Normala iz tocke A na zemeljsko os ima
osnovno tocko O, AA’ pa je njen podaljsek izven tocke A. Tocka A in osi AE, An, AC
so fiksno povezane z Zemljo med njenim vrtenjem.

V nekem casu t ima tocka m koordinate &, 1, ¢ glede na ta koordinatni sistem, ¢ je
njena hitrost glede na Zemljo, u = di, v = (Zl?t?’ w = ds pa njene komponente glede na
koordinatne osi. Naj bodo =, H, Z komponente celotne sile z vklju¢eno centrifugalno
silo, ki deluje na m, v koordinatnih smereh, tako da bi bila, ¢e bi deloval le zemeljski
privlak, v sami tocki A = =H = 0, —Z pa enaka navidezni teznosti m, g mase m, ce je
g navidezni teznostni pospesek v A.

Enacbe mehanike, ki veljajo za mirujoca telesa, lahko uporabimo, ¢e silam =, H, Z
dodamo Coriolisovo silo. Zlahka dokazemo, da je rezultanta Coriolisovih sil, ki jih
povzroca vec¢ hitrosti, enaka Coriolisovi sili, ki jo povzroca rezultanta teh hitrosti.

Coriolisova sila, ki jo povzroca komponenta hitrosti u, ima velikost 2, m, u,w in je
pravokotna na u v ravnini, normalni na zemeljsko os. Ima smer AQ’, saj zaradi vrtenja
Zemlje po najkrajsi poti preide v pozitivno smer A£. w je kotna hitrost vrtenja Zemlje.
Tako so komponente Coriolisove sile, ki jo povzro¢a u v smereh A&, An, A(, enake
ni¢, —2, m,u,wsine, —2, M, u,w COSE.

Da bi ugotovili Coriolisovi sili, ki ju povzrocata komponenti hitrosti v in w,
moramo ti dve komponenti hitrosti projicirati na ravnino, ki je pravokotna na Zemljino
os. Projekciji sta vsine in wcose, obe pa imata smer AA. Coriolisovi sili, ki ju
povzrocata, imata torej smer A¢ in sta 2, m,w, vsine oziroma 2, m,w, w cose.

Ce vse te Coriolisove sile dodamo silam =, H, Z, dobimo enacbe gibanja:

du =+ 2w (vsine + )

— = —F in

7l w (vsine +wcose),

d 1

ELRELY S 2wusine, (442)
dt m

d

—w:—Z—2wucosg

dt m

Te enacbe obicajno izpeljemo na drugacen nacin. Najprej izberemo O kot izhodisce
koordinat, ON kot pozitivno z os, os y pa polozimo skozi O v geografski poldnevnik
kraja A. Ce so x, Yy, 2 koordinate materialne tocke m v trenutku ¢ glede na ta koordinatni
sistem, potem za x, y, z veljajo enacbe (441). Nato v te enacbe vstavimo &, n, ¢, ki
jih dobimo s koordinatno transformacijo. Transformacijske enacbe so, kot je razvidno,
naslednje:

E=x, mn=ysine —zcose, (=wycose+ zsine —OA,
y=mnsine + (( + OA)cose, z=-—ncose+ ((+ OA)sine, (443)
==X, H=Ysine—Zcose 7Z=Ycose—+ Zsine.
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Tako smo ponovno izpeljali enacbe (442).
Pri tem imamo naslednjo moznost. Gravitacijsko delovanje Zemlje na m ima v
vsakem primeru potencial ¢, ki jo lahko z zadostnim priblizkom obravnavamo kot

funkcijo z in (/22 + 2. Ce torej deluje samo gravitacija, so X, Y, Z negativni parcialni

2
mw
odvodi (443) ¢ = ¢ — —5— (:172 + y2) glede na koordinate.
Da bi izracunali —=, —H, —Z, pa moramo v ta izraz le vstaviti z, y, z in nato
parcialno odvajati glede na &, n, (.

Tako dobimo splosne enacbe:

du 1 (_, 0OY .

dt_m<u a§>+2w(vsm€+wcose),

dv 1 , oY .

it (H 87}) 2wusine, (444)
dw 1 (,, 0v

= (Z —ag) —2wucose

pri ¢emer Cleni, ki vsebujejo 1, predstavljajo uc¢inek teznosti in centrifugalne sile, Z', H',
Z' pa so komponente sil, ki na drug nacin delujejo na maso m.

Vendar pa lahko funkcijo ¢ dolo¢imo le priblizno, zato si bomo pomagali z enachami
(442).

§ 85. Primeri. Naj se materialna tocka m le malo oddalji od zacetne tocke A. Ker

je tam os A nasprotna navidezni teznosti, je tam, ¢e deluje samo teznost, = =H = 0,
Z = —m,g. V neposredni blizini tocke A imamo torej enacbe:
du
— = 2w (vsine +wcose),
dt
dv
— = —2wusine 445
- , (445
dw 5
— = —g—2wucose
it~ 7

1. Met proti jugu. Materialna tocka m ima na zacetku zelo veliko vodoravno hitrost
v proti jugu. Iz prve od enacb (445) sledi, da postopoma pridobi Se hitrost proti zahodu
u=2,w,t,v,sine. Zato se usmeri proti zahodu. Sele ko u postane vecji, zacne ponovno
vplivati na v, in ko navpicno gibanje traja dlje, vpliva tudi na u. Najprej pa je opazen
premik proti zahodu. Ker je hitrost u sorazmerna s ¢asom, je premik proti zahodu
¢ = w, t*vsin e sorazmeren kvadratu ¢asa.

Podobno ima telo, ki ga vrzemo proti zahodu, odklon proti severu; telo, ki ga vrzemo
proti severu, odklon proti vzhodu; telo, ki ga vrzemo proti vzhodu, pa odklon proti
jugu. Telo, ki ga vrzemo proti jugu, prileti na obmocja, kjer je relativna vzhodna hitrost
tock na zemeljski povrsini zaradi vrtenja Zemlje vecja, in tako zaostane proti zahodu,
medtem ko se telo, ki ga vrzemo proti severu, premika proti vzhodu v primerjavi z
zemeljsko povrsino pod njim.

Telo, ki ga vrzemo proti zahodu, pa se v prostoru absolutno giblje v navpi¢ni ravnini,
ki poteka skozi namisljeno tocko A, fiksirano v prostoru. Ce pa se tocka premika z
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Zemljo, se navpicna ravnina, ki poteka skozi tocko A, obrne, in sicer njena zahodna
polovica proti jugu, tako da se prvotna navpi¢na ravnina odkloni proti severu.

Benzenbergovi poskusi padanja. Naj materialna tocka m prosto pade brez zacetne
hitrosti. V prvem priblizku je:

_ _ 2 . W3
w=—gt, u=-—wgt’cose, :m——ggt COSE .

Tako telo ne pada v navpiéni smeri (smer niti, napete skozi breme v mirovanju), temvec
ima odklon proti vzhodu, pri ¢emer je absolutna vrednost odklona sorazmerna s tretjo
potenco ¢asa padanja. Priblizek bi lahko enostavno izboljgali in izrac¢unali vpliv w?,
vendar zaenkrat to ni potrebno.

3. Foucaultevo nihalo. Ce dolgo nihalo opisuje le majhne kote odklona, ga lahko z
zadostnim priblizkom obravnavamo kot materialno tocko, ki se giblje v ravnini £n, in
na katero vedno deluje sila v smeri njene mirujoce lege A, sorazmerna z oddaljenostjo
od nje. Zato je treba v enacbe (442) vnesti w = 0, = = —m, a*¢, H = —m, a’n. Te se
torej preoblikujejo v

£ d

dtg = —(125 + 2b£,
d*n 9 dg
e _ _9ps
gz~ e 2

kjer je b = wsine.
Splosni integral je

§ = Acos(nit + B) + Ccos (not + D),
n = Asin (nit + B) — C'sin (not + D) ,

kjer je
n=va>+b—->b, no=vVa*+b+>b

ali, ker je b majhen proti a,
nn=a—>b, no=a+b.
Najpreprostejsi poseben primer je

€= Alcos(a—0b)t+cos(a+0b)t]= 2Acosbtcosat,
n = Alsin(a — b)t — sin (a + b) t] = —2Asin bt cos at.
Tako nihalo sprva niha v smeri zahod—vzhod, po ¢asu T T

20 2wsine
sever—jug, kar pomeni, da se zahodni odmik (elongacija) nenehno spreminja v severni

odmik itd. Ravnina nihanja se zavrti v 24/sine urah za 360°, nasprotno od vrtenja
Zemlje, tj. natanko tako, kot Ce bi bila lega ravnine nihanja v prostoru stalna, Zemlja pa
bi se glede nanjo vrtela s kotno hitrostjo wsine, ki je komponenta njene kotne hitrosti
okoli navpicnice tocke A kot osi. Vendar se ta nacin gibanja pojavi le, ¢e je A eden od
zemeljskih polov. Pri vseh drugih legah odstopanja zaradi navpicnega gibanja nihala
povzrocajo majhne odklone, ki smo jih pri teh navpicnih gibanjih zanemarili.

pa v smeri
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§ 86. Gibanje v ravnini navidezne teznosti. Ker je teznost velika v primerjavi s
Coriolisovo silo, bodo pri gibanju mase m na daljsi razdalji najprej opazna odstopanja,
ki nastanejo zaradi spreminjanja teznosti po smeri in velikosti. Ce je tocka m prisiljena,
da se giblje po nivojski ploskvi navidezne teznosti, se ta vedno iznié¢i s protisilo, ki to
tocko zadrzuje na ploskvi. Nato lahko z vec¢jo natanc¢nostjo izracunamo tir gibajoce se
tocke iz enac¢b (442), ne da bi bilo treba poznati funkeiji ¢ in ).

Poleg navidezne teznosti in sile, ki deluje na tocko m tako, da ta ostane na ploskvi,
ne sme delovati nobena druga sila. Ce je ploskev ravnina (ki sovpada z ravnino £ n),
potem iz (442) dobimo dve enacbi:

d*¢ o sin = U1 d’n o
— =2wsing —, — = —2wsine —.
dt? dt = dit? dt
y d d
Cejezat=0,npr. £E=n=0, dﬁ = Uy, d—? = 1y, dobimo po integraciji:
£ = %o [1—cos(ct)] + 90 in (ct)
c c
n= o [cos (ct) — 1] + %0 sin (ct)
c c

kjer je c = 2wsine. Enacba tira je

o\ 2 vo\2  ud + vl
(2 oy

c c?
\Jud + v3
wsin e

12
\ud + v, prepotovalo v priblizno —— urah. Celoten krog je opisan v —— urah, v tem
s

¢asu pa bi trenje verjetno ze izniéil(s)lﬂi%rost. Prej ugotovljeni stranski odﬁogni vodoravno
vrzenih teles so posledica dejstva, da se gibljejo po loku tega kroga. Nasprotno pa iz
prej ugotovljenega dejstva, da se bo¢ni odklon pri vsakem vodoravnem metu pojavi v
isti smeri in povzroci enako ukrivljenost, gibanje po krogu sledi samo po sebi.

Ce bi zeleli izracunati gibanje tezke tocke [schweren Punktes| v ravnini z navidezno
teznostjo, ki ni relativno glede na Zemljo, temve¢ absolutno v prostoru, bi morali
upostevati, da sama teznost ni pravokotna na obravnavano ravnino, temve¢ ima na njo
tangencialno komponento, ki je vedno ravno nasprotna centrifugalni sili. Posledica te
komponente je, da se telo, ki se mora gibati v ravnini navidezne teznosti in ima na
zacetku hitrost, ki jo ima ista tocka na Zemlji zaradi vrtenja Zemlje, ne giblje absolutno
v prostoru po geodetski liniji ravnine navidezne teznosti, temve¢ po vzporednem krogu,
ki je pravokoten na zemeljsko os. Ce ima hitrost v isti smeri, ki pa je vecja ali manjsa,
ta komponenta pojasni stransko odstopanje, e izhajamo iz obravnave absolutnega
gibanja telesa in ga Sele nato primerjamo z gibanjem Zemlje.

To je krog s polmerom . To je razdalja, ki bi jo telo, ki se giblje s hitrostjo

§ 87. NajsploSnejse enacbe relativnega gibanja. Povedali bomo le nekaj besed
o splosnem primeru, ko se kateri koli togi sistem (drugi sistem) giblje povsem poljubno,
gibanje nekega drugega sistema (prvega sistema) pa je treba izracunati glede na njegovo
gibanje.
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Gibanje drugega sistema lahko sestavimo iz gibanja tocke €2 (tezisce ali katera koli
druga tocka) po krivulji in vrtenja okoli osi, ki vedno poteka skozi to tocko — trenutna
os vrtenja. Polozaj osi in kotna hitrost vrtenja se lahko s ¢asom neprestano spreminjata.
Tako kot v § 80 uvedemo fiksni koordinatni sistem OX, OY, OZ in gibljivi &, Qn, QC.
Osi slednjega so pritrjene na drugi sistem, njegovo izhodis¢e pa je obravnavana tocka 2.

[s¢emo enacbe za spremembo koordinat &, n, ¢ poljubne materialne tocke m prvega
sistema glede na drugi gibljivi koordinatni sistem, medtem ko za koordinate x, y, 2 iste
tocke glede na fiksni koordinatni sistem uporabimo obicajne gibalne enacbe mehanike.
Najhitrejsi nacin za to je nedvomno uporaba Lagrangevih enacb. Komponente hitrosti
tocke 2 drugega sistema v smereh Q&, Qn, Q(, ki imajo v tem trenutku gibljive
koordinatne osi, oznac¢imo, kot v § 26, z u, v, w. Komponente trenutne kotne hitrosti
drugega sistema, torej tudi gibljivega koordinatnega sistema, v istih smereh Q&, Qn
in QC paz A\, u, v. Ce bi totka s koordinatami &, n, ¢ mirovala glede na gibajoci se
koordinatni sistem, tako da bi bile &, 1, ¢ neodvisne od casa, bi bile njene komponente
hitrosti v smereh Q&, Qn in Q¢ skladne z enacbami (156).*

utpl—vn, v+vE—=A(, w+An—pf. (446)

Gibanje drugega sistema in s tem gibajocega se koordinatnega sistema si lahko
predstavljamo tako, da sta nam v vsakem trenutku dani njegova zacetna lega in vrednosti
u, v, w, A, [, V. Ce je gibanje drugega sistema podano na kakrsen koli drug nacin,
lahko iz tega izracunamo vrednosti teh Sestih kolic¢in za poljuben ¢as. Koordinate &,
1, ¢ masnega delca m prvega sistema glede na gibajo¢i koordinatni sistem so odvisne
od casa. Njihovi odvodi glede na ¢as naj bodo £, 7, ¢. Skupne komponente hitrosti
masnega delca m v smereh, ki jih imajo Q&, Qn in 2 v trenutku, torej najdemo tako,
da trem izrazom (446) pristejemo e € oziroma 7 in . Te tri komponente skupne hitrosti
masnega delca m so torej:

E+utpl—vn, nto+vE—A(, (+w+An—pt,

trenutna kineti¢na energija masnega delca m pa je
mfr: 2 . 2 : 2
T=>5 {(ﬁ—l—u%—uﬁ—yn) +(+v+rvE=AO°+ (CH+w+An— ) } .

Ce torej X. oznacimo silo, ki deluje na premicno tocko v smeri 2§, je enacba glede na

abscisno smer:
da(ory or _
dt \ o¢ oc

1
EtutpC—vn) - —X=

v(i+v+vE=AQ) —p({+w+An—puf)
y(ﬁ+v)—u(é+w)+§(>\2+,u2—|—1/2)—)\(/\f—l—;m—kug).

ali po vnosu vrednosti za T'

dt

/N

“Enacba je v II. delu (OP)
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Enacbe, ki se nanasajo na drugi dve koordinatni osi, dobimo iz te s cikli¢no zamenjavo.
Enostavno bi bilo izpeljati enacbe, v katerih se pojavljajo druge spremenljivke, ki
dolocajo gibanje drugega sistema, npr. komponente hitrosti €2 in hitrosti vrtenja v
smereh nepremic¢nih koordinatnih osi, ter geometrijsko obravnavati razlicne dodatne ali
redukcijske sile. Vendar se s tem ne zZelim podrobno ukvarjati, saj teh splosnih enach
doslej nismo uporabljali. Opozoriti je treba le, da ¢e trenutno kotno hitrost togega
sistema razdelimo na komponente, je dejanska trenutna hitrost vsake tocke sestevek
hitrosti, ki bi jih tocka imela zaradi vsake posamezne komponente. Vendar to nikakor
ne velja za pospeske, saj ti izhajajo iz neskonc¢no majhnih koli¢in drugega reda, ki so
bile pri dokazu izreak o sestavljanju zasukov zanemarjene. Zato redukcijske sile in sile
vodenja, ki jih je treba upostevati zaradi vrtenja opazovalnega sistema, nikakor niso
zgolj sestevek tistih, ki bi jih upostevali za vsako komponento vrtenja posebej, e bi
bila prisotna le ta komponenta.

§ 88. Zakon vztrajnosti. Na koncu se bomo vrnili k osnovni tezavi, ki se pojavlja pri
najpreprostejsih temeljnih zakonih mehanike, in sicer pri oblikovanju zakona vztrajnosti,
¢e ne zelimo uvedbe absolutnega, transcendentnega prostora. Tej tezavi smo se izognili
na najpreprostejsi nacin tako, da nismo govorili o ni¢emer resni¢nem ali obstojecem,
temveC smo materijo nadomestili z miselnimi slikami, tj. materialnimi tockami, pri
¢emer nas ni skrbelo, ali tega ne bi bilo mogoce z enakim uspehom storiti tudi na drug
nac¢in (npr. na podlagi drugega koordinatnega sistema).

Nihce nam ne more odreci pravice, da miselne slike oblikujemo po lastnih zeljah,
zato vanje poleg materialnih tock lahko vkljué¢imo tudi koordinatni sistem (inercialni
opazovalni sistem). Te miselne slike pozneje imenujemo resni¢ne samo zato, ker so nam
koristne za ¢im bolj popolno in enostavno napovedovanje prihodnjih pojavov (nasih
prihodnjih ob¢utkov), tj. za prilagajanje nase volje tem pojavom.

Nobenega notranjega razloga ne vidim za trditev, da se miselne slike, ki vkljucujejo
opazovalni sistem, ne bi mogle skladati z izkusnjami. Nasprotno, ugotavljam, da si
prav ta trditev prizadeva Ze vnaprej povedati nekaj o izkusnjah, kar te prej niso nikoli
same razkrile. V tem pogledu se torej ne morem strinjati z Machom, ki, ¢e sem ga
prav razumel, iz dejstva, da nase misli predstavljajo le odnose med objekti, sklepa, da
bi lahko zakon vztrajnosti doloc¢al le svet zvezd stalnic. Ce bi bila tukaj razvita slika
absolutno pravilna, bi morali biti odnosi med objekti taksni, da bi njihovi najpreproste;jsi
predstavitvi v mislih pripadal taksen opazovalni sistem. Da se zvezde stalnice glede
na ta opazovalni sistem ne vrtijo, ni povsem nujno, da pa je temu skoraj tako, bi pa
lahko razlozili z veliko razdaljo, ki bi v primeru mocne rotacije zahtevala ogromne
centripetalne sile.

Za nekoga, ki bi raziskal celoten, koncen svet zvezd stalnic, bi obstajala teoreticna
moznost, da s pomoc¢jo Foucaultovega nihala ali Ziroskopa doloci njihovo vrtenje,
kot bi ga lahko dolo¢ili za Zemljo, ¢e ne bi imeli svetlobe in s tem znanja o drugih
nebesnih telesih. Vendar ta izjava ni brezpogojna. Ce pa bi jo Zeleli zanikati, bi morali
Se veliko bolj nenaravno in v nasprotju s predpostavkami te knjige domnevati, da
na vse mase deluje sila, ki je sorazmerna z maso in razdaljo, in poleg tega ustrezna
Coriolisova sila, ki je prav tako odvisna od hitrosti in lege v prostoru (glede na
svet zvezd stalnic). Prav tako ne bi zadostovalo eno samo Foucaultovo nihalo ali
ziroskop, saj bi v tem primeru tezko zanikali moznost tako majhnih motecih sil. Toda
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¢e bi najrazliécnejsa Foucaultova nihala, Streintzovi Ziroskopi, materialne tocke,
ki jih je spuscal Lange, itd., v svojem relativnem gibanju proti zvezdnemu svetu
[Sternenwelt|, za katerega seveda predpostavljam, da je koncen in opazljiv kot celota,
kazali na vrtenje slednjega, bi potem lahko kot najverjetnejse sklepali, da je s to
predpostavko, tj. s prevzemom opazovalnega sistema v nase miselne slike, mogoce
pojave najlazje razloziti ali bolje re¢eno opisati, jih miselno reproducirati, tako kot smo
ze prepricani, da lahko s predpostavko vrtenja Zemlje smiselno opisemo nekatere pojave
v vesolju.

Zamisel, da bi obstajalo telo «;, ki bi vedno mirovalo glede na nas inercialni opazovalni
sistem in bi ga zato lahko nadomestilo, je absurdna. Ker gre le za miselno konstrukcijo,
ga raje imenujem “opazovalni sistem”kot "telo a”. Ze ime “telose mi zdi popolnoma
neustrezno.

Zato se vrnimo k predpostavki, da slika, opisana v tej knjigi, natancno opisuje
naravo in da je svet koncen. Torej bi morala njegova stalna os, ki poteka skozi njegovo
tezisce, ohraniti stalno smer glede na kateri koli inercialni opazovalni sistem, skupna
vrtilna koli¢ina sveta glede na to os pa bi morala biti konstantna. To nima drugega
pomena kot naslednjega: Ves ¢as imamo na voljo le relativne lege vseh delov sveta.
Lahko jih pripisemo kateremu koli koordinatnemu sistemu, ki ga izberemo, prav tako
pa lahko dve ¢asovni obdobji poimenujemo enako ali razlicno dolgi. Toda le ¢e imajo
casovna obdobja dolo¢eno dolzino in le ¢e so lege teh koordinatnih sistemov v dolo¢enem
zaporedju, je izpolnjen pogoj, da spremembe vsake materialne tocke sveta, ki je z
njimi povezana, izpolnjujejo preproste enacbe mehanike, podane v tej knjigi. Sele v
tem primeru lahko ¢asovno zaporedje teh koordinatnih sistemov imenujemo inercialni
opazovalni sistem.

Za vsakega od teh ustreznih opazovalnih sistemov mora imeti os, ki poteka skozi
teziSce sveta in glede na katero je vsota vrtilnih koli¢in sveta najvecja, stalno lego, ta
vsota pa mora biti konstantna. Seveda Se vedno velja predpostavka, da svet obravnavamo
kot koncen. Toda diferencialne enacbe mehanike za taksno zaporedje leg koordinatnega
sistema bi lahko imele povsem preprosto obliko, pri kateri konstantna vrtilna koli¢ina
sveta okoli njegove stalne osi, ki poteka skozi teziS¢e, nima vrednosti ni¢, tako da bi se
svet v nekem smislu vrtel, ceprav bi morala biti ta vrtenja majhna, kot je svet velik.

Ne glede na to, kako malo verjetno je, da se bo nase znanje kdajkoli tako razsirilo,
pa si Se vedno lahko zamislimo, da bomo celoten svet zvezd poznali tako dobro, kot
danes poznamo naso Zemljo, in da bomo lahko dokazali njegovo vrtenje tako zanesljivo
kot vrtenje Zemlje. Ce svetloba ne bi obstajala, ¢e ne bi poznali nobenega nebesnega
telesa razen Zemlje, bi do pojma absolutnega vrtenja zagotovo prisli veliko pozneje.
Vsekakor pa bi do tega lahko prisli s poskusi z ziroskopi, nihali itd. in verjetno bi to
tudi storili. Zato tega pojma nikakor ne doloc¢a le odnos do zvezd stalnic.

Zamisel, da bi zaporedne lege glavnih vztrajnostnih osi sveta glede na njihovo tezisce
tvorile inercialni opazovalni okvir, bi bila seveda mogoca in ne bi bila v nasprotju z
nasimi dosedanjimi izkusnjami, po katerih so primerni opazovalni okvirji osi, ki so stalno
povezane s skoraj nespremenljivim zvezdnim nebom Ce bi sprejeli to predpostavko,
bi bilo nepotrebno vkljucevati poseben koordinatni sistem, saj bi bilo lego mogoce
izracunati iz zaporednih relativnih leg vseh delov sveta v vsakem trenutku. Ker pa
pravilnost te predpostavke ni dokazana ali dokazljiva, je prav, da opozorimo na njeno
moznost, vendar bi bila njena postavitev na zacetek mehanike neutemeljeno omejevanje
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splosnosti.

Povsem loc¢eno od tega pa je vprasanje, ali niso enacbe mehanike, ki jih razvijamo
tukaj, in s tem tudi zakon vztrajnosti, morda le priblizno pravilne. Z natanc¢nejso
formulacijo bi se lahko odpravila neugodna moznost ali nehomogenost, ki se kaze v tem,
da moramo poleg materialnih tock v sliko vkljuciti tudi koordinatni sistem.

Mach je opozoril na moznost, da bi lahko dobili pravilnejso sliko, ¢e predpostavimo,
da je pospesek spremembe razdalje med dvema masnima delcema odvisen predvsem
od sosednjih mas, medtem ko je hitrost te spremembe dolocena s formulo, v kateri
igrajo kljuéno vlogo zelo oddaljene mase. S tem se izognemo potrebi po vkljuéitvi
koordinatnega sistema v sliko, saj zdaj govorimo le o relativnih razdaljah. Res pa
je, da Mach s tem uvaja nove tezave, kot so kon¢nost sveta, delovanje na daljavo za
velike razdalje ipd. Te tezave se meni osebno ne zdijo tako velike, kot morda drugim
fizikom, vendar imajo to pomanjkljivost, da se zdi, da izkljucujejo vsakrsno izkustveno
preverjanje. Prav tako se mi ne zdi o¢itno, da bi lahko podali natan¢no izpeljavo nacela
superpozicije z neprestano uporabo nove oblike zakona o vztrajnosti glede na tezisce
mas, ki so v medsebojnem delovanju. Poleg tega je

> mr

az Y

le enacba in torej ni povsem enakovredna izreku, da se tocka giblje enakomerno in
premocrtno.

Vsekakor se mi zdi taksna sSiritev nasega pogleda, ki opozarja na moznost, da je tisto,
kar se nam zdi najbolj gotovo in ocitno, morda le priblizno pravilno, izjemno dragocena.
To je skladno z moznostjo, da bi se razdalje do zvezd stalnic morda lahko konstruirale
le v neevklidskem prostoru z izjemno majhno ukrivljenostjo, kar je povezano z zakonom
gravitacije v tem smislu, da bi se gibajoce telo, na katero ne delujejo nobene sile, po
eonih®) vrnilo na svoje izhodiséno mesto, ¢e bi bila ukrivljenost prostora pozitivna.

V vseh teh razmisljanjih smo izhajali iz predpostavke o konc¢nosti celotnega sveta.
Ce pa si svet predstavljamo kot neskoncen, potem pojmi, kot so tezisce, stalna os,
glavne vztrajnostne osi ipd., postanejo popolnoma brezpredmetni. V tem primeru bi
bilo treba predpostaviti, da zakon vztrajnosti dolo¢a neka formula, po kateri imajo
bliznje mase zanemarljiv vpliv, tiste na oddaljenosti, kot je Sirius, najvecjega, Se bolj
oddaljene mase pa znova zanemarljivega.

Elektromagnetna teorija snovi se izogne vsem tezavam pri oblikovanju zakona vztraj-
nosti s predpostavko, da so Maxwellove enacbe, ki opisujejo obnasanje svetlobnega
etra in gibanje elektronov v njem, primarne. Iz teh enacb izhajajo zakon vztrajnosti
za gibanje relativno na svetlobni eter ter ostali zakoni mehanike, ki veljajo za ta eter.
Zakon vztrajnosti pa ne velja za delce svetlobnega etra; Maxwellove enac¢be bi bilo
treba oblikovati tako, da bi dolocale zgolj medsebojno delovanje sosednjih volumnov,
pri ¢emer absolutni prostor ni potreben. Razvoj te trenutno Se popolnoma nedodelane
teorije je zaenkrat Se zelo oddaljen.

®zelo dolg ¢as, vek, doba (OP
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Imensko kazalo

Jean-Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783), francoski matematik in fizik.

Johann Friedrich Benzenberg (1777-1846), nemski fizik, geodet in publicist. Leta
1802 je izvedel poskus, v katerem je s cerkvenega stolpa v Hamburgu spustil
svin¢ene kroglice, da bi dokazal vrtenje Zemlje. Povpreé¢ni odklon proti vzhodu
je znasal priblizno devet milimetrov, medtem ko je Gauss izra¢unal teoreti¢no
pricakovani odklon 8,7 milimetra.

Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), francoski fizik.

Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906), avstrijski fizik in filozof.

Joseph Valentin Boussinesq (1842-1929), francoski fizik in matematik.
Gaspard-Gustave de Coriolis (1792-1843), francoski matematik in inzenir.
Carl Culmann (1821-1881), nemski inzenir.

Jean-Gaston Darboux (1842-1917), francoski matematik.

Leonhard Euler (17'7-1783), Svicarski matematik, fizik, astronom, geograf, logik in
inZenir.

Jean Bernard Léon Foucault (1819-1868), francoski fizik. Leta 1851 je s svojim
dolgim tezkim nihalom prikazal vrtenje Zemlje.

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francoski matematik in fizik.
Galileo Galilei (1564-1642), italjanski fizik, matematik , astronom in filozof.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nemski matematik, astronom, geodet in
fizik.

Josiah Willard Gibbs (1839-1903), ameriski fizik, kemik in matematik.
Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894), nemski fizik.

Henry Kater (1777-1835), angleski fizik. Njegovo obratno nihalo je omogoc¢alo na-~
tancno merjenje gravitacijskega pospeska.

Johannes Kepler (1571-1630), nemski astronom in matematik.

Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), nemski fizik in matematik.
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Diederik Johannes Korteweg (1848-1941) nizozemski matematik.
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), francoski matematik, fizik in astronom.

Ludwig Lange (1863-1936), nemski fizik. Leta 1885 je uvedel pojem inercialnega
opazovalnega sistema.

Jules Antoine Lissajous (1822-1880), francoski fizik.

Ernst Waldfried Josef Wenzel Mach (1838-1916), avstrijski fizik in filozof.
James Clerk Maxwell (1831-1979), skotski fizik in matematik.

Ferdinand Minding (1806-1885), nemsko-ruski matematik.

Isaac Newton (1642-1727), angleski matematik, fizik, astronom in teolog.
Siméon Denis Poisson (1781-1840), francoski matematik in fizik.

Karl Theodor Reye (1838-1919), nemski matematik.

Heinrich Streintz (1848-1892), avstrijski fizik.

Charles Wheatstone (1802-1875), angleski znanstvenik in inovator. Njegov kale-
idofon je bil zasnovan za prikaz obstojnosti vida cloveskega ocesa, hkrati pa je
omogocal generiranje krivulj, ki so postale znane kot ”Lissajousove krivulje”.
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